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INTRODUCTION. 


M": Georges Halphen, ayant résolu de rassembler les œuvres 
de son mari, a bien voulu nous charger, avec le regretté Henri 
Poincaré, de surveiller cette publication. Nousavons été heu- 
reux, en cette circonstance, d’avoir le concours de M. Vessiot 
qui, avec M. Charles Halphen, a procédé avec soin à la révision 
du texte et à la correction des épreuves. 

Les géomètres remercieront M" Halphen de son heureuse 
initiative. Voici vingt-cinq ans que Halphen a été enlevé à la 
Science française dans tout l'éclat de son talent. Rien n’a 
vieilli dans ses écrits, d’une admirable perfection, et dont 
toutes les parties sont des œuvres d'art dignes d’être pro- 
posées comme modèles à tous ceux qui cultivent les sciences 


mathématiques. 


CamiLLe JorDAn, EMILE Prcarn. 


3081687 
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NOTICE SUR LA VIE ET LES TRAVAUX 


DE GEORGES-HENRI HALPHEN 


MEMBRE DE LA SECTION DE GÉOMÉTRIE ; 


PAR 


M. Émie PICARD. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 110, p. 489 (10 mars 1890). 
Paris, 1890. 


Il semble qu'on puisse aujourd'hui distinguer, chez les mathé- 
maticiens, deux tendances d'esprit différentes. Les uns se préoccu- 
pent principalement d'élargir le champ des notions connues ; sans se 
soucier toujours des difficultés qu'ils laissent derrière eux, ils ne 
craignent pas d'aller en avant et recherchent de nouveaux sujets 
d'étude. Les autres préfèrent rester, pour l’approfondir davantage, 
dans le domaine de notions mieux élaborées ; ils veulent en épuiser 
les conséquences, et s'efforcent de mettre en évidence dans la solu- 
tion de chaque question les véritables éléments dont elle dépend. 
Ces deux directions de la pensée mathématique s’observent dans les 
différentes branches de la Science; on peut dire toutefois, d’une 
manière générale, que la première tendance se rencontre le plus 
souvent dans les travaux qui touchent au Calcul intégral et à la 
théorie des fonctions ; les travaux d’Algèbre moderne et de Géomé- 


trie analytique relèvent surtout de la seconde. C’est à celle-ci que se 


VIII É. PICARD. 


rattache principalement l'œuvre d’'Halphen : ce profond mathémati- 
cien fut avant tout un algébriste. Les problèmes difficiles d’Algèbre 
et de Géométrie énumérative, par lesquels 1l débuta dans la Science, 
et où une solution n’a de prix que si elle est complète et définitive, 
l’habituèrent à creuser à fond les questions qu’il étudiait. On retrouve 
dans tous ses écrits le souci constant de ne rien laisser d’inachevé. 
Mettant à profit, avec un art consommé, le secours que peuvent se 
prêter les diverses parties des Mathématiques, il a su pousser Jus- 
qu'à leur dernier terme les solutions des problèmes qu'il s’est posés. 
Son œuvre, si parfaite, laissera dans la Science une trace durable. 
Georges-Henri Halphen naquit à Rouen le 30 octobre 1844; il 
entra à l’École Polytechnique en 1862 et, à sa sortie en 1866 de 
l'École d'Application de Metz, fut envoyé comme lieutenant d’Artil- 
lerie à Auxonne d'abord et ensuite à Strasbourg. Le premier travail 
mathématique que nous ayons à mentionner date de 1869. Il est 
relatif à la recherche du nombre des droites communes à deux con- 
gruences. Halphen avait trouvé sa voie ; nous allons le voir bientôt 
attaquer successivement, et avec plein succès, les problèmes les plus 
difficiles relatifs à la théorie géométrique de l'élimination et à la 
théorie des courbes algébriques. Travaillant en silence, 1l s'était 
initié, pendant les années précédentes, aux méthodes de l’Algèbre et 
de la Géométrie modernes. Dès cette époque, 1l était en possession 
de résultats de la plus haute importance, concernant les courbes 
gauches algébriques et les communiquait très succinctement à 
l’Académie dans les premiers mois de 1850. Nous reparlerons de ce 
beau Mémoire, que d’autres productions d'Halphen égalent peut- 
être, mais certainement ne dépassent pas. Maintenant c’est sur un 
autre terrain que le lieutenant d'artillerie va déployer son énergie et 
montrer sa valeur. [l était à Besancon au mois de juillet 1850 ; après 
s'être occupé activement de l'armement de cette place, 1l arriva à 
Paris, très souffrant encore d’une chute de cheval qu’il venait de 
faire. Malgré l'avis de son médecin, il partit peu de jours après pour 


Mézières ; employé d’abord à la défense de cette ville, il eut la 
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chance de la quitter avant son investissement complet, et alla 
retrouver au nord l’armée du général Faidherbe. Là 11 prit part à la 
bataille de Pont-Noyelles, où 1l fut fait chevalier de la Légion d’hon- 
neur, puis aux batailles de Bapaume et de Saint-Quentin. Il était 
nommé Capitaine à la fin de cette campagne, dans laquelle il s'était 
signalé par des actions d'éclat, qui lui valurent l'honneur d’une cita- 
tion dans le récit du général Faidherbe sur les opérations de l’armée 
du Nord. 

En 1872, Halphen se fixe à Paris, où il devient répétiteur à 
l'École Polytechnique et reprend ses études scientifiques. De tous 
les travaux de cette partie de sa vie, ceux qui lui ont coûté le plus 
d'efforts sont relatifs à la théorie célèbre des caractéristiques. A la 
suite des recherches de M. de Jonquières et de Chasles, l’étude des 
systèmes algébriques de coniques, dépendant d’un paramètre arbi- 
traire, préoccupait vivement les géomètres. Chasles avait, par induc- 
tion, trouvé une loi générale faisant connaître le nombre des coni- 
ques satisfaisant à une condition donnée. Ce nombre se composait 
d’une somme de deux termes, chacun de ceux-ci étant un produit de 
deux facteurs, dont l’un dépendait seulement du système et l’autre 
de la condition. Halphen, en même temps que plusieurs autres géo- 
mètres éminents, s’efforca de démontrer la loi de Chasles. Il crut 
même en avoir trouvé une démonstration; mais, bientôt après, 
s’'apercevant d’une erreur dans ses raisonnements, 11 fut conduit à 
soupconner que la loi était inexacte, et reprit l'étude de la question. 
Après de longues recherches, il eut la satisfaction d'arriver à la solu- 
tion complète par une méthode dont on ne peut trop louer lorigina- 
lité. On peut faire correspondre uniformément les coniques d’un 
système aux points d'une courbe algébrique convenable ; de même, 
on fera correspondre à la condition donnée une autre courbe algé- 
brique. C’est la considération de ces deux lignes qui conduit Halphen 
au résultat cherché. En particulier, pour que l’énoncé de Chasles soit 
exact, il faut et il suffit que l’une d’elles ne passe pas à l’origine des 


coordonnées. Il en sera toujours ainsi, si le système de coniques ne 
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présente que des singularités ordinaires, c’est-à-dire des singularités 
qui existent nécessairement dans l’ensemble d’un système ou de son 
corrélatif. Cette distinction entre les singularités ordinaires ou néces- 
saires et les singularités extraordinaires avait été pour Halphen, au 
début de ces études, un trait de lumière. Elle lui était bien familière 
dans une autre théorie, dont il s’occupait en même temps, celle des 
courbes algébriques, à laquelle il consacra de nombreux Mémoires. 
Les points singuliers jouent dans l’étude des courbes algébriques 
un rôle considérable. Les principes pour la discussion d’une telle 
courbe dans le voisinage d’un point avaient été établis définitivement 
par Puiseux. D'autre part, Riemann, dans sa théorie des fonctions 
abéliennes, avait introduit la notion capitale du genre des courbes 
algébriques, et partagé celles-ci en différentes classes, deux courbes 
étant de la même classe quand elles se correspondent uniformément. 
L'illustre géomètre, qui aimait les grands horizons, avait peu insisté 
sur plus d'un point difficile, en particulier sur ce qui concerne les 
singularités élevées. Halphen donne une formule générale, apph- 
cable à tous les cas, pour la détermination du genre d'une courbe 
algébrique ; puis, passant à l’étude des courbes d'une même classe, 
il approfondit une proposition remarquable donnée par M. Nœther, 
d’après laquelle on peut trouver dans toute classe des courbes n'ayant 
que des singularités ordinaires. Le savant géomètre allemand 
employait pour cette transformation une succession de substitutions 
quadratiques ; Halphen veut trouver une transformée ayant avec la 
courbe initiale des rapports géométriques simples : 1l y réussit de 
deux manières différentes. Dans une première solution, il établit que 
toute courbe plane algébrique est la perspective d'une courbe gauche 
n'ayant qu'un point singulier, et telle qu'en ce point toutes les 
branches aient des tangentes distinctes; faisant alors la perspective 
de cette courbe gauche d'un point de vue arbitraire, il obtient la 
transformée cherchée. La seconde solution se rattache à l’étude d'une 
série de courbes analogues aux développées, dans laquelle apparais- 


sent dans tout leur éclat la science profonde et le remarquable talent 
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de notre auteur. Prenant une conique arbitraire dans le plan de la 
courbe à transformer, 1l considère en chaque point de celle-ci sa 
tangente et la polaire du point par rapport à la conique ; le lieu de 
l'intersection de ces deux droites donne une transformée uniforme 
de la courbe. Halphen établit qu'après avoir répété un nombre fini 
de fois cette transformation, on arrivera à une courbe n'ayant plus 
que des points singuliers ordinaires. Puis 1l démontre ce théorème 
si Curieux el si caché, qu'à partir d’un certain rang, les degrés et les 
classes des transformées précédentes forment deux progressions 
arithmétiques de même raison. Ce beau résultat comprend, comme 
cas particulier, cette étonnante propriété des développées des courbes 
algébriques dont les degrés et les classes sont, à partir d’un certain 
rang, en progression arithmétique. 

Ces travaux approfondis sur la théorie des courbes permirent à 
Halphen de reprendre ses études sur l'élimination. La recherche des 
points d’une courbe algébrique, qui satisfont à une condition ex- 
primée par une équation différentielle algébrique donnée, se pré- 
sente en Géométrie dans divers cas particuliers, par exemple dans la 
recherche des points d'inflexion. La question méritait d’être abordée 
dans toute sa généralité. Halphen se place au même point de vue 
que dans la théorie des caractéristiques, c'est-à-dire cherche à 
mettre en évidence les éléments relatifs à la courbe et les éléments 
dépendant de la condition, qui est ici l'équation différentielle. Pour 
les équations du premier ordre, la solution est de même forme que 
dans le cas classique des caractéristiques ; pour celles du second 
ordre, on à encore une formule analogue, mais renfermant trois 
termes au lieu de deux. La généralisation semble immédiate, mais 
l'analogie tromperait étrangement ; pour les équations d'ordre supé- 
rieur, on ne peut plus d’une manière générale fixer de limites pour 
le nombre des termes. C'est là un résultat dont l'intérêt philoso- 
phique est très grand ; il montre, avec la dernière évidence, que les 
singularités élevées des courbes algébriques ne peuvent avoir pour 


équivalents, dans toute question, un nombre déterminé de singula- 
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rités ordinaires indépendant à la fois de cette question et de la 
courbe qu'on étudie. Bientôt après, ces difficiles recherches sont 
étendues aux courbes gauches et, dans quelques cas particuliers, 
aux surfaces algébriques. 

Dans un des Mémoires précédents, Halphen avait rencontré des 
équations différentielles restant inaltérées par une transformation 
homographique quelconque. Ce nouveau genre d’invariance excita 
son intérêt ; 1l réussit à former toutes les équations jouissant de cette 
propriété, el présenta ce travail comme Thèse, en 1878, sous le 
titre d’Ineariants différentiels. L’équation différentielle des lignes 
droites et celle des coniques donnaient immédiatement deux exemples 
d'invariants. La découverte d’un invariant du septième ordre, amenée 
par les considérations géométriques les plus ingénieuses, permit à 
Halphen de développer la théorie générale qu’il étendit ensuite aux 
courbes gauches. 

Ces résultats, si intéressants en eux mêmes, allaient permettre 
à leur auteur d'aborder une importante question de Calcul intégral. 
Dans deux Notes mémorables, Laguerre venait d'appeler lattention 
des géomètres sur les invariants des équations différentielles linéaires. 
Halphen voit de suite le rapport qu'il y a entre ses recherches anté- 
rieures et la notion nouvelle introduite par Laguerre ; ainsi assuré, 
en quelque sorte & priori, de la possibilité d'édifier une théorie 
complète des invariants des équations linéaires, il s'attaque à ce nou- 
veau problème et en approfondit tous les détails. Le nombre des 
invariants absolus distincts d’une équation linéaire est inférieur de 
deux unités à son ordre; on peut les obtenir d’une manière régu- 
lière, en ramenant l'équation à une forme canonique, forme dont 
l'introduction dans cette question, comme dans certaines théories 
algébriques parallèles, est bien digne de remarque. Halphen montra 
l'intérêt de ses recherches au point de vue du Calcul intégral, en 
apprenant à reconnaître si une équation différentielle linéaire est 
susceptible d’être ramenée à certains types connus déjà intégrés au 


moyen d'un changement de variable et de fonction qui n'’altère pas 
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sa forme. On comprend que les relations entre les invariants absolus 
doivent jouer, dans une telle question, un rôle capital; c'est, en effet, 
de la nature de ces relations qu'Halphen déduisit la solution du 
beau problème qu'il s'était posé. L'Académie avait proposé, comme 
sujet du grand prix des Sciences mathématiques pour 1880, de 
perfectionner la théorie des équations différentielles linéaires ; le 
prix fut décerné au Mémoire Sur la réduction des équations 
linéaires aux formes intégrables. 

Bientôt après, Halphen remportait un nouveau succès acadé- 
mique. L'Académie des Sciences de Berlin avait mis au concours, 
pour le prix Steiner de 1882, la solution d’une question importante 
concernant les courbes gauches algébriques. Halphen, nous l'avons 
dit, possédait, dès 1870, d'importants résultats sur cette théorie ; ce 
lui fut l’occasion de reprendre son travail qui n'avait pas été publié, 
et de le compléter. Il l’envoya au concours et recut le prix, qui fut 
doublé, en même temps que M. Nœther. Cet admirable Mémoire me 
parait l’œuvre la plus profonde d’'Halphen. Il a réussi à énumérer et 
à classer en diverses familles les courbes d’un même degré. Dans la 
théorie s1 difficile des courbes gauches algébriques, c’est sur l’exten- 
sion des formules de Plücker qu'avaient d’abord porté les efforts des 
séomètres ; elle fut obtenue il y a longtemps déjà, par M. Cayley, et 
complétée par M. Salmon. Dans ces formules s’introduisent, outre le 
degré, certains nombres entiers relatifs à la courbe considérée; mais 
ceux-ci ne suffisent pas, en général, à distinguer une famille de 
courbes. Parmi eux, 1l en est un d’une importance extrême ; c'est le 
nombre des points doubles apparents. Pour une courbe d’un degré 
donné, ce nombre a une limite supérieure, facile à obtenir. Bien 
autrement Cachée était la limite inférieure ; Halphen réussit à 
trouver la limite véritable, c’est-à-dire celle qui peut être elfective- 
ment atteinte, et démontre ce résultat si saillant que les courbes 
correspondantes sont situées sur des surfaces du second degré. La 
classification repose sur la considération de l’ordre minimum d’une 


surface algébrique passant par la courbe gauche; pour l'obtenir, 
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Halphen introduit différentes fonctions numériques du degré de la 
courbe, dont les valeurs sont comprises entre le maximum et le 
minimum que nous venons de signaler, et l’ordre cherché dépend 
de la place qu'occupe dans cette suite le nombre des points doubles 
apparents. Les méthodes générales sont appliquées à la classification 
complète des courbes jusqu'au vingtième degré, et à celle des 
courbes de degré cent vingt. 

Je ne puis parcourir l’œuvre entière d'Halphen ; à côté de ces 
études de longue haleine, dont nous avons essayé de donner une 
idée, nous pourrions citer d’autres Mémoires de moindre étendue, 
où nous retrouverions une pensée originale. Mentionnons au moins 
un travail sur la théorie des séries, qui renferme des résultats inat- 
tendus; une série très générale, procédant suivant certains poly- 
nomes entiers, dont chacun est la dérivée du suivant, et qui semble 
susceptible de représenter des fonctions très variées, ne peut au con- 
traire être employée que pour le développement de fonctions 
entières, jouissant elles-mêmes d'un caractère très spécial. De tels 
résultats, tout négatifs qu'ils soient, sont d’un grand intérêt ; 1l nous 
montrent une fois de plus avec quelle prudence on doit procéder 
dans l’emploi de nouveaux modes de développements des fonctions. 
Ces constatations ont d’ailleurs leur mélancolie, car elles peuvent 
inquiéter pour plus d’un développement, usité dans les applications, 
et dont la légitimité est pour le moins douteuse. 

Ces travaux considérables avaient placé Halphen parmi les géo- 
mètres les plus éminents de l’Europe. Le 15 mars 1886, l’Académie 
des Sciences, dont il avait été trois fois le lauréat, le désignait 
à la presque unanimité des suffrages, pour remplir la place vacante, 
dans la Section de Géométrie, par le décès de M. Bouquet. Halphen 
était chef d’escadron depuis le 13 juillet 1884, et il avait, peu de 
temps auparavant, été nommé examinateur d'admission à l'École 
Polytechnique. Dans ces concours, où sont en présence de si sérieux 
intérêts, ce n’est pas une tâche facile que d'exprimer, par un nombre, 


son opinion sur la valeur d’un candidat. Jugeant de ce qu’il sait, on 
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voudrait aussi apprécier l'effort intellectuel dont il sera plus tard 
capable ; difficulté d'autant plus grande, qu'une préparation excel- 
lente, mais ayant cherché quelquefois à tout prévoir, peut provoquer 
l'illusion. Dans ses nouvelles fonctions, Halphen montra, dès le 
début, beaucoup de pénétration. Enchaïnant ses questions avec une 
grande habileté, 11 parcourait sans effort le cycle entier du programme 
et 1l a laissé le souvenir d’un examinateur incomparable. 

Tous ceux qui ont approché Halphen ont apprécié ce caractère 
noble et loyal, que blessait et irritait la moindre injustice. Quand 
l'intérêt de la Science lui paraissait en jeu, 11 exprimait sans réserves 
son opinion. Bienveillant pour les travaux qu'il avait à juger, quand 
il croyait y trouver une idée, 1l aimait peu les généralisations faciles » 
qui, disait-il, encombrent la Science. 

Au mois d'octobre 18806, Halphen voulut reprendre dans l’armée 
un service actif et fut chargé du commandement des batteries au 
11° régiment à Versailles. C'était une lourde tâche qui venait 
s'ajouter à l'eflort considérable que lui demandait en ce moment 
même la préparation de son Traité sur les fonctions elliptiques. 

On ne peut parler sans tristesse de cette OEuvre, interrompue 
par une impitoyable fatalité, où l’auteur s'était proposé de développer 
la théorie des fonctions elliptiques sous la forme qui lui paraissait la 
plus avantageuse pour les applications, et en même temps de donner 
de celles-ci un tableau complet. Halphen était depuis longtemps 
familier avec cette théorie. Ses recherches sur les équations diffé- 
rentielles linéaires avaient principalement porté autrefois sur les 
équations à coefficients doublement périodiques ; plus récemment 
un Mémoire sur une courbe élastique l'avait forcé à faire une discus- 
sion approfondie des divers cas qui peuvent se présenter dans le pro- 
blème de l’inversion. Les deux premiers Volumes seuls ont paru ; le 
premier est consacré à la théorie générale, le second traite des appli- 
cations à la Mécanique, à la Géométrie et au Calcul intégral. Ils, 
exerceront une grande influence sur l’enseignement de cette impor- 


tante branche de la Science. Les questions traitées trouvent là leur 


XVI É. PICARD. 


solution définitive. Les transcendantes elliptiques y sont maniées 
avec la même aisance que les fonctions circulaires dans d’autres 
sujets plus élémentaires ; les formules de cette autre Trigonométrie 
sont sans doute plus complexes, mais cette complication, tenant à la 
nature des choses, semble réduite autant qu'il est possible. 

Le troisième Volume devait traiter des applications algé- 
/ briques et arithmétiques; c’eût été, sans aucun doute, la partie mai- 
tresse de ce bel Ouvrage. C’est là que se serait déployé dans tout son 
éclat le talent d'Halphen, rompu aux problèmes les plus abstraits de 
l’Algèbré. Après de laborieux efforts, ce puissant esprit avait enfin 
triomphé des difficultés énormes que présentait un tel sujet, et 1l 
allait se mettre à la rédaction définitive. Le temps ne devait pas lui 
être donné pour achever son œuvre. Le 21 mai dernier, 1l était 
enlevé à l’affection des siens, après une courte maladie, à l’âge de 
quarante-quatre ans. Ce fut un deuil cruel pour la Science française, 
dont il était un des plus éminents représentants, et aussi pour notre 
armée qui perdit en lui un officier supérieur du plus grand avenir. 
Tous les amis d’'Halphen garderont le souvenir de cet homme de 
cœur, qui mourut avant l’heure en travaillant noblement pour la 
Science et pour son pays. Sa vie trop courte aura du moins été bien 


remplie, 1l laisse un nom et une œuvre qui ne périront point. 
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Journal de l’École Polytechnique, 60° Cahier. Paris, 1890. 


Halphen naquit à Rouen en 1844 ; il entra à l'École Polytechnique 
à l’âge de 18 ans, en 1862, et il en sortit à la fin de sa seconde année 
d’études avec le grade de sous-lieutenant d’artillerie. Son étonnant 
talent d’algébriste avait déjà été remarqué à l'École par ses maitres 
et par ses camarades; cependant ce fut seulement en 1869 qu'il 
publia son premier travail original, qui, sans donner toute sa mesure, 
pouvait déjà faire concevoir les plus grandes espérances. Peu de 
mois après, il était en possession des principaux résultats de son 
v Mémoire sur les courbes gauches algébriques, l’une de ses produc- 
tions les plus dignes d’admiration. La plupart de ces résultats ne 
furent publiés que bien des années plus tard. Les terribles événe- 
ments de l’année 1830 l’empêchèrent sans doute de terminer la 
rédaction definitive; et ce beau travail, résumé dans quelques Notes 
succinctes des Comptes rendus des séances de l’Académie des 
- Sciences, resta longtemps ignoré de presque tous les savants. 
+ Au commencement de la guerre, Halphen récemment nommé 
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lieutenant en premier, se trouvait à Besancon et il s’occupa de 
l'armement de cette place. Sans doute, il maudissait la mauvaise for- 
tune qui, en l’attachant à ces utiles travaux, l’éloignait des champs 
de bataille; il ne prévoyait guère tous les avantages qu'il lui devrait : 
ignorer les longues tristesses de la captivité, combattre pour son 
pays jusqu'au dernier Jour, assister aux rares épisodes de cette cam- 
pagne dont un Français puisse se souvenir sans douleur! À peine 
remis d’une chute de cheval où il s'était brisé la clavicule, 1l partit 
pour Mézières et y arriva peu de jours avant la catastrophe de Sedan. 
Il put heureusement quitter cette place avant l'investissement et 
rejoignit l’armée du Nord. 

On sait les héroïques efforts de cette petite armée, si vite impro- 
visée, ses alternatives de succès et de revers, et l’écrasement final de 
Saint-Quentin. 

Halphen, bientôt nommé capitaine, prit part à la bataille de Pont- 
Noyelles, où sa brillante conduite lui valut la croix de la Légion 
d'honneur, à celle de Bapaume et à celle de Saint-Quentin. Les ser- 
vices qu’il rendit dans cette dernière affaire attirèrent l'attention du 
général Faidherbe qui les rappelle dans son rapport : 

« La batterie Halphen, dit-1l, avait pris une excellente position à la 
gauche de Francilly et y a combattu d’une manière remarquable 
pendant toute la journée. » 

Le jeune capitaine pouvait être légitimement fier d’un tel éloge 
venant d’un tel chef. 

« Halphen, dit à ce sujet M. Hermite, Faidherbe, après tant d’autres, 
ont été fidèles à la double mission de l’École Polytechnique et ont 
continué ses glorieuses traditions. N'y a-t-1l pas effectivement, dans 
les habitudes de l’intelligence, dans cette nature particulière que 
crée l’enseignement de notre grande École, une liaison normale, une 
concordance avec les qualités du soldat ? Une rigoureuse discipline 
de l'esprit prépare aux devoirs militaires, et l’on ne peut douter que 


les études mathématiques contribuent à former cette faculté d’abs- 
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traction indispensable au chef pour se faire une réprésentation inté- 
rieure, une image de l’action par laquelle il se dirige, en oubliant le 
danger, dans le tumulte et l'obscurité du combat. » 

Ces paroles de M. Hermite méritent d’être méditées, et je ne puis 
qu'y souscrire, pourvu qu'on n'oublie pas que c’est avant tout 
l’énergie morale qui fait le capitaine comme elle fait le soldat. 

Quand la guerre étrangère fut terminée, Halphen prit part à la 
lutte contre la Commune et au second siège de Paris. Ses services 
avaient été trop appréciés pour que la Commission des grades ne lui 
maintint pas le troisième galon qu’il avait si bien mérité. 

Il n'allait pas tarder d’ailleurs à être appelé sur un autre théâtre, 
où ses qualités scientifiques devaient briller d’un si vif éclat. En 
1879, 11 fut nommé répétiteur à l'École Polytechnique, et, pendant 
treize ans, 1l appartint tout entier à la Science. 

Ses travaux, que nous analyserons plus loin, l’avaient placé déjà 
au premier rang parmi les géomètres contemporains, quand un 
double succès académique vint attirer sur son nom l'attention du 
monde savant. 

L'Académie de Berlin avait mis au concours l’étude des courbes y 
gauches algébriques ; 1l s'était déjà occupé de ce sujet en 1869 : J'ai 
dit par suite de quelles circonstances ses travaux étaient restés à peu 
près ignorés. [Il compléta sa rédaction et ajouta à son œuvre plusieurs 
Chapitres importants. L'Académie partagea le prix entre Halphen et 
le célèbre géomètre allemand M. Nôther. 

Presque en même temps, il remportait dans son pays même un 
autre succès non moins éclatant. L'Académie des Sciences de Paris 
lui décernait, en 1881, le grand prix des Sciences mathématiques 
pour son important Ouvrage sur la réduction des équations linéaires 
aux formes intégrables. 

Son élection à l’Institut ne pouvait tarder et, en effet, en 
mars 1880, à sa première candidature, 1l fut élu par 49 voix sur 


51 votants. Cette unanimité presque complète, qu'il est si rare, 
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d'obtenir, montre quelle estime le mérite d'Halphen inspirait à tous 
les savants français. 

Bien qu’éloigné depuis longtemps du service militaire actif, il en 
avait conservé le goût et 1l désirait s’y retremper pendant quelques 
années. Il demanda donc à quitter l'École Polytechnique et il fut 
envoyé à Versailles, au 11° régiment d'artillerie, avec le grade de 
chef d’escadron. 

Il fit cependant une année encore les examens d’entrée, dont il 
était chargé depuis 1884. r 

Malgré le zèle avec lequel 1l s'acquittait de ses devoirs militaires, 
il ne fut perdu n1 pour l’Académie, dont il continua, malgré l’éloi- 
gnement, à suivre assidüment les séances, n1 surtout pour la Science. 

C'est à cette époque, en eflet, qu'il rédigea son Livre sur les fonc- 
ions elliptiques, dont je parlerai longuement plus loin. 

Il menait cette vie si bien remplie, depuis trois ans déjà, quand la 
mort, hâtée peut-être par tant de fatigues, vint le frapper, presque 
subitement, le 23 mai 1889. 

De longs jours ui semblaient encore promis. Les géomètres 
attendaient de lui des travaux aussi nombreux et aussi remarquables 
que ceux qu'il avait déjà produits. Sans doute après avoir achevé son 
grand monument, son Traité des fonctions elliptiques, il porterait 
son admirable pénétration dans de nouveaux domaines. 

Comment cet espoir a-t-1l été déçu? Comment ce savant officier, 
dont le corps paraissait aussi vigoureux que l'esprit, nous a-t-1l été 
si promptement enlevé ? 

Le travail acharné auquel 11 dut se livrer pour terminer les deux 
premiers volumes de sa Théorie des fonctions elliptiques, dans les 
quelques heures que lui laissait le service du régiment, ce grand 
effort intellectuel, joint aux fatigues physiques de sa vie militaire, 
ont-ils donc excédé ses forces ? Je ne sais. 

Au mois d'avril 1889, 1l manqua plusieurs séances de l’Académie; 


des bruits alarmants, auxquels on refusait de croire, commencçaient 
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à circuler; puis, un jour, les avis des médecins ne permirent plus à 
ses Confrères de conserver le moindre doute, Le lendemain, cette 
grande intelligence s'éteignait. 

Sa mort fut un deuil pour la Science francaise, mais elle ne fut 
pas ressentie moins vivement au delà des frontières, Que de lettres 
j'ai reçues, où des savants étrangers me disaient la sympathie qu'on 
éprouvait chez eux pour la perte cruelle et irréparable dont la France 
était frappée ! 

Je voyais ainsi que, devant un talent aussi éminent, les petites 
jalousies nationales se taisaient et que les admirables qualités 
d'Halphen, si françaises pourtant, étaient ausst appréciées à l'étranger 


qu'en France. 
Il. 


Sa franchise et sa loyauté le faisaient estimer de tout le monde. 

Sa bienveillance n'était pas banale, mais elle le faisait aimer de 
ceux qui avaient su la mériter, Aussi ses amis éluient fiers de son 
amitié, et, sûrs de pouvoir compter sur lui, lui étaient très attachés. 

Sa critique élait redoutée, parce que son Jugement n'hésitait 
Jumais et que sa raillerie était spirituelle et mordante, Je ne crois 
pas pourtant qu'elle lui ait fait d'ennemis; car on le savait indul- 
gent pour les personnes et uniquement inspiré par le souci de la 
Science. 

\ 

[ se faisait, de ce que doit être un savant et de ce que doit être 
l'Académie, l'idéal Le plus élevé. C'est pourquoi il semblait quel. 
quelois si sévère pour les œuvres médiocres; c'est pourquoi, aussi, 
ses votes n'étuient jamais dictés par des considérations mondaines ou 
personnelles, 

Bien des personnes ont pu croire que, comme tous les juges qui 
se trompent rarement, il persévérait volontiers dans ses erreurs, Je 
dois avouer que je lai eru longtemps moi-même, jusqu'à ce qu'un 


exemple frappant n'ait détrompé. 
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Ces mêmes qualités faisaient de lui, pour l'École Polytechnique, 
un examinateur précieux. Dans cette tâche délicate, bien des écueils 
sont à éviter; il faut, dans le peu de temps dont on dispose, découvrir 
+ la véritable valeur des candidats sous le vernis uniforme dû à l’art 
des préparateurs. Cela ne suffit pas encore; il faut faire accepter son 
arrêt par le public qui assiste aux examens et qui n’a pas toujours 
l'habitude de distinguer la réalité de l'apparence; pour cela ce n’est 
pas assez de deviner la vérité, il faut forcer le candidat à la faire 
éclater par ses réponses. 

Il faut, en un mot, un jugement prompt et droit, éclairé et sûr de 
lui-même, qui n’est donné qu’à de rares privilégiés et qu'Halphen 


possédait au plus haut degré. 


LIL. 


Avant d'analyser en détail les différents Mémoires d'Halphen, je 
voudrais définir en quelques mots le caractère essentiel de son talent; 
mais, pour cela, je ne puis mieux faire que de répéter ce qu’a dit 
M. Picard dans sa Notice nécrologique (Comptes rendus des séances 
de l’Académie des Sciences, 1. CX, p. 489). 

Les Mathématiciens se partagent entre deux tendances opposées. 

Tandis que les uns, uniquement curieux d’étendre toujours plus 
loin les frontières de la Science, s’empressent, pour courir à de 
nouvelles conquêtes, de laisser là un problème dès qu'ils sont sûrs 
de pouvoir le résoudre, les autres se préoccupent d’en trouver effec- 
tivement la solution et ne l’abandonnent jamais sans en avoir tiré 
toutes les conséquences. Les premiers ressemblent aux voyageurs 
qui croient connaître un pays pour l'avoir traversé à la vapeur, les 
autres veulent le parcourir pas à pas et n’en laisser aucune partie 
inexplorée. 

Esprit pénétrant autant que juste, Halphen pouvait choisir entre 


ces deux voies opposées. Il préféra la seconde, et c’est ce qui donne 
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à son œuvre son remarquable caractère d’absolue perfection. Tout ce 
qu’il a touché est maintenant achevé et il n'y a plus à y revenir. 

Les géomètres qui ne l’ont pas lu, s’il y en avait, pourraient seuls 
regretter ce choix. « Le général, diraient-ils sans doute, est seul 
digne de nos efforts. Les équations de la division de l'argument sont 
résolubles par radicaux. Voilà un résultat simple, général, élégant 
et, par conséquent, intéressant. Sans doute nous serions bien embar- 
rassés s'1l nous fallait en résoudre une seule. Mais qu'importe? 
Appliquerions-nous jamais la formule si nous étions parvenus 
à la construire effectivement ? Qui s’est jamais servi de celle de 
Cardan ? » 

Ce serait là une critique bien superficielle. 

On ne parvient au général que par le particulier; cela est vrai 
même dans les sciences exactes; car, si elles procèdent dans la 
démonstration du général au particulier, elles doivent, dans l’inven- 
tion, suivre la marche inverse, comme les sciences d’observation 
elles-mêmes. 

Il arrive quelquefois que, dans cette marche, on croit pouvoir 
brüler des étapes, mais on ne tarde pas à s'apercevoir que la profon- 
deur fait défaut à ces connaissances trop rapidement acquises. 

Quand on croit posséder le moyen de résoudre une vaste catégorie 
de problèmes, ce n’est donc pas retourner en arrière que de traiter 
en détail un cas particulier. Cette étude nous fera seule connaître la 
valeur de la méthode générale et nous permettra d'en dégager les 
éléments essentiels et d'y découvrir ce qui peut servir de germe à 
une généralisation ultérieure. 

S1 les mathématiciens s’abandonnaient tous à la première tendance, , 
la Science ne tarderait pas à s’encombrer d’une foule de méthodes 
pratiquement inapplicables et les savants s’habitueraient trop vite à 
se contenter à bon marché. Ceux qui sont au courant de l’état actuel 
des Mathématiques ne jugeront peut-être pas que cette crainte soit 


sans fondement. 
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Il peut sembler superflu de rien ajouter : qu'on me permette 
cependant de me placer à un autre point de vue et d'expliquer pour- 
quoi ce genre de recherches, quand même il devrait être inutile, ne 
serait pas pour cela sans intérêt. 

Le savant digne de ce nom, le géomètre surtout, éprouve en face 
de son œuvre la même impression que l'artiste ; sa jouissance est 
aussi grande et de même nature. Si je n’écrivais pas pour un public 
amoureux de la Science, je n’oserais pas m’exprimer ainsi; Je redou- 
terais l’incrédulité des profanes. Mais ici je puis dire toute ma 
pensée. Si nous travaillons, c'est moins pour obtenir ces résultats 
auxquels le vulgaire nous croit uniquement attachés, que pour 
ressentir cette émotion esthétique et la communiquer à ceux qui 
sont capables de l’éprouver. 

Cette émotion, les œuvres inspirées par les deux tendances oppo- 
sées peuvent également nous la procurer. Si nous aimons à gravir 
les cimes d’où nous découvrons de larges horizons, notre admiration 
est-elle moindre devant les ouvrages accomplis de la statuaire grecque ? 
C'est à ces chefs-d’œuvre que font penser les Mémoires d’Halphen, 
où 1l semble qu’on ne pourrait changer un seul mot sans en détruire 
l'harmonie. 

Avouerai-je que je l’ai souvent envié? Je n’ai jamais terminé un 
travail sans regretter la facon dont je l’avais rédigé ou le plan que 
j'avais adopté, Voilà une impression qu'Halphen n’a jamais connue. 

Mais à quoi bon insister? ce plaidoyer est bien inutile. Je vais 
analyser les ouvrages d'Halphen et le lecteur verra à quel point, en 
étant complet et parfait, on peut rester original et pénétrant ; il verra 
que ce puissant génie a accru le domaine de l'Analyse, non seule- 
ment en profondeur, mais encore en étendue. 

La netteté de son esprit avait fait de lui non seulement un géomètre 
de premier ordre, mais un écrivain de réel mérite. Aussi pouvait-il 
être goûté de ceux mêmes qui sont restés étrangers au progrès des 


Sciences mathématiques. Tout le monde ne le sait pas, mais ses 
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Confrères de l’Institut, qui ont entendu ses remarquables Rapports, 
ne peuvent l’ignorer. 

Les Notices scientifiques que publient les candidats à l'Académie 
ne sont d'ordinaire que de sèches nomenclatures, et les Académiciens 
ne les lisent que par devoir. Celle d'Halphen, je ne crains pas de le 
dire, est écrite avec autant d’esprit que de logique, et sa lecture a été 


un plaisir même pour les savants adonnés à des études très différentes. 


IV. 


Üne conique est définie par cinq conditions. Si donc on considère 
le système des coniques assujetties à quatre conditions seulement, 
leur équation générale ne contiendra plus qu'un seul paramètre 
arbitraire. Îl importe de savoir combien un pareil système contient 
de coniques qui satisfassent à une cinquième condition. 

La solution proposée par M. l'amiral de Jonquières est simple, 
mais incomplète. Soit 1 le nombre des coniques du système qui 
passent par un point donné; soit & un nombre dépendant seulement 
de la cinquième condition imposée ; le nombre des coniques du sys- 
tème qui satisferont à cette condition sera égal à au. La loi de 
M. de Jonquières est vraie dans certains cas, mais l’examen le plus 
superficiel montre qu'elle comporte des exceptions ; c'est ainsi que 
le nombre des coniques du système qui touchent une droite donnée 
n'est pas proportionnel à 1. 

Quand cette loi est-elle en défaut et qu'arrive-t-il alors ? Tel est Le 
problème que Chasles s'était posé, et voici le résultat simple qu'il 
croyait pouvoir énoncer. Soit y le nombre des coniques du système 
qui touchent une droite donnée ; soit $ un second nombre analogue 
à & ; le nombre des coniques satisfaisant à la cinquième condition 
sera au + By ; Chasles appelait u et y les caractéristiques du système 
et il donnait le moyen de calculer combien de coniques satisfont à 
cinq conditions données quelconques. 


Malheureusement ce résultat n’était nullement démontré : 1l avait 
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seulement été observé sur un grand nombre d'exemples, et si on le 
croyait général, c'était par une induction qui aurait pu paraitre légi- 
time dans toute autre science qu’en (réométrie. Longtemps les 
géomètres cherchèrent vainement une démonstration ; leur impuis- 
sance ne peut nous étonner, puisque nous savons que le résultat de 
Chasles était faux ; et, d’un autre côté, la raison qui le met quelque- 
fois en défaut n’était pas facile à apercevoir. 

Enfin, en 1875, deux géomètres annoncèrent presque simultané- 
ment qu'ils avaient démontré le théorème de Chasles. L'un était 
Clebsch, l’un des savants les plus justement célèbres de l'Allemagne, 
l’autre était Halphen lui-même. Le théorème était inexact pourtant. 
N'y a-t-1l pas là de quoi scandaliser un peu ceux qui croient les 
mathématiciens infaillibles ? 

Comment peut-on se tromper dans ces sciences dont la méthode 
semble exclure l'erreur ? On admettrait à la rigueur des fautes de 
calcul, mais non des fautes de raisonnement. Cependant la plupart 
des grands géomètres en ont commis; ilest vrai que, le plus souvent, 
ils ont été les premiers à s’en apercevoir. Je ne citerai qu'Abel qui 
avait résolu iles équations du cinquième degré avant de démontrer 
qu'elles sont insolubles. 

Ici la difficulté était bien moins de résoudre le problème que de le 
bien poser. On croyait avoir complètement défini tous les termes 
dont on se servait ; 1l n’en était rien pourtant. Quand doit-on dire 
qu'une conique satisfait à une condition donnée et, par exemple, 
qu'elle touche une droite donnée ? Une conique infiniment aplatie se 
réduit en coordonnées ponctuelles à deux droites confondues, en 
coordonnées tangentielles à deux points distincts, qui ne sont autre 
chose que ses deux sommets. 

Au point de vue ponctuel, une pareille conique touche une droite 
quelconque, puisqu'elle la rencontre en deux points confondus ; au 
point de vue tangentiel, elle ne touche que les droites qui passent 


par ses sommets. 
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Proposons-nous done de chercher combien, parmi les coniques 
inserites à un quadrilatère, il y en à qui touchent une droite donnée. 

Si l’on appliquait la formule de M. de Jonquières, on trouverait 
a—92,u= 2 et 1l devrait y en avoir quatre. 

Au point de vue tangentiel, iln'y en à qu'une, et M. de Jonquières 
a tort. 

Au point de vue ponctuel, on retrouve cette même conique, el 
l’on doit compter en plus les trois coniques aplaties qui sont ins- 
crites dans le quadrilatère. Cela fait en tout quatre, et M. de Jon- 
quières à raison. 

La présence de deux sortes de coniques dégénérées, les coniques 
aplaties qui sont singulières au point de vue ponctuel, et les systèmes 
de deux droites qui sont des coniques singulières au point de vue 
tangentiel, eréait une première difficulté, mais ce n'était pas la seule. 

Il existe, en outre, des coniques doublement singulières qui se 
réduisent à deux droites confondues au point de vue ponctuel et à 
deux points confondus au point de vue tangentiel, Halphen comprit 
le rôle important qu'elles devaient jouer. Dès lors, sa première erreur 
était reconnue et il touchait à la solution. 

Ge n'était pas tout encore cependant. 

Par quatre points, on peut mener deux coniques langentes à une 
droite donnée, Cela n'est plus vrai si cette droite passe par un des 
quatre points ; ces deux coniques se confondent alors en une seule. 
IL est done permis de prévoir que les formules auxquelles on sera 
conduit ne s'appliqueront pas dans tous les cas. Elles ne seront légi- 
Lines, disuit-on depuis longtemps, que si les cinq conditions inpo- 
sées sont tadépendantes. Mais que doit-on entendre par ce mot ? 
Dans chaque cas particulier, répondait-on, vous le comprendrez sans 
peine. Cela était vrai, mais ce n'était pas une définition, On ne pou- 
vait rien faire avant de l'avoir trouvée, Halphen devait done, avant 
d'aller plus loin, vaincre encore cette difficulté, et, quand il'en eut 


triomphé, le problème était résolu. 
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La solution ne présente plus l’élégante simplicité qu’avaient rêvée 
MM. de Jonquières et Chasles ; mais elle est désormais complète, 
aucun cas d'exception n'y peut plus échapper. 

Halphen, ayant ainsi résolu définitivement cette question, qui 
arrêtait depuis si longtemps les plus habiles géomètres, ne l’a pas 
quittée sans lavoir complétement épuisée. Un autre se fût sans 
doute borné à dire : la formule de Chasles est fausse et 1l n’existe 
aucune formule simple qui puisse la remplacer. Mais il n’était pas 
homme à se contenter de cette conclusion négative. [leut l’ingénieuse 
idée d'introduire une notation symbolique particulière qui lui permit 
de condenser, en quelques lignes, des résultats qui, par leur com- 
plication, semblaient rebelles à toute formule analytique. L'ordre et 
l'élégance succédèrent ainsi de nouveau à une rebutante confusion. 

Ces théorèmes s'étendent sans peine à une courbe quelconque 
plane ou gauche ou à une surface ; Halphen n'avait plus qu’à par- 


courir sans effort la voie qu'il avait débarrassée de tout obstacle. 


V. 

Üne autre question de pure Géométrie, qui retint longtemps 
Halphen, est l'étude des points singuliers des courbes algébriques. 
Elle est analogue à la précédente, bien que cette analogie n’apparaisse 
pas au premier coup d'œil. Un système de coniques satisfaisant à 
quatre conditions a une équation générale qui contient un paramètre 
arbitraire ; quand on fait varier ce paramètre, les six coefficients de 
celle conique varieront à leur tour, et si l’on considère ces six coef- 
licients comme les coordonnées homogènes d’un point dans l’espace 
à cinq dimensions, ce point décrira une certaine courbe. D'autre 
part, la cinquième condition imposée à la conique s'exprime par une 
équation entre ces six coefficients ; elle représente alors une certaine 
surface dans l’espace à cinq dimensions. Le problème dit des carac- 


téristiques de Chasles, qu'Halphen venait de résoudre, se ramène 


NOTICE SUR HALPHEN. XXIX 
à l'étude des particularités que présente l'intersection de cette 
courbe et de cette surface, et la difficulté de ce problème est due à 
la présence de certaines singularités spéciales de cette courbe et de 
cette surface. 

Le problème des points singuliers, qui occupa longtemps Halphen, 
n'est pas moins important pour l’Analyse que pour la Géométrie. 
D'une part, en eflet, 1l touche aux travaux classiques de Puiseux, 
sur les fonctions algébriques, c'est-à-dire à la théorie générale des 
fonctions ; d'autre part, il se rattache aux transformations biration- 
nelles des courbes algébriques, et, par conséquent, aux propriétés 
fondamentales des transcendantes abéliennes. 

C'est à ce point de vue que se plaça bientôt Halphen. Étant donnée 
une courbe algébrique présentant des singularités quelconques, la 
transformer en une autre courbe n'ayant que des points multiples à 
tangentes séparées. C'était là, en même temps, résoudre un problème 
indispensable pour la théorie des fonctions abéliennes et compléter 
l’étude des points singuliers qui se trouvaient ainsi résolus en singu- 
larités ordinaires. Ce problème, sans doute, comporte une infinité 
de solutions. Mais on peut en distinguer quelques-unes qui sont 
particulièrement remarquables par leur élégance, leur simplicité, 
leur caractère géométrique. 

elles sont celles qu'a découvertes Halphen ; il montre en premier 
lieu qu’une courbe plane quelconque peut être considérée comme la 
perspective d’une courbe gauche admettant un point singulier unique 
à tangentes séparées. 

Une autre solution, plus intéressante encore, consiste à appliquer 
à une courbe donnée un nombre quelconque de fois une même 
transformation. Si cette transformation est convenablement choisie, 
on voit les singularités se simplifier à chacune des opérations succes- 
sives, jusqu’à ce qu’il ne reste plus que des singularités ordinaires. 

On peut, par exemple, envisager les développées successives de la 


courbe. 
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L'étude de cette transformation a conduit Halphen à un théorème 
aussi remarquable que caché : à partir d’un certain rang, les degrés 
et les classes des développées successives d’une courbe algébrique 


forment deux progressions arithmétiques de même raison. 


VI. 


Le chef-d'œuvre d'Halphen est, aux yeux de beaucoup de géomè- 
tres, son Mémoire sur les courbes gauches algébriques, couronné 
en 1881, par l’Académie de Berlin. Cette théorie contraste d’une 
étonnante facon avec celle des courbes planes algébriques. Pour ces 
dernières, un seul nombre, le degré, suffit pour une classification 
complète. Si l’on suppose qu'il n'y a pas de point singulier, ce 
nombre nous fait connaître toutes les particularités de la courbe 
étudiée ; on peut en déduire, par des formules simples, la classe et 
le genre, et, s’il existe des singularités, on sait comment chacune 
d'elles modifie ces formules. 

Les courbes gauches algébriques ne jouissent pas des mêmes 
propriétés ; 1] ne suffit pas, pour les définir, de se donner un 
nombre unique ; on ne peut pas non plus faire jouer à un système 
d’entiers le même rôle qu'au degré dans les courbes planes. Il ne 
peut être question d'écrire l’équation générale des courbes gauches 
du nième degré ; cette expression n’a même aucun sens. 

La théorie des courbes planes ressemble, si l’on veut me per- 
mettre cette comparaison, à ces cités modernes où les rues se coupent 
à angles droits et où le voyageur trouve tout de suite son chemin ; 
l’autre théorie fait penser aux villes anciennes dont le plan est 
dépourvu de symétrie, et dont les voies se croisent de la facon la 
plus capricieuse. 

Pour se reconnaître dans un pareil dédale, le tact n'était pas 
moins nécessaire que la pénétration. Nous ne devons pas nous 


étonner dès lors qu'Halphen ÿ ait s1 bien réussi. 
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Le genre n'est plus ici lié au degré par une relation algébrique, 
mais 11 satisfait à certaines inégalités, les unes presque évidentes, les 
autres très cachées et qu'une sagacité supérieure pouvait seule 
découvrir. Il en est de même de plusieurs autres nombres impor- 
tants, par exemple du degré de la surface d’ordre minimum qui 
passe par la courbe. 

Ces généralités remplissent les premiers Chapitres; les derniers 
sont consacrés à l’étude de diverses courbes particulières, par 
exemple de celles qui sont tracées sur les quadriques. 

Le problème était donc résolu ; mais, comme la solution n'était 
susceptible d’aucune expression analytique, elle aurait pu échapper 
au lecteur superficiel. [l fallait d’ailleurs éprouver la méthode, ce 
qu'Halphen n’a jamais manqué de faire. C'est pour cette raison 
qu’il termine son Mémoire par la classification complète des courbes 
des vingt premiers degrés et des courbes de degré 120. 

(Quelques-unes des circonstances que les travaux d’Halphen ont 
mises en lumière sont bien curieuses et inattendues. Il n’existe pas 
toujours des courbes gauches sans point singulier de degré d et de 
genre g. Si le degré d est donné, le genre > reste compris entre cer- 
taines limites. Il fallait d’abord déterminer le maximum et le 
minimum de g, et ce n’était pas chose aisée. Mais un fait que rien ne 
permettait de prévoir et qui ne se présente que pour les courbes de 
degré élevé, c’est que le nombre g ne peut pas prendre toutes les 
valeurs comprises entre ce maximum et ce minimum ; la série des 
genres présente des lacunes qui semblent d’abord distribuées sans 


aucune loi. 
VII. 


Tels sont les services qu'a rendus Halphen à la Géométrie des 
courbes et des surfaces algébriques. Pour en apprécier l’importance, 
il convient de considérer dans leur ensemble tous ces travaux géo- 


métriques. Ils sont, en effet, étroitement liés les uns aux autres, 
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malgré l’apparence contraire, et ils ont été inspirés par une pensée 
unique, ainsi que le comprendra aisément tout lecteur un peu 
attentif. 

Tous se rattachent à la « Géométrie énumérative », à cette branche 
de la Science dont l'intérêt est considérable, qui doit ses premiers 
progrès à Chasles et qui a été cultivée après lui par les savants de 
tous les pays. Cette Géométrie a pour but de déterminer le nombre 
des points, des droites, des courbes ou des surfaces qui satisfont à 
certaines conditions données. 

Une figure quelconque d’espèce donnée est toujours définie par un 
certain nombre de paramètres, et les conditions qu'on lui impose 


’ 


sébriques entre ces 


peuvent toujours se traduire par des relations alg 


paramètres. Tous ces problèmes se ramènent donc à la détermination 
du nombre des solutions communes à plusieurs équations algébri- 
ques. Ce nombre est égal au produit des degrés de ces équations; 
telle est la règle simple, et, si je puis m’exprimer ainsi, la règle 
brute qui semble répondre à toutes ces questions. 

Si l’on s’en contentait, la Géométrie énumérative tiendrait en 
quelques lignes, mais elle perdrait en même temps son intérêt. Le 
plus souvent, toutes les solutions communes à un système d’équa- 
tions ne conviennent pas au problème proposé : quelques-unes 
d’entre elles doivent être rejetées pour des raisons diverses. 

Nous avons vu, par exemple, à propos de la théorie des caractéris- 
tiques, qu'on est conduit, dans certains cas, à laisser de côté certaines 
coniques dégénérescentes qu’on croirait d’abord devoir accepter 
comme solutions du problème. 

Une courbe gauche est définie par deux équations qu'on peut 
choisir de diverses manières, et ces deux équations représentent deux 
surfaces ; dans le Mémoire d’Halphen, les deux surfaces sont un 
cône et un monoïde, qui admettent comme intersection, non seule- 
ment la courbe gauche envisagée, mais encore plusieurs droites. 


Dans toutes les questions relatives aux courbes gauches, les solutions 
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apparentes dues à la présence de ces droites doivent évidemment 
être rejetées. 

Ce qu'il y a à faire, et ce qui exige autant de discernement et de 
sagacité que de dextérité analytique, c'est donc de distinguer les 
diverses espèces de solutions. de les énumérer séparément et surtout 
de reconnaitre celles qui doivent être conservées. 

Tout cela, dira-t-on, est une affaire de convention. Encore faut-il 
énoncer clairement cette convention, et l’analyse que j'ai donnée 
plus haut des travaux d'Halphen nous a montré que ce n’était pas 
toujours chose aisée. | 

On ne l’a malheureusement pas toujours fait; une convention 
semblait naturelle, parce que l’on considérait les choses d’un certain 
biais ; on l’admettait sans l’énoncer explicitement. D’autres cher- 
cheurs se placaient ensuite à un point de vue différent et oubliaient 
cette convention tacite ; de là des contradictions tantôt apparentes, 
tantôt réelles. 

En général, disait-on volontiers, 1l arrive ceci ou cela ; on oubliait 
que, sans une convention spéciale, le mot en général n’a aucun sens. 

On a même quelquefois admis sans preuve suffisante que deux ou 
plusieurs équations étaient distinctes, simplement parce qu'on 
n'avait aucune raison de croire le contraire. 

La Science glissait sur une pente dangereuse ; la Géométrie énu- 
mérative devait payer ses succès faciles du début par d’éclatantes 
déconvenues; c’est là ce qui explique que, dans la théorie des carac- 
téristiques, la même erreur ait été commise par Clebsch et Halphen, 
ainsi que je l’ai raconté plus haut. Encore ai-je oublié de citer deux 
autres savants qui, quelques années après, ont cru de leur côté 
démontrer le théorème inexact de Chasles. 

Il appartenait à Halphen de rendre à cette branche de la Science 
la rigueur absolue sans laquelle les Mathématiques ne sont rien. 
Désormais les savants qui sauront comprendre les lecons d’un tel 
maitre ne seront plus exposés à de semblables méprises. 
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Ce n’est pas tout. Dans ces sortes de questions, une formule géné- 
rale comporte toujours des cas d'exception. On s’en consolait autre- 
fois en les laissant de côté. Mais Halphen ne se contentait pas à si 
bon marché; il ne regardait pas un problème comme résolu tant que 
quelques cas particuliers restaient sans solution. 

La difficulté le plus souvent ne fait ainsi que reculer ; quand on 
est venu à bout d’un cas d'exception, on trouve qu’il y a des cas plus 
exceptionnels encore qui échappent à la nouvelle formule, I semble 
que la solution se retire à mesure que le chercheur croit avancer et 
qu'elle finira par lasser sa patience, 

Halphen a eu souvent la persévérance et le bonheur de la pour- 
suivre dans ses derniers retranchements et de Fly forcer. On doit lui 
savoir gré d’avoir su fréquemment conserver à la solution, bien que 
le problème, à cause de ces exceptions innombrables, parût s’y mal 
prêter, ce caractère de généralité sans lequel il n’y a pas d'élégance. 

Parmi les problèmes de la Géométrie énumérative, 1 n’en est pas 
de plus compliqué que celui qui consiste à déterminer en combien 
de points une courbe algébrique de degré donné, ou une surface 
algébrique, satisfait à une équation différentielle donnée, ou à une 
équation donnée aux dérivées partielles. Les travaux d’'Halphen sur 
ce sujet sont dignes d'attirer l'attention, non seulement à cause de 
Pimportance et de la difficulté de la question résolue, mais surtout 
parce qu'il a été ainsi conduit à la découverte des invariants diffé- 
“rentiels qui devaient l’entrainer dans un domaine si différent et lui 


fournir tant d'occasions de servir la Science, 


VIT. 


Le procédé de la Science mathématique est toujours le même. 
Elle doit étudier des transformations de diverses natures, et, pour 
cela, elle doit rechercher ce qui demeure constant et inaltéré dans 


ces transformations, Partout elle a pour but l'étude des groupes el 
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pour moyen la recherche des invariants. Cela n'apparait pas dans 
tous les cas avec la méme évidence, bien que cela soit toujours vrai. 
Si Von voit du premier coup que la Géométrie projective n’est autre 
chose que la théorie des substitutions linéaires. on n'’apercoit pas 
_ aussi vite que la Géométrie élémentaire se ramène 2 celle des subs- 
titutions orthozonales. 
—. Envisageons une courbe donnée, un point de cette courbe, les 
. coordonnées de ce point et les dérivées des divers ordres de ces coor- 
données. Il peut arriver qu'un certain zroupe de transformations 
n'altère pas certaines fonctions de ces dérivées. Ces fonctions sont 
alors des invariants par rapport à ce groupe. 
Considérons, par exemple, le groupe des changements orthogo- 
« naux de coordonnées ; on a eu depuis longtemps l'idée, sans cepen- 


















dant prononcer le mot, d'étudier les invariants relatifs à ce groupe. 
… C'est R le but de la Géométrie infiniésimale ordinaire et de la 
_ théorie de La courbure. 
+... Halphen à étudié le groupe des substitutions linéaires, c'est-à-dire 
des changements projecufs des coordonnées; certaines fonctions de 
_ leurs dérivées ne sont pas altérées par ces subsututions ; Halphen leur 
» donne le nom d'invariants di fférentiels : dans un Mémoire très 
important. 1l en fait la théorie complète et parvient à déterminer les 
plus simples et les plus remarquables d’entre eux. On peut dire que 
À la théorie des invariants diféreatiels est à la théorie de la courbure 
\ ce que la Géométnie projective est à à Géométrie élémentaire. 

«….. Mais cette théorie allait recevoir une application bien inattendue. 
Peu de temps après, en eflet, Laguerre introduisit l'importante 
notion des imvarnanis des équations différentielles linéaires et cons- 
… isit quelques-uns de ces invariants. Il ne remarqua pas leur ana- 
1 rie avec les invarnants différenuels d'Halphen. 

… Halphen, pour qui cette étude était toute récente, l'aperçut immé- 


… Si l'on considère une équation linéaire du R°** ordre définissant y 
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en fonction de x; si l’on regarde les valeurs de 7 intégrales 
pour une valeur donnée de la variable x comme les coordonnées 
homogènes d’un point dans l’espace à 7 — 1 dimensions, ce point 
décrira une courbe quand on fera varier æ. Cette courbe ne changera 
pas quand on multipliera y par une fonction quelconque de x ou 
quand on changera de variable indépendante. Quand on remplacera 
les nr intégrales considérées par z autres intégrales particulières 
quelconques, la courbe subira une transformation projective et ses 
invariants différentiels ne seront pas altérés. Il y a donc identité 
entre les invariants d'Halphen et ceux de Laguerre. 

Cette seule remarque, jointe à ses travaux antérieurs, mettait 
Halphen en possession d’une théorie complète des invariants de 
Laguerre. Il ne l'avait pas encore publiée quand l’Académie des 
Sciences mit au concours le problème de l’intégration des équations 
linéaires. Halphen ‘disposait pour cette étude d’un instrument puis- 
sant et précieux. 

Les formes intégrables connues à cette époque étaient les équations 
à coefficients constants, quelques cas particuliers de l’équation de 
Gauss, certaines équations du second ordre à quatre points singu- 
liers, et les équations à coefficients doublement périodiques de 
M. Picard. 

Il était évident que beaucoup d’autres équations pouvaient être 
ramenées à ces formes intégrables ; mais 1l n’était pas facile de recon- 
naître sur une équation donnée s1 cette réduction était possible et 
surtout de l’effectuer complètement. Il est aisé de voir que ce pro- 
blème ne diffère pas en réalité de la recherche des invariants. Dans 
l'étude d’un groupe, on cherche toujours à réduire l’objet auquel 
s'appliquent les transformations de ce groupe à son expression la 
plus simple ; si cet objet est une équation, par exemple, il est clair 
que les coefficients de l’équation réduite seront des invariants. 

Le succès d'Halphen, armé comme il l'était, n’était donc pas dou- 


teux, mais 1l aurait pu être moins complet. Nous avons vu avec 
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quelle ingéniosité 1l savait triompher des difficultés de détail que 
beaucoup d’autres négligent, peut-être moins par dédain que par 
impuissance. Nous savons aussi qu'il ne s’arrêtait jamais sans avoir 
achevé son œuvre ; aussi celle qu’il présentait au jugement de l’Aca- 
démie et qui lui valut le Grand Prix des Sciences mathématiques, 
était-elle de tous points parfaite et digne de la haute récompense 
qu'elle a obtenue. 

L'apphcation de la théorie des invariants différentiels à l’intégra- 
tion des équations linéaires nous réservait encore d’autres surprises. 
En égalant à zéro quelques-uns de ces invariants, dont la significa- 
tion était bien connue, Halphen forma un grand nombre d'équations 
linéaires qui devenaient ainsi immédiatement intégrables, et dont le 
caractère aurait certainement échappé au chercheur s’il les avait 
abordées par une autre voie. 

Certaines équations linéaires jouissent de cette propriété remar- 
quable qu’il existe des relations algébriques non linéaires entre plu- 
sieurs solutions et leurs dérivées ; rechercher ces équations et les 
intégrer ensuite lorsque cela est possible, c'était un problème où les 
invariants différentiels fournissaient des ressources précieuses, et qui 
par là devait tenter Halphen. Le succès ne pouvait lui échapper et 
ne lui échappa pas, en effet. 

Je ne puis quitter les équations différentielles sans mentionner 
celles qui se rattachent aux fonctions elliptiques, à la transformation, 
à la division de l'argument. Les travaux d’'Halphen les ont rendues 
célèbres ; mais j'aurai l'occasion de revenir sur ce sujet à propos du 
grand 7raité des fonctions elliptiques. 

Halphen a rendu à l'Analyse un autre service signalé. Au commen- 
cement du siècle, on avait conservé la fâcheuse habitude de se servir 
des développements sans se préoccuper de leur convergence. Abel, 
qui à pourtant l’un des premiers protesté contre ce détestable usage, 
ne s’en est pas toujours abstenu ; dans un ouvrage de jeunesse, qu’à 


vrai dire il n’a pas voulu publier, Halphen a appliqué la série dite 
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d’Abel dans des cas où elle est certainement divergente. Avertis par 
tant d’insuccès, les mathématiciens ont renoncé depuis longtemps à 
cette trompeuse pratique. Il en résulte que bien des développements 
qui pourraient encore être utiles, si on les employait à propos, sont : 
tombés en désuétude. IT faut donc que les analystes les reprennent 
aujourd'hui pour reconnaître dans quelles conditions leur emploi 
peut être légitime. C’est ce qu'a fait Halphen pour la série d’Abel et 
pour quelques autres suites analogues. « Ce n’était là qu’un fragment 
détaché d’un travail fort long, dit l’auteur dans sa Notice, et que je 
n'ai pas encore achevé. » 

Il ne devait jamais l’être ; le savant géomètre en fut détourné 
d’abord par la rédaction de son Traité des fonctions elliptiques, et 
la mort ne lui permit pas d’y revenir. 

Halphen s’est peu occupé de recherches arithmétiques pour les- 
quelles cependant il semblait né. Les travaux qu'il a publiés dans 
cette direction feraient regretter qu’il n’y ait pas consacré plus de 
temps, si nous ne savions d’autre part comment son temps a été 
employé. Je citerai seulement un Mémoire intitulé : Sur diverses 
formules récurrentes concernant les diviseurs des nombres entiers, 
où 1l retrouve, par une voie tout arithmétique, des résultats obtenus 
par la théorie des fonctions elliptiques, et surtout une Note Sur 


l’approximation des sommes des fonctions numériques. 


IX. 


Les dernières années d’Halphen ont été consacrées à une œuvre de 
fort longue haleine que la mort ne lui a malheureusement pas laissé 
achever : je veux parler de son Traité des fonctions elliptiques et 
de leurs applications. Le but de ce grand Ouvrage est nettement: 
défini dans la Préface; les fonctions elliptiques n’ont pendant long- 
temps intéressé que les mathématiciens purs : les physiciens, les 


astronomes ne s’en servaient pas. Cela devait être : il faut d’abord 
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qu'une théorie soit à peu près complètement achevée avant qu'elle 
puisse recevoir des applications, et toutes les parties de la Science 
doivent rester, pendant une première période, la propriété exclusive 
des théoriciens. 

En ce qui concerne les fonctions elliptiques, cette première 
période a été longue et les savants qui, sans être analystes, ont besoin 
des sciences exactes, ont conservé longtemps pour ces transcen- 
dantes une crainte respectueuse. 

Cela tient moins à la difficulté même de cette théorie qu'aux nota- 
tions aussi compliquées que peu uniformes dont les géomètres 
l’avaient surchargée, et à ces innombrables formules rébarbatives 
que la mémoire refusait de retenir. Un traité d'ensemble où les nota- 
tions, simplifiées autant que possible, seraient ramenées à Funité, 
était devenu nécessaire ; le traité de Briot et Bouquet, déjà ancien, 
ne pouvait plus suffire ; 1l avait d’ailleurs été écrit plutôt pour les 
théoriciens que pour les hommes curieux des applications. 

Tel est le caractère qu'Halphen a voulu donner à son livre et qui 
en fait l’originalité et l’intérêt. 

Les notations employées sont celles de Weierstrass; grâce à 
influence de cet illustre géomètre, les fonctions 0, sx, cn, dn, qui 
ont longtemps régné seules, sont aujourd’hui détrônées, au moins en 
Allemagne, par les fonctions p(u) et &(u). 

Le Livre d’'Halphen est le premier grand Ouvrage français où l’on 
ait attribué à ces transcendantes un rôle prépondérant. L'avantage 
des notations nouvelles, au point de vue des applications, est évi- 
dent. La fonction pu), qui n’a qu'un seul infini double, est la 
plus simple des transcendantes doublement périodiques ; elle est du 
second ordre, tandis que les fonctions de Jacobi étaient du quatrième 
ordre. La fonction & est symétrique par rapport aux deux périodes ; 
avec la fonction 6, l’une de ces deux périodes jouissait, pour ainsi 
dire, d’une sorte de privilège qui pouvait sembler arbitraire. C'est 


surtout l’ancien module Æ qui me semble avantageusement remplacé 
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par les invariants 9, et #3. Il encombrait toute la théorie de la trans- 
formation, en compliquait les formules, en masquait la simplicité. 

Ce sont là des avantages théoriques, mais la supériorité pratique 
des notations nouvelles en découle directement. Quand on voulait 
appliquer les anciennes formules à une question quelconque de 
Mécanique ou de Physique, il fallait distinguer trois cas, suivant 
que le polynome fondamental du quatrième degré avait 0, 2 ou 4 
racines réelles. Chacun d’eux exigeait une théorie spéciale. Aujour- 
d'hui, une seule théorie suffit pour les trois cas ; sans doute, la dis- 
cussion finale n’est pas évitée et elle ne peut pas l'être, mais elle est 
rejetée à la fin du calcul. 

Je vois sans regret les fonctions sn, cn et dn reléguées au second 
plan ; mais qu'il me soit permis de plaider un peu en faveur de la 
fonction 6 ; la série si simple qui la représente met presque immé- 
diatement en évidence ses propriétés essentielles, et cet avantage me 
semble compenser bien des inconvénients ; je crois donc qu’elle ne 
tardera pas, après une disgräce passagère, à reprendre son rang à 
côté de la fonction 5. 

Le premier Volume est consacré tour entier à la théorie ; dans les 
treize premiers Chapitres, elle est exposée complètement et sans 
faire appel à la théorie générale des fonctions ; dans le quatorzième, 
l’auteur retrouve les mêmes résultats en s'appuyant sur les principes 
de l'Analyse moderne. A-t-1l voulu par là montrer, par un exemple 
éclatant, la puissance de cette analyse qui conduit, en si peu de 
pages, à un but que l’on ne pouvait atteindre sans elle qu’à l’aide de 
tant de génie et au prix de tant d'efforts? Non, son but est tout diffé- 
rent et 11 l'explique lui-même dans sa Préface ; ses premiers Cha- 
pitres n'ont pas été écrits pour les géomètres de profession ; sans 
doute, ils trouveront beaucoup à y apprendre et ils se réjouiront d’y 
rencontrer le spectacle de nombreuses difficultés vaincues et d’une 
sorte de gageure gagnée. Mais cette première partie de ce grand 


Ouvrage est avant tout destinée aux savants qui veulent devenir 
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capables d'appliquer ces transcendantes à la Mécanique et à la Phy- 
sique, et qui ne sont pas au Courant des travaux de Cauchy. Ils 
pourront y étudier la théorie des fonctions elliptiques, réduite à une 
sorte de Trigonométrie, un peu plus compliquée que celle qu'on 
enseigne aux élèves d'élémentaires, et n'auront besoin que de con- 
naître la définition des intégrales réelles. 

Halphen a-t-1l réussi à rendre cette doctrine abordable à des 
mathématiciens aussi peu avancés? Je crois que oui, mais ce n’est 
pas à nous d’en juger. 

Les divers développements en séries ou en produits tiennent une 
grande place dans ce premier Volume ; aucun, sans doute, n’est 
nouveau, mais 1ls sont tous reliés les uns aux autres d’une facon 
simple et exposés par des procédés élégants et ingénieux. 

Je citerai surtout, page 405, la manière d'obtenir le développe- 
ment de © en produit en partant du développement en série ; elle 
est plus directe et moins artificielle que celle que nous devons à 
Jacobi. 

Le second Volume a pour objet les principales applications des 
fonctions elliptiques. 

L'auteur commence par les applications mécaniques, et 1l traite 
successivement de la rotation d’un corps solide soustrait à l’action de 
toute force et tournant autour d’un point fixe, de celle d'un corps 
grave de révolution suspendu par un point de son axe, du mouve- 
ment d’un corps solide dans un liquide parfait indéfini en l’absence 
de force accélératrice, de la courbe élastique, de l'attraction de 
l’anneau elliptique de Gauss. 

Viennent ensuite les applications géométriques aux lignes géodé- 
siques des ellipsoïdes de révolution, auxquelles se rattachent divers 
problèmes pratiques de Géodésie, aux polygones de Poncelet, ins- 
crits à une conique et circonscrits à une autre conique, aux Cubiques 
planes et enfin aux biquadratiques gauches. 


Puis les applications au Calcul intégral, la quadrature des inté- 
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grales pseudo-elliptiques, l'intégration de l’équation d'Euler, l'étude 
approfondie de l’équation de lamé, si intimement hée à tant de 
problèmes importants de Physique et d’Astronomie, et enfin l’inté- 
gration de plusieurs classes étendues d'équations différentielles 
linéaires. 

Qu'on me pardonne cette longue énumération ; j'ai voulu faire 
voir à quelle variété de sujets s'appliquent ces transcendantes remar- 
quables et montrer, en même temps, qu'Halphen n’en avait négligé 
aucun. Chacun de ces Chapitres peut être regardé comme un véritable 
Mémoire original. Tantôt l’auteur a tout à créer, tantôt 1l renouvelle 
la question par un mode nouveau d'exposition. 

Quelques-uns de ces problèmes, en effet, étaient résolus, mais 
avec les anciennes notations et les anciennes méthodes, qui entrai- 
nent les inconvénients dont j'ai parlé plus haut. Dans le livre que 
nous analysons, ces inconvénients sont évités et 1l en résulte, dans 
les démonstrations, de grandes simplifications. La fatigue du lecteur 
est allégée par l'emploi d’une notation uniforme et rationnelle. 

Le Chapitre XIV me paraît surtout digne de retenir l'attention. 
C'est là un de ces Ouvrages accomplis qui satisfont pleinement 
l'esprit ét auxquels Halphen nous avait accoutumés. La question est 
des plus ardues, il s’agit de développer en fraction continue la racine 
carrée d’un polynome du quatrième degré. Ge problème se rattache, 
Jacobi l'avait remarqué, à la multiplication de l’argument, mais on 
n'obtient ainsi que les réduites successives ; on ne sait rien sur la con- 
vergence. Les formules de Jacob1 sont données sans démonstration ; 
Halphen les a démontrées et considérablement simplifiées. Je louerais 
l'élégance de son exposition, si la lecture des Chapitres précédents 
ne nous avait trop habitués à cette qualité pour qu’elle puisse encore 
nous surprendre. J'aime mieux m'’étendre sur la manière dont la 
question de la convergence est traitée. La théorie des fractions con- 
tinues algébriques est une sorte de terra incognita où Laguerre seul 


avait pénétré ; Halphen y est entré à son tour, et si la carte en est 
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encore presque blanche, elle est traversée aujourd’hui par une sorte 
d'itinéraire semblable à ceux que de hardis pionniers ont tracés à 
travers les solitudes inconnues de l’Australie. 

J'ajouterai que la théorie de ces développements en fractions con- 
tinues est rattachée par l’auteur à celle des covariants et à celle des 
intégrales pseudo-elliptiques. 

Le troisième Volume n’a pas paru ; on pourrait presque dire qu’il 
n’en paraîtra rien. [1 devait contenir la théorie de la transformation 
et les applications à l’Arithmétique. Quelques Chapitres sur la trans- 
formation ont été rédigés entièrement et ne tarderont sans doute pas 
à être imprimés ; mais les résultats déjà acquis par Halphen et qui 
n’attendaient que leur forme définitive étaient bien autrement consi- 
dérables. 

L'étude de la multiplication complexe l’avait longtemps occupé et 
vivement passionné. La théorie, dont on se contente encore, lui 
semblait à certains égards un peu incomplète et barbare ; les équa- 
tions algébriques, auxquelles on est conduit, contiennent des facteurs 
parasites qui sont uniquement dus au mode de calcul employé, et 
qu'Halphen parvenait à faire disparaître dès le début du calcul. La 
résolution effective de ces équations par radicaux avait été égale- 
ment l’objet de ses efforts, et 1l l’avait obtenue dans le cas de nombres 
premiers déjà relativement grands, tels que 17 et 23. Toutes ces 
richesses sont perdues, et ses notes mêmes n’en contiennent aucune 


” trace. Perte irréparable jusqu'à ce qu'il naisse un autre Halphen. 
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NOTICE 
RÉDIGÉE PAR G.-H. HALPHEN 


SUR SES 


TRAVAUX MATHÉMATIQUES. 


A L'OCCASION 
DE SA CANDIDATURE A L’ACADÉMIE DES SCIENCES. 


(Paris, Gauthier-Villars; 1885.) 


SOMMAIRE : Géométrie des complexes et des congruences de droites. — Théorie des 
caractéristiques pour les coniques. — Théorie générale des courbes algébriques. 
— Classification des courbes gauches algébriques. — Équations différentielles et 
invariants. — Fonctions elliptiques. — Théorie des nombres. — Théorie des séries. 
— Sujets divers. 


En 1861, un Mémoire de M. de Jonquières (!) marqua l'apparition 
d’une Géométrie nouvelle, développée bientôt avec éclat par 
M. Chasles. 

Dans cette Géométrie, ou plutôt cette théorie géométrique de 
l’éhmination, on se propose de dénombrer les figures, d’une espèce 
déterminée, qui satisfont à plusieurs conditions distinctes. C’est un 
vaste problème, auquel j'ai travaillé longtemps. 

Je l’essayai d’abord pour les figures les plus simples. Il était résolu 





(!) Théorèmes généraux concernant les courbes géométriques planes d’un ordre 
quelconque (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. VI, 


D: 119 ). 
H. 
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déjà pour la figure composée d’un simple point, ou d’un plan, ou 
d'une droite dans un plan; je l’envisageai pour la ligne droite dans 
l’espace. 


GÉOMÉTRIE DES COMPLEXES ET DES CONGRUENCES DE DROITES. 


Ce problème me plaçait ainsi dans le domaine de la Géométrie 
de Plücker : la ligne droite y est prise pour élément de l’espace, 
comme le point dans la Géométrie analytique ancienne, le point ou 
le plan dans la moderne. De même que la Géométrie du point envi- 
sage des courbes et des surfaces, lieux de points, de même la Géomé- 
trie de la ligne droite considère des surfaces réglées, des congruences 
et des complexes, lieux de droites satisfaisant à des conditions com- 
munes. 

Il y avait là deux problèmes à résoudre : trouver le nombre des 
droites appartenant, à la fois, à une surface réglée et à un complexe; 
ou bien, appartenant à deux congruences. La solution du premier 
pouvait s'offrir d'elle-même, grâce à la représentation analytique des 
complexes, trouvée par Plücker; celle du second était plus cachée. 
La voici, telle que je la donnait en 1860 (‘) : Le nombre des 
droites communes à deux congruences est égal au produit 
des ordres de ces congruences, augmenté du produit de leurs 
classes. (L'ordre et la classe sont respectivement le nombre des 
droites d’une congruence, qui passent en un même point, ou sont 
dans un même plan.) Cette proposition, sur laquelle je dus revenir 
deux ans plus tard (?), a encore été démontrée depuis par M. Zeu- 
then (*) et par M. Schubert (). 

Un petit Mémoire de 1873 (5) montre des applications, dont 
celle-ci : nombre des tétraèdres déterminés par la condition que 
chacune des six arêtes satisfasse à deux conditions données. 


(1) Sur le nombre des droites qui satisfont à des conditions données (C. R. 
Acad. Sc., t. LXVIII, 1869, p. 142). 
(2?) Sur les droites qui satisfont à des conditions données (C. R. Acad. Sc., 


t. LXXIII, 1891, p. 1441); Sur les droites qui satisfont à des conditions données 
(CC: R,TACAL SC EME LXATV, 1979 /1p 1LIE 


(*) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. LXXVIII, 1874, 
p. 1996. 


(*) Mathematische Annalen, t. X, 1856, p. 06. 


(°) Applications nouvelles d’un théorème sur les congruences de droites ( Bull. 
DOC. NAtRMET- A 2890 D: 200)? 


NOTICE SUR SES TRAVAUX MATHÉMATIQUES. 3 


THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES POUR LES CONIQUES. 


C: l . . , , ® 
est pour les sections coniques, en Géométrie plane, que les cir- 


constances donnaient le plus d’attrait au grand problème de l’élimi- 
nation. Îl offre deux cas différents; l’un d’eux, grâce à M. Chasles, 
aturait surtout l'attention. Voici un résumé emprunté à cet illustre 
géomètre (!) : 


» 


« Un système de coniques assujetties à quatre conditions est défini 
par deux éléments, qui sont, l’un, le nombre des coniques du système 
qui passent par un point donné quelconque, et l’autre, le nombre 
des coniques qui touchent une droite..... Ces deux nombres sont 
appelés les caractéristiques du système, et sont désignés par les 
lettres um, y; et l’on dit le système (1,y)..... Les deux caractéris- 
tiques x, y suffisent pour faire connaître toutes Les propriétés du 
système, c'est-à-dire que chacune de ces propriétés s'exprime par 
une fonction des deux nombres 4, y; cette fonction est toujours 
un binome, tel que (au + fiv), où l’un des coefficients +, 8 peut 
être nul. 

» Ainsi l’on trouve que : le lieu des sommets des coniques d’un 
système (u., y) est une courbe de l’ordre (au + 3%). 

» Le lieu des foyers des coniques est une courbe d’ordre 3. 


» Le nombre des coniques qui touchent une courbe de l’ordre m 
et de la classe n est (nu + my), etc. 


» Puisque les propriétés du système (u, y) s'expriment toujours 
par un binome (au + Gv), on en conclut cette conséquence très 
remarquable que deux propriétés d’un système suffisent pour 
déterminer les deux caractéristiques et, par suite, toutes les 
autres propriétés du système. En d’autres termes : Un système 
est défint par deux de ses propriétés. » 

Dans le passage que je viens de citer, M. Chasles rapporte six 


exemples, dont je n'ai transcrit ici que trois. Ses Communications 


de 1864, à l’Académie, en contenaient beaucoup plus. C’est ainsi, 


par des.-exemples nombreux et divers, qu'il avait cherché à faire 


apparaitre une loi commune : partout il trouvait que le nombr'e des 


(:) Rapport sur les progrès de la Géométrie, par M. Chasles, 1830, p. 297-260. 


Les mots qui sont ici en italique sont tels dans l'original. 
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coniques d’un système (u,%), qui satisfont à une nouvelle condi- 
lion, est (au + fiv), les nombres à et $ variant avec la condition, 
sans dépendre du système (u,%). 

Démontrer un tel théorème, ce fut, dès 1869, le but de mes 
efforts (!). L’extrême bienveillance dont M. Chasles avait l’habitude 
me permit de lui soumettre parfois mes tentatives, et je dois dire 
qu'il se montrait sceptique à l’endroit de leur succès. Mais enfin, 
en 1873, le but, je le croyais du moins, était atteint, et M. Chasles 
présentait à l’Académie des Sciences un résumé de mon travail (?), 
dont la publication complète se fit successivement dans le Bulletin 
de la Société mathématique, et commenca la même année (*). 

À ce moment parut le sixième volume des Hathematische Annalen. 
Le célèbre géomètre Clebsch venait de mourir, léguant à ce volume, 
comme une sorte de testament, un Mémoire qui me ravissait l’hon- 
neur de la priorité (*). Il me restait cependant la satisfaction d’avoir 
traité des problèmes bien plus généraux, se rapportant non seulement 
aux coniques dans le plan et dans l’espace, mais encore aux surfaces 
du second degré. Enfin je demeurais l'inventeur de certains produits 
symboliques (5), grâce auxquels tous les résultats de cette théorie 
acquéraient une admirable simplicité. 

Une troisième démonstration suivit bientôt, due, celle-là, à M. Lin- 
demann (°}), qui débutait alors en publiant les Lecons de Clebsch et 
s’est 1llustré depuis, dans la voie ouverte par M. Hermite, en démon- 
trant l’impossibilité de la quadrature du cercle. Un savant danois, 
M. Zeuthen, auteur de recherches importantes sur les caractéris- 
iques, comme aussi sur beaucoup d’autres parties de la Géométrie, 
en rendit compte : « Le théorème de M. Chasles, dit-il (7), a été 


(1) J’en fus détourné quelque temps par un autre travail, le Memoire sur la clas- 
sification des courbes gauches (C. R. Acad. Sc., t. LXX, 1870, p. 380), puis par les 
événements des années suivantes. 

(?) Sur les caractéristiques dans la theorie des coniques sur le plan et dans 
l’espace, et des sur faces du second ordre (C.R. Acad. Sc., t. LXX VI, 1873, p: 1074). 

(*) Mémoire sur la détermination des coniques et des sur faces du second ordre, 
en trois parties ( Bull. Soc. math. Fr., t. 1, 1875, p. 130 et 226; t..IH, 1899; pen) 

(“) Zur Theorie der Charakteristiken, von A. Clebsch, in Güttingen (Math. 
Ann.,t. VI, 1855, p. 1.) Ce Mémoire est daté du 31 mai 1872. 

(°) Ces produits symboliques ont été largement mis à profit par M. Schubert dans 
son Ouvrage intitulé : Xalkül der Abzühlenden Geometrie. 

(S) Vorlesungen über Geometrie von Alfred Clebsch, p.397 et suiv.; Leipzig, 1896. 

(') Bulletin des Sciences mathematiques et astronomiques, t. X, 1876, p. 120-122. 
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trouvé par une sorte d’induction. Le grand nombre de cas où la loi 
énoncée s'était confirmée, et Le défaut de cas qui y fussent contraires, 
ne formaient pas toutefois les seules raisons qu’on eût pour 
l’adopter..... Toutefois ces considérations étaient trop vagues pour 
constituer une démonstration formelle. Il était donc juste que les 
géomètres s’intéressassent vivement aux démonstrations ingé- 
mieuses de Clebsch et de Halphen, bien que même, en s’éloignant 
beaucoup des considérations dont nous venons de parler, elles 
devinssent longues et difficiles à suivre. M. Lindemann a réussi 
à établir une démonstration algébrique dont la simplicité cor- 
respond à celle du théorème... Il est très difficile d'affirmer qu'en 
des démonstrations de cette espèce il ne reste plus aucun point 
faible; mais, en tout cas, nous croyons que la voie choisie est 
bonne, quand même il y aurait dans le détail encore quelque pré- 
caution à avoir ou quelque expression à corriger. » 

Le concert de tant de savants distingués, Chasles, Clebsch, Zeuthen, 


Lindemann, aux noms desquels Clebsch associe encore celui de Cayley, 
ne semblait permettre aucun doute à l'égard d’un théorème, admis 
d’abord sur la foi de l'induction, puis démontré avec le plus grand 
soin. Êt cependant la démonstration de M. Clebsch, où les résultats 
se montrent nettement entachés d'erreur, celle de M. Lindemann, 
dans laquelle on pourrait voir une pétition de principes, en me révé- 


Jlant les fautes d’autrui, me firent craindre pour moi-même; soumet- 


tant ma démonstration à une critique aussi sévère, j y reconnus un 
point douteux. 


» 


» 


« Dans tout système de coniques, dit M. Chasles (1), 1l existe, en 
général, deux sortes de cas particuliers de ces courbes : elles 
peuvent être ou l’ensemble de deux droites, ou l’ensemble de deux 
points..... Un système de deux points peut d’ailleurs être consi- 
déré comme représentant une conique infiniment aplatie dontles 
deux points sont les sommets. 

» Le nombre de ces cas particuliers, nous pouvons dire de ces 
coniques exceptionnelles où quasi-coniques, se peut déterminer 
et s'exprime, de même que toutes les propriétés du système, en 
fonction des deux caractéristiques. 

» Les coniques représentées par deux droites sont en nombre 


(!) Æapport sur les progrès de la Géometrie, p. 260. 


6 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


» 2 — nu, et les coniques infiniment aplaties en nombre 2u — y... 
» Mais il se présente ici un fait bien remarquable : ces nombres 
» 2u— y, 2y—u n'expriment pas des nombres effectifs, parce que 
» chacune de ces quasi-coniques peut avoir un certain ordre de 
» multiplicité, c'est-à-dire peut compter pour plusieurs, comme st 
» plusieurs coïncidaient ensemble, ce qui alors en réduit le nombre 
» éflectif. » 

En réalité, il se trouve, dans les systèmes de coniques, des cas 
particuliers d’une troisième sorte : la conique peut dégénérer, non 
plus en deux droites et leur point d’intersection, comme dans la 
première; ni en deux points et la droite qui les joint, comme dans 
la seconde; mais en un seul point et une seule droite. Ce troisième 
mode de dégénérescence n’était peut-être pas resté ignoré; mais, 
comme il tient à la fois des deux autres, dont il est, pour ainsi dire, 
la superposition, et qu’effectivement les coniques dégénérées suivant 
ce mode figurent à la fois dans les deux nombres 2u 





y et 2Y —k,; 
on ne se croyait pas obligé d’en tenir un compte à part; on supposait 
tacitement que chacune d’elles jouait, dans toute question, le rôle 
de quelques coniques dégénérées suivant le premier mode et de 
quelques autres suivant le second mode. 

Cette hypothèse, dès que je la vis nettement, me surprit beau- 
coup : elle avait son analogue dans une autre théorie, dont j'aurai 
bientôt à parler (!); là, je Ja savais fausse. Était-elle donc exacte 
1CI ? 

Pour dissiper les doutes, il fallait, je m'en aperçus aussitôt, préciser 
une notion qui, jusque-là, était restée vague, celle de l’rndépen- 
dance entre le système de coniques, d’une part, et la condition 
supplémentaire qu'on impose, d'autre part, aux coniques de ce 
système. Souvent M. Chasles avait négligé de la mentionner; mais 
chacun la restituait sans peine (2). Dans chaque exemple, en effet, 
rien n’est plus simple; mais, dans la théorie générale, on ne voit pas 
d’abord comment préciser cette indépendance. 





(4) Fourp.t18: 

(2?) Cette omission a été la source de quelques erreurs, facilement rectifiées; on 
peut en avoir une trace dans le Zulletin de l’Académie royale de Belgique, 2° série, 
t. XLIV, p. 656; 1877. La notion de l'indépendance ne paraît avoir été comprise mi 
par Clebsch, ni par Lindemann. M. Chasles l’avait mentionnée, dans les termes les 
plus formels; en 1801100 /R Acad Sc L'AX Pr 000). 
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J’emprunte à l’un de mes Mémoires (!) la solution de cette diffi- 
culté : 

« Disons tout d’abord que la question est portée sur le terrain de 
» la Géométrie projective; par suite, toute condition imposée à une 
» conique devra être mise sous forme projective. , . . . . . . . 

» Une condition quelconque imposée à une figure peut être 
» traduite, sous forme projective, par une relation numérique 
» entre les coordonnées de cette figure et celles de quatre points. 

» Soit D une condition projective donnée entre une conique 
» el quatre points t, U, 0, W; 

» Soit, d'autre part, S un système de coniques donné; 

» On envisage les coniques du système S qui satisfont à la 
» condition ®, et l’on demande de discuter le problème de la 
» recherche de ces coniques, en examinant : 

» 19 S'il y a des solutions indépendantes des points t, u, v, w, 
» et quelles sont ces solutions ; 

» 2° Quelest le nombre des solutions distinctes qui dépendent 
» de ces points, lorsqu'ils restent indéterminés. 

» La discussion complète exigerait, en troisième lieu, l'examen 
» des diverses particularités que peuvent présenter ces dernières 
» solutions, en se réumissant, soit entre elles, soit avec les précé- 
» dentes, lorsque les points arbitraires de ® occupent des positions 
» particulières. Cette dernière partie de la discussion est formellement 
» exclue de notre programme, et c’est en quoi consiste l’indépen- 
» dance supposée entre le système S et la condition D. » 

Possédant nettement ces deux notions de l’indépendance et des 
coniques dégénérées, je pus enfin reconnaître que le théorème de 
M. Chasles ne s'applique pas à tous les cas. J’en dis quelques mots 
au Congrès de l'Association francaise à Clermont-Ferrand, et m'em- 
pressai aussitôt de signaler à l’Académie, le 4 septembre 1856 (?), 
des exemples simples et concluants. Bientôt après, le 13 novembre 
de la même année, je présentai un Mémoire où, non seulement est 
expliqué avec précision dans quel cas le théorème s’applique, mais 
encore est donnée, pour tous les cas, la véritable solution. 





(1) Sur la théorie des caracteristiques pour les coniques (Proceed. of the 
Lond' math. Soc., t. IX, 1877, n° 133 et 134; Math. Annalen, t. XV, 1877, p. 16). 

(2) Sur les caractéristiques des systèmes de coniques ( C. R. Acad. Sc., t. LXXXITI, 
1870, p: 537). 
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Voici un passage de l’Extrait (!) qui accompagnait ce Mémoire : 

« Un système de coniques peut contenir des figures singulières de 
trois espèces distinctes : 1° le point avec deux droites passant en 
ce point; 2° la droite avec deux points situés sur cette droite; 
3° la droite et un seul point. Je désigne, pour abréger, ces singu- 
larités par les lettres À, A’, B. La première À n’est qu'une singu- 
larité tangentielle, comme sur les courbes, les inflexions et les 
tangentes doubles. La seconde A est la corrélative de A. Les singu- 
larités À et A sont ordinaires. La troisième B est une singularité 
élevée. Gela posé, je démontre que : 


» Taéorëme [L. — Siun système ne contient que la singularité À, 
le nombre des coniques de ce système qui satisfont à une condi- 
tion quelconque est le produit de deux nombres, dont l’un ne 
dépend que du système, l’autre que de la condition. C’est le 
résultat trouvé par M. de Jonquières. 


» Taéorëme Il. — Sc un système ne contient que les singula- 
rités ordinaires, le nombre des coniques de ce système qu 
satisfont à une condition quelconque est au + Êy, à et y étant 
les caractéristiques du système, et «, $ deux nombres ne dépen- 
dant que de la condition. 

» S1 le système contient la singularité B, ce dernier théorème ne 
s'applique plus, à moins que la condition ne soit soumise, à son 
tour, à des restrictions. À cet égard, je démontre les deux propo- 
sitions suivantes : 


» TaéorEmME IL. — S4, pour une condition donnée %, le nom- 
bre 8 (défini au théorème IL) est nul, le nombre des coniques 


d’un système quelconque qui satisfont à la condition D est égal 
à ap. 


» TaéorkmE IV. — Pour que le nombre des coniques satisfat- 
sant à une condition donnée ®, et faisant partie d’un système 
quelconque (u,v), soit égal à au. + By (x et $ étant définis par le 
théorème IT), &l faut et il suffit que le nombre des coniques 


(!) Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du second 


ordre (C. R. Acad. Sc., t. LXXXIII, 1876, p. 886). 
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» satisfaisant à la condition ® et ayant, en un point donné, 
» des contacts du troisième ordre avec une courbe donnée, soit 
» égal à a+. » 


Dans tous les autres cas, le nombre cherché est inférieur à ou. + 8; 
la différence ou correction a une expression analytique incompara- 
blement plus complexe, et dont voici le caractère. 

Pour chaque conique dégénérée suivant le mode B, il y a, dans un 
système, deux nombres caractéristiques », n. D'autre part, dans une 
condition ®, il y a, outre à, $, une suite de couples de nombres 
entiers (51, 5,), (52, 5,), .... Pour chaque conique dégénérée, il faut 
choisir, parmi ces couples, celui qui rend minima la quantité ns + ms, 
puis faire la somme de chacun de ces minima, en prenant successive- 
ment chaque conique dégénérée. Cette somme est précisément la cor-- 
rection dont il s’agit. 

S1 J'ajoute que l’on peut composer des conditions D, pour lesquelles 
la suite des couples (5,5/) soit aussi prolongée que lon voudra, 
qu on peut même se donner une telle suite à volonté, on voit combien 
est grande la distance qui sépare le théorème général de celui qu’on 
avait supposé. Non seulement deux éléments ne caractérisent pas tout 
système de coniques dans les problèmes dont il s’agit ici, mais tl n'y 
a aucune limite au nombre des éléments caractéristiques. 

Le Mémoire qui contient ces résultats fut imprimé deux ans plus 
tard (!). On y trouve, avec de nombreux exemples, la même théorie 
pour les surfaces du second ordre. 

Dans l'intervalle, j'avais adressé à la Société mathématique de 
Londres un travail moins étendu sur la même question. Je n’y traitai 
qu'un cas particulier, choisi cependant de manière à mettre en 
évidence la nature des résultats généraux, et surtout, la méthode 
étant différente, à les confirmer. A la fin de ce Mémoire (?}, j'intro- 
duisis la notion nouvelle des équivalents : 

« M. Chasles (3) a donné le nom de conditions élémentaires aux 
» deux conditions les plus simples qu'on puisse imposer à une 
» conique dans un plan, celle de passer par un point, celle de 





(!) Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du second 
ordre (Journ. Éc. Polyt., XLV° Cahier, 1878, p. 25). 

(2?) Sur la théorie des caractéristiques pour les coniques ( Proceed. of the Lond. 
math. Soc., t. IX, 1837, n°° 133 et 134; Mathematische Annalen, t. XV, 1877, p. 16). 


(*) Extrait du Mémoire cité dans la note suivante. 
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toucher une droite. Je désignerai ces deux conditions par les 
lettres P et D. | 
» J'introduis une catégorie nouvelle de conditions élémentaires, 
dont voici la définition : 
» Sotent, sur une droite L, trois points y, 3, t; soient æ, &' les 
points où Lest rencontrée par une conique À. Soit r la diffé- 
rence des deux rapports anharmoniques (y, 3,t,æ), (y, 3, t, æ'), 
dans un ordre déterminé, le même pour les deux cas. 
» Soient aussi, par un point l, trois droites Y,2,T ; soient X, X’ 
les tangentes, menées par l, à la conique À, et enfin R la 
différence des deux rapports anharmoniques (Y, Z,T, X), 
BARAURE Sr 
» J’appelle condition élémentaire ëmposée à la conique À celle 
qui est définie par la relation r°1— kR??, dans laquelle k, p, q 
sont des nombres donnés, p, q étant entiers, positifs et premiers 
entre eux: 
» Les deux nombres p, q étant seuls appelés à jouer un rôle, je 
désignerai cette condition par le symbole (p, q). 
» Une condition quelconque est équivalente à la somme d’un 
nombre limité de conditions élémentaires. Voici la signification 
de cet énoncé : 
» Soit 

P=aP+bD+c(p, g)+c{(p', qg')+... 
l'équivalent de la condiuon D; &, b, c, c', ... étant des nombres 
entiers et posilifs. Étant donné un système quelconque, soient, 
pour ce système, 4 le nombre des coniques qui satisfont à la con- 
dition P, y le nombre de celles qui satisfont à la condition D, o le 
nombre de celles qui satisfont à la condition (p, g),o!à(p', q'), etc. 
Le nombre des coniques de ce même système qui satisfont à ® est 
au+bv+cp+co +... » 
Grâce à cette nôtion nouvelle des équivalents, je pus enfin résoudre 
problème qui avait été le but primitif de M. Chasles, et dont la 


solution disparaissait avec le théorème des caractéristiques. Ce fut 


à 


l’objet d’un Mémoire adressé aussi à la Société mathématique de 


Londres (1); j’en extrais un passage : 











(1) Sur le nombre des coniques qui, dans un plan, satisfont à cing conditions 
projectives et indépendantes entres elles (Proceed. of the Lond. math. Soc., t.X, 


1878, n°° 145 et 146). 
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« Soient cinq conditions quelconques imposées à une conique. 
» Prenons une condition élémentaire dans chacun de leurs cinq équi- 
» valents. Soit ? le nombre des coniques qui satisfont à ces cinq con- 
» ditions élémentaires. Formons toutes les combinaisons analogues, 
» et faisons la somme de tous les nombres analogues à n. Cette 
» somme est le nombre des coniques qui satisfont aux cinq condi- 
» tions données. Ainsi le problème est ramené à celui-ci : Trouver 
» le nombre des coniques qui satisfont à cing conditions élémen- 
DITES!" 

» Une formule unique et simple résout le problème, moyennant 
» une convention. On étendra la notation (p, q) aux conditions P 
» et D, en faisant 

P=(6}7), D = (+, 0). 


» Ceci admis, on a l’énoncé suivant : 
» Sotent cinq conditions élémentaires (p, q), (p', q'}, (p', g"}, 
JAN] 1 ; es > . É ; 
D 90) (pe. qi), rangées de telle sorte que l’on ait 


RE ER PE PRIE PE 
q 


dE Dir M, qg” 








» Le nombre des coniques qui satisfont à ces cinq coñditions 
» est, dans tous les cas, 


Mg rp)(2g Ep )(g +p')(g +ap")(g"+2p"). » 


J'ajoute que le Mémoire mentionne expressément la condition d’in- 
dépendance : 

« Pour chacune des cinq conditions élémentaires, la droite L 
» et le point l doivent étre considérés comme arbitraires. » 

Rien n’est plus propre à faire comprendre l’absolue nécessité qu'il 
y avait de rectifier la théorie de M. Chasles, dont les conséquences, 
très explicitement énoncées, donnent, au lieu de ce nombre 7, un 
résultat très différent et beaucoup plus grand. 

Voici un exemple, purement géométrique, qui se trouve à la fin du 
Mémoire dont il s’agit en ce moment : 


« On assujettit une conique À à ce que le rapport anharmo- 
» nique de ses points d’intersection avec une conique donnée B, 
» pris sur À dans un ordre quelconque, soit inverse du rapport 
» anharmonique de ces mémes points, pris, dans le méme ordre, 
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» sur B. On assujettit À à cette même condition, relativement à 
» une seconde conique donnée GC; et, en outre, à passer par deux 
» points donnés et à toucher une droite donnée. Combien de 
» coniques À répondent à la question ? 

» Les deux premières conditions ont chacune pour équivalent (1,1). 
» 1l y a donc 48 coniques À, tandis que l’ancienne théorie, appli- 
» quée ici à tort, en donnerail 56. » 

En terminant cette analyse de mes travaux sur la théorie des carac- 
téristiques pour les coniques, je dois ajouter que mes résultats parais- 
sent admis, comme définitifs, par les rares géomètres qui connaissent 
ce sujet: L'un de mes Mémoires (1), dès son apparition dans les 
Proceedings of the London mathematical Society, a été immé- 
diatement réimprimé, dans les Mathematische Annalen, sur la 
demande de l’éminent rédacteur, M. Félix Klein. 

Cette théorie, qui a donné lieu à tant de controverses, semble au- 
jourd’hui fixée (?); mais, on l’avouera, elle a subi un sort bien 
étrange ! Où trouver la cause de ces vicissitudes? Trop d'imagination, 
peut-être, avail entraîné prématurément les géomètres dans une cam- 
pagne mal préparée. Combien d’incertitudes, de tâtonnements, de 
fautes même, vite corrigées, a-t-on pu voir dans les essais de ce siècle 
sur la Géométrie générale, qui se mêle à la théorie des fonctions 
algébriques! Cette dernière est, elle-même, fort nouvelle. Il fallait 
l’attendre et adapter à ses découvertes les formes de la Géométrie. 
C’est une tâche à laquelle ont collaboré et travaillent encore bien des 
savants, parmi lesquels brille M. Nœther. Les travaux que, pour ma 
part, J y consacrai dès 1833, portèrent d’abord sur l’étude des points 
singuliers. 


THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES ALGÉBRIQUES. 


Dans la Géométrie, comme dans l’Analyse, l’étude des points sin- 
guliers donne la clef d’une foule de problèmes. Les principes étaient 
déjà bien établis, grâce à M. Puiseux, principalement, pour les fonc- 
tions algébriques. 

Il fallait dégager les nombreuses conséquences que ces principes 





(1) Cité page 9, note (?). 
(*) Telest l’avis de M. le vice-amiral de Jonquières ( Votice, p. 27). 
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fournissent à la théorie des courbes. Le besoin d’une pareille étude 
élait tellement senti, qu’elle était entreprise presque en même temps 
par plusieurs savants, MM. Zeuthen, Stoltz et Stephen Smith (t), 
sur qui j'eus la bonne fortune d’être en avance. 

Présenté à l’Académie le 20 avril 1854, le Mémoire sur les points 
singuliers des courbes algébriques planes a été publié en 1855, 
dans le Tome XX VI du Recueil des Savants étrangers, suivant les 
conclusions d’un Rapport, pour lequel je témoigne ici ma reconnais- 
sance à la mémoire de M. de La Gournerie. 

Voici un passage de ce Rapport (2?) : 

« Dans l’article VII, après une courte étude des développantes, 
» M. Halphen s’occupe des développées successives d’une même 
» courbe. Cette partie de son travail en est peut-être la plus originale. 

» Les singularités d’une développée correspondent les unes à des 
» points simples, les autres à des points singuliers de la courbe pri- 
» mitive. L'auteur montre que les premières disparaissent nécessai- 
» rement dans la série des développées, et que les dernières con- 
» duisent à un régime régulièrement progressif de points à l'infini. 
» [l parvient, en dernier lieu, à ce théorème : 

» À partir d’un certain rang, les degrés et les classes des déve- 
» loppées successives d’une courbe algébrique quelconque forment 
» deux progressions arithmétiques de même raison. 

» Cette proposition ne souffre aucune exception; mais il y a des 
» cas, tels que celui des épicycloïdes algébriques, dans lesquels la 
» raison des progressions est nulle. » 

C'est là, je crois, une des propositions les plus cachées que l’on 
connaisse. Dès qu’on envisage des courbes possédant quelques singu- 
larités élevées, le rang, à partir duquel la loi régulière commence, 
dépend de la nature la plus intime de ces singularités. On peut 
former des exemples où ce rang sera aussi éloigné que l’on voudra : 
avant d’y parvenir on rencontre des irrégularités qui ne feraient guère 
supposer cette régularité universelle, par où toutes les courbes algé- 
briques, dans leurs développées successives, viennent finalement se 
ressembler. 





(1) Celui même à qui une mort subite et bien prématurée a ravi la joie de rece- 
voir le grand prix des Sciences mathématiques de 1882. 
CRC TR Acad. Sc., t: LXXX, 1879, p. 100. 
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Dans ce Mémoire, j'avais laissé de côté les questions qui concernent 
les transformations des courbes point par point, ou transformations 
uniformes. Je dus les aborder. La Géométrie vient s’y rencontrer 
avec l’analyse des fonctions abéliennes par la considération du genre 
des courbes, notion due à Riemann. Et d’abord, l'expression expli- 
cite du genre n’était point connue avec netteté pour les courbes à sin- 
gularités quelconques. Je dois dire cependant qu’elle résulte faci- 
lement du nombre des périodes, tel qu’on le voit exprimé, pour les 
intégrales abéliennes, dans le Traité des fonctions elliptiques de 
MM. Briot et Bouquet. M. Cayley avait donné aussi quelque indi- 
cation à cet égard. 

Je traitai ce sujet, en 1854, dans une première Note (!), en dé- 
finissant le genre par le nombre des intégrales abéliennes de pre- 
mière espèce; puis, en 1879, dans une seconde Note (?), présentée, 
comme la première, à l’Académie. Cette fois, j'abordais, en même 
temps, un bien important sujet, celui des transformations par les- 
quelles on peut substituer, à une courbe algébrique quelconque, une 
autre courbe, correspondant à la première point par point, et ne 
possédant que des singularités ordinaires. C’est à M. Nœther qu'on 
doit l’idée de telles transformations : 1l est nécessaire d’en connaître 
l'existence, quand on veut prendre pour guide, dans la théorie des 
fonctions abéliennes, l'ouvrage de MM. Clebsch et Gordan. Mais le 
lien entre la courbe primitive et la transformée finale est, chez 
M. Nœther, si complexe qu’on n’en peut guère tirer parti. On sait 
qu'il existe, voilà tout. Il en est tout autrement du résultat auquel je 
par vins : 

&« Toute courbe plane algébrique est la perspective d’une 
» courbe gauche n'ayant qu’un point singulier, et dont les 
» branches, en ce point, ont toutes des tangentes distinctes. » De 
là résulte qu’une seconde perspective, faite d’un point de vue arbi- 
traire (tandis que la première est faite d’un point de vue déterminé), 
fournit la transformée qu’on cherche. 

Le principe de l'égalité du genre dans deux courbes algébriques, 
qui se correspondent point par point, a une si grande importance 


(1) Sur un point de la théorie des fonctions abéliennes (C. R. Acad. Sc., 
t. LXXVIII, 1874, p. 1833). 

(=) Sur certaines perspectives gauches des courbes planes algébriques (C. R. 
Atad. Sc; LXXX, 1555, p. 038): 


RS ST en … dé ne Po. 
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qu'il me semblait désirable de le démontrer directement. On ne 
l'avait pas fait encore, pour les courbes à singularités quelconques, 
sans Le secours de cette réduction aux singularités ordinaires, ima- 
ginée par M. Nœther. J’y parvins, la même année 1835, par deux 
méthodes très différentes, l’une géométrique et fondée sur la consi- 
dération d’une surface gauche (‘), l’autre purement algébrique et 
reposant sur la théorie de l'élimination (?). 

Comme suite au Mémoire où s’exposait cette dernière démons- 
tration, je fus conduit à en publier immédiatement un autre (?}, 
pour traiter d’une relation bien plus générale entre les genres de deux 
courbes, dont les points sont liés par une correspondance multi- 
forme. Cette relation avait été trouvée par M. Zeuthen pour les 
courbes à singularités ordinaires. On peut apprécier la sûreté et la 
facilité des moyens algébriques dont je disposais dès lors, en voyant 
établir directement, sans effort et sans restriction, des théorèmes 
abordés jusque-là par des moyens détournés, et qu'il était bien diffi- 
cile d'appliquer. Maintenant, au contraire, le théorème si remar- 
quable de M. Zeuthen acquérait toute sa valeur (*); il devenait un 
précieux instrument de recherches. Je le fis voir immédiatement et 
me servis de ce théorème pour démontrer à nouveau une proposition 
que J'avais trouvée depuis peu, et dont je parlerai plus loin. C’est celle 
par où l’on connaît le nombre des points satisfaisant à une relation 
différenuelle du second ordre quelconque, sur une courbe algé- 
brique. 

La réduction des singularités, suivant les idées de M. Nœther, ne 
cessait pas cependant de s'imposer à mes préoccupations. Bien qu’elle 
fût devenue très nette par la perspective d’une courbe gauche, je 
désirais m'en rendre compte sans rien emprunter à la Géométrie de 
l’espace. D'ailleurs, la propriété des développées successives, au sujet 
de laquelle j'ai cité tout à l’heure le rapport de M. de La Gournerie, 


(1) Sur le genre des courbes algebriques (Association française : Compte 
rendu de la 4° session, Nantes, 1875, p. 237). 

(?) Sur la conservation du genre dans les transformations uniformes (Bull. 
Dobarnarie H}., 1 LV; 1875, p. 29). 

(5) Sur les correspondances entre les points de deux courbes (Bull. Soc. 
HOLRE PTS. V, 1876, p. 7). 

(*) Un Mémoire publié depuis peu par M. Zeuthen dans les Acta mathematica, 
et intitulé : Sur un groupe de théorèmes de la Géométrie énumérative, montre 
que cet éminent géomètre approuve complètement mes idées sur ce sujet. 
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avait des analogies évidentes avec celle des transformations quadra- 
tiques, instrument, pour M. Nœther, de la résolution des singula- 
rités. Modifiant un peu la génération de la développée, je parvins au 
même but qu'avait atteint M. Nœther, la résolution successive des 
singularités ; mais c'était cette fois par des transformations vraiment 
géométriques. 

« Soit S une courbe plane et algébrique qu'il s’agit de trans- 
» former (!). Je prends une conique arbitraire dans le même plan. 
» Je considère un point de S, la tangente en ce point et enfin la 
» polaire du même point-relativement à la conique. L’intersection de 
» celte tangente et de cette polaire engendre une courbe S!, qui est 
» une transformée de S et lui correspond point par point. Par la 
» même construction, on déduit de S' une nouvelle transformée S?, 
» et ainsi de suite... Quelle que soit la courbe S, 1l existe toujours 
» un nombre fini et déterminé, tel que toutes les transformées, de 
» rang supérieur à ce nombre, ne possèdent que des singularités 
» ordinaires. » Mais on ne se‘borne pas à cette vague affirmation, on 
voit, à chaque pas, comment se modifient les points singuliers, et on 
peut préciser le nombre des opérations exigées. Pour ce but, il faut 
considérer, en chaque point singulier, une suite de nombres carac- 
téristiques, que J'avais déjà envisagés auparavant, et qui jouent un 
rôle capital dans beaucoup d’autres questions. Ce sont des fractions 
ordinaires : après les avoir réduites en fractions continues, on 
fait la somme des quotients incomplets pour toutes les fractions 
relatives à une même singularité; le rang de la transformée qu’on 
cherche est égal, parmi toutes les sommes analogues, à celle qui est 
la plus grande. 

Revenant, vers la fin de ce Mémoire, aux développées successives, 
je réussis à compléter le théorème si curieux qui les concerne; non 
seulement les degrés et les classes de ces courbes, mais encore les 
nombres de leurs points de rebroussement, de leurs sommets, de leurs 
tangentes doubles, de leurs normales doubles, forment des progres- 
sions arithmétiques, toujours à partir d’un certain rang, dont la défi- 
nition est désormais connue avec la plus grande clarté. 

Par ces travaux, je me sentis préparé pour les grands problèmes de 





(1) Extrait du Mémoire Sur une série de courbes, analogues aux développées 
(Journal de Mathematiques, 3° série, t. II, 1876, p. 87). 
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l'élimination, et j’abordai sur-le-champ (1855) les questions qui con- 
cernent les figures infinitésimales. 

Etudier, sur une courbe algébrique plane, les points en chacun 
desquels est satisfaite une équation différentielle algébrique 
donnée; trouver le nombre de ces points, tel est le problème sur 
lequel j'écrivis alors un Mémoire étendu (1). 

C'est bien un cas du problème général sur la détermination des 
figures, tel qu’il a été défini au début de cette Notice, tout à fait ana- 
logue au problème où l’on cherche, parmi les coniques d’un système, 
celles qui satisfont à une condition étrangère. Au lieu d’une conique, 
on envisage une figure composée de points infiniment voisins, deux 
si l'équation différentielle est du premier ordre, trois si elle est du 
second ordre, etc. La suite ou système des figures est constitué par 
la courbe; la condition, par l'équation différentielle. | 

Pour le cas où l'équation différentielle est du premier ordre, 
M. Fouret (?) venait d'établir une proposition qui, en fait, résolvait 
le problème. Sous le nom de systèmes de courbes transcendantes, 
ce géomètre distingué considère les intégrales des équations diffé- 
rentielles algébriques du premier ordre. Il étend à de tels systèmes 
un théorème connu, dès le début, dans les travaux de M. Chasles, 
pour les systèmes de courbes algébriques : « dans un système dont 
les caractéristiques sont bn, y, le nombre des courbes qui touchent 
une courbe de classe n et de degré m est nu + my. » M. Fouret 
se rencontre là avec M. Clebsch : considérer les systèmes de courbes 
transcendantes ou les connexes, avec leurs coïncidences princt- 
pales (*), c’est une même idée, mais que les deux savants pour- 
suivent dans des directions très différentes. À mon point de vue, 
il se trouvait établi que, sur une courbe algébrique plane, le 
nombre des points en chacun desquels est vérifiée une équation 
différentielle algébrique du premier ordre est (ny. + my), net m 





(1) Sur la recherche des points d’une courbe algébrique plane, qui satisfont 
à une condition exprimée par une équation différentielle algébrique et sur les 
questions analogues dans l’espace (Journal de Mathématiques, 3° série, t. IT, 1876, 
HNAUTIet SU): 

(2) Sur les systèmes de courbes planes, algébriques ou transcendantes, définies 
par deux caractéristiques, par M. Fouret (Comptes rendus, t. LXXVIIT, p. 857, 
1693, 1837, année 1874; et Bulletin de la Société mathématique, t. I, p. 72 et 96). 

(3) Ueber ein neues Grundgebilde der analytischen Geometrie der Ebene, von A. 
Clebsch (Math. Ann.,t. VI, 1873, p. 205). 
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étant la classe et le degré de la courbe, wet y des nombres qui 
dépendent seulement de: l'équation différentielle. 

Ce que M. Chasles avait dit pour les systèmes de coniques, et qui 
ne s'était pas trouvé justifié, était 1e bien établi pour un objet 
analogue : un système de courbes transcendantes, suivant M. Fouret, 
un connexe, suivant M. Clebsch, une équation différentielle algé- 
brique du premier ordre, c’est un étre défini par deux nombres, 
comme les courbes algébriques planes par un seul, le degré. On le 
voit avec la plus grande netteté dans le mode de représentation analy- 
tique commun, au fond, à MM. Clebsch et Fouret. Je le retrouvai, 
à mon tour, par les méthodes qui me sont propres. 

Qu’advient-il pour les équations différentielles du second ordre, 
ou, en d’autres termes, pour les figures composées de trois points 
infiniment voisins? Là le résultat était nouveau, mais d’un caractère 
analogue : le nombre cherché est représenté, non plus par un binome, 
mais par un trinome, dont chaque terme est le produit de deux 
éléments dépendant, l’un de la courbe seule, l’autre de la seule équa- 
tion différentielle. 

Mais il en est tout autrement pour les équations différenuelles du 
troisième ordre et des ordres supérieurs, ou, en d’autres termes, 
pour les figures composées de points infiniment voisins, en nombre 
supérieur à trois. Un système de ces figures n’est plus caractérisé par 
deux éléments, comme dans le premier cas, ou par trois, comme dans 
le second; &{ n'y a aucune limite au nombre des éléments qui le 
définissent. C’est un résultat d’une forme inattendue, en contradicuon 
complète avec les idées qui avaient cours. 

Quand on avait, pour la première fois, examiné les questions rela- 
tives aux points singuliers, on s’était borné d’abord aux singularités 
ordinaires; ce sont elles qui figurent dans les célèbres formules 
de Plücker. Plus tard, M. Cayley avait déterminé, pour chaque 
singularité élevée, des équivalents; il entendait par là que, dans les 
formules de Plücker, un point singulier quelconque se trouve équi- 
valoir à des singularités ordinaires, dont le nombre, pour chacune 
d'elles, était exprimé par l’équivalent. À la vérité, quand il fallut 
‘considérer aussi le genre des courbes, on dut changer ces équiva- 
lents, et l’on se fût résigné, sans doute, à les changer encore si l’on 
avait abordé d’autres problèmes; mais le champ des recherches était 
alors trop limité pour qu’on y fût contraint. Bien que M. Cayley 
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n’eût Jamais écrit rien de pareil, l’idée que ces équivalents représen- 
talent vraiment les points singuliers dans toutes les questions prenait 
de la consistance. Elle était tout à fait fausse, et, pour ma part, je ne 
pouvais l’admettre : mes précédents travaux la démentaient. Mais 
maintenant on avait la définition précise d’une catégorie de pro- 
blèmes qui devaient la faire rejeter : « pour les questions où il s’agit 
» de déterminer, sur une courbe, le nombre des points en chacun 
» desquels a lieu une relation donnée entre les éléments infinité- 
» simaux de la courbe au delà du second ordre, les points singu- 
» liers ne peuvent étre représentés par des équivalents dont le 
» nombre et la définition soient indépendants, à la fois, de la 
» question particulière et de la courbe qu’on envisage (!) ». 

En outre des exemples et des questions analogues traitées pour la 
géométrie de l’espace, le Mémoire que j’analyse contient la première 
noton des #nvariants différentiels. Il en sera question plus loin; 
bientôt ils devaient m’entraîner loin de la Géométrie. 

Maître de la théorie générale, je voulus traiter à part deux pro- 
blèmes particuliers ; ce fut l’objet d’un Mémoire Sur le contact des 
courbes planes avec les coniques et les surfaces du second 
degré (?), composé, comme le précédent, en 1855. « Parmi les 
» espèces, en nombre indéfint, de points particuliers dont la 
» théorie du contact nous révèle l’existence sur les courbes 
» planes, je me propose ici», disais-je au début de ce Mémoire, 
« d’en considérer spécialement deux. J'envisagerai les points en 
» lesquels une courbe se rapproche, plus qu'en tout autre point, 
» en premier lieu, d’une conique; en second lieu, d’une courbe 
» du troisième degré, ou cubique. Les premiers ont déjà attiré 
» l’attention de plusieurs géomètres, notamment MM. Cayley, 
» Zeuthen, Painvin. Ils ont reçu de M. Cayley le nom de points 
» sextactiques, généralement adopté. Les seconds ne paraissent 
» pas avoir été étudiés jusqu’à présent. Le problème, que je me 
» propose ict, consiste à trouver le nombre de ces points sur une 
» courbe algébrique offrant des singularités quelconques. » 


(1) Extrait de l’Étude sur les points singuliers des courbes algébriques planes 
[ Appendice au Traité de Géométrie analytique (Courbes planes), par G. Salmon. 
Ouvrage traduit de l'anglais par O. Chemin; Paris, Gauthier-Villars, 1854.] 

(2) Sur le contact des courbes planes avec les coniques et les courbes du troi- 
sième degré (Bull. Soc. math. Fr., t. IV, 1875, p. 59). 
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A l’égard du premier problème, M. Painvin, après avoir donné, 
l’année précédente (!), des calculs d’une grande élégance sur les 
points sextactiques, avait tenté d'en deviner le nombre pour des 
courbes à singularités quelconques, d’après des cas particuliers. 
Il y avait échoué. Ce géomètre regretté subissait là l’influence des 
idées préconçues dont je parlais tout à l'heure ; il était doué pourtant 
d’un incontestable talent, dont j'aurai bientôt à signaler une preuve. 
Abordant, tout au contraire, le problème dans sa généralité avec les 
seules ressources de l'élimination, définitivement adaptée à ces 
recherches, je le résolus sans effort, comme aussi la seconde question, 
dont la réponse est assurément plus compliquée, mais n’offre pas plus 
de difficulté. 

Par ce dernier travail, je faisais un nouveau pas vers les invariants 
différentiels; mais j'avais encore plusieurs problèmes à résoudre 
avant de m’adonner à cette nouvelle étude. Ce fut à ce moment (1856) 
que j'entrepris mes derniers travaux sur les caractéristiques pour les 
coniques. J'ai dû en parler auparavant, mais on doit maintenant com- 
prendre que j'y fusse alors bien préparé. En 1857, j'étendis les 
recherches précédentes aux surfaces (?) et aux courbes gauches (3). 

Pour les surfaces, j'étudiai les lignes singulières dans toute leur 
généralité et parvins à déterminer le degré précis de la ligne des 
points paraboliques, quelles que soient les singularités. J'annonçai, 
en outre, avoir mis en évidence les éléments nécessaires pour 
« trouver le degré du lieu des points qui, sur une surface alge- 
» brique, satisfont à une équation aux dérivées partielles du 
» second ordre », promettant un autre Mémoire sur cette question. 
Le temps m'a manqué pour tenir cette promesse, dont personne, je le 
crains, ne me réclamera l’exécution, tant ces problèmes difficiles 
rencontrent d’indifférence. Je ne m'arrête donc pas davantage sur 
ce travail, l’un de ceux qui m'ont coûté le plus d'efforts, mais qu'il 
serait presque impossible de faire comprendre dans une courte 
analyse. 


(') Comptes rendus, t. LXXVIII, 1874, p. 55, 436 et 855. 

(*) Sur les lignes singulières des surfaces algébriques (Annali di Matematica 
pura ed applicata, 2° série, t. IX, 1877, p. 68). 

(*) Sur les points singuliers des courbes gauches (Association française : 
Compte rendu de la 6° session, [ Le Havre], 1877, p. 132); Sur les singularités des 
courbes gauches algébriques (Bull. Soc, math. Fr., t. VI, 1877, p. 10). 





NOTICE SUR LES TRAVAUX MATHÉMATIQUES. QE 


La théorie des points singuliers sur les courbes gauches était bien 
autrement aisée, et J'ai pu réunir dans un petit nombre de pages la 
réponse aux principales questions qu’elle suggère. Par exemple, 
« le nombre des points d’une courbe gauche, de degré m et de 
» rang ren chacun desquels est satisfaite une équation diffe- 
» rentielle algébrique du premier ordre, est wr + Um, w et Ü étant 
» deux nombres qui dépendent seulement de l'équation différen- 
» tielle ». Si l'équation est du second ordre, le résultat est analogue, 
mais avec une formule à quatre termes au lieu de deux, circonstance 
tout à fait nouvelle. L’analogie avec les courbes planes est manifeste, 
el 1l est à peine besoin de dire qu’au delà du second ordre, les cir- 
constances, signalées en géométrie plane, se rencontrent encore avec 
une complication plus grande. 

Mais 1l y a, dans cette théorie, un autre point qui mérite l’atten- 
tion. Les recherches sur les courbes gauches algébriques se heurtent 
d’abord à un sérieux obstacle : 1l n'existe pas, comme en Géométrie 
plane, une courbe générale d’un degré donné. C’est ce qu’on a bien 
vite reconnu sur l'exemple des courbes du quatrième degré, apparte- 
nant à deux types absolument distincts. Cependant, en adjoignant au 
degré un autre élément, non moins caractéristique, le nombre des 
points doubles apparents, c'est-à-dire des points doubles que pré- 
sente la courbe en perspective, ou encore le rang ou le genre, 
notions équivalentes, on a pu faire la distinction des divers types 
pour le quatrième degré, puis pour le cinquième, à quoi l’on s’est . 
borné quelque temps avec M. Cayley, initiateur dans cette théorie, 
comme dans plusieurs autres. On y a réussi encore, avec M. Eduard 
Weyr, pour le sixième degré. Croire qu'il en serait toujours ainsi, 
c'était là une erreur facile à commettre, bien placée, on le voit, dans 
le courant des idées. Nulle part, cependant, je me hâte de le dire, 
cette erreur n’est affirmée hautement comme vérité, mais il existe des 
mémoires et des livres où le raisonnement est fondé tacitement sur 
cette hypothèse non formulée. Qu'elle fût inexacte, je le savais 
depuis longtemps par un travail entrepris en 1869, et dont j'aurai 
bientôt à rendre compte (!). Je m'étais même cru obligé, en 
1874, par une courte Note publiée au Bulletin de la Société 


(!) Mémoire sur les courbes gauches algébriques (Extrait) (C. R. Acad. Sc., 
t. LXX, 1830, p. 380). 
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mathématique ('), de combattre cette erreur naissante, en mon- 
trant l’existence, au neuvième degré, de deux courbes générales, 
ayant toutes deux un même nombre de points doubles apparents. 
J’ajoutais alors : « &l serait d’un très grand intérét de connaître 
» le caractère des propriétés des courbes qui ne dépendent que du 
» degré et du nombre des points doubles apparents », propriétés 
dont la même Note fournissait de nombreux exemples, joints à ceux 
qui étaient déjà connus. Ce caractère n’est pas encore trouvé; mais 
le Mémoire Sur les singularités des courbes gauches algé- 
briques (?) définit une eatégorie importante de ces propriétés : 
« Sur une courbe sans singularité ponctuelle, le nombre des 
» points en chacun desquels est satisfaite une équation duffé- 
» rentielle algébrique ne dépend, quant à la courbe, que du 
» degré et du nombre des points doubles apparents. » 


Quelques résultats particuliers, sur ce même sujet, sont exposés 


dans un petit Mémoire (#), faisant partie du Recueil de PAsso- 
citation française. Je les avais communiqués au Congrès de cette 
Association, dans la ville du Havre. 

Cette longue suite d’études sur l’élimination, envisagée au point 
de vue géométrique, comportait encore la solution d’un problème 


x - C à LS sS | 2 "n 4 Ft k re £ 
qui n'a pas, à beaucoup près, importance théorique des précédents, 


nécessaire toutefois et cherché par plusieurs géomètres. Je signale 
seulement M. Painvin, auteur, en 1853, d'un élégant Mémoire sur un 
cas particulier de cette question (*). Par les méthodes dont je dispo- 
sais, je pus réussir, en 187, à traiter le problème dans sa généralité 
et à fournir une solution qui s’accordait avec celle de M. Painvin (5). 

Sous le titre d'Étude sur les points singuliers des courbes algé- 
briques planes, J'ai composé plus récemment, en 1882, un résumé 
comprenant une partie des travaux que je viens d’analyser. Cette 





(1) Sur quelques propriétés des courbes gauches (Bull. Soc. math. Fr., t. I, 
1874, p. 69). 

(=) Sur les singularités des courbes gauches algébriques (Bull. Soc. math. 
Frs, AN ICE EPS Rp 00: ‘ 

(*) Sur les points singuliers des courbes gauches [ Association française : Compte 
rendu de la 6° session (Le Havre), 1857, p. 132]. 

(*) Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. IV, p. 151,ett. V, 
P: 190. 

(°) Sur une question d'élimination ou sur l’intersection de deux courbes en un 
point singulier (Bull. Soc. math. Fr., t. AI. 1875, p. 56). | 
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Étude forme un Appendice à l'Ouvrage de M. Salmon, traduit par 
M. Chemin : Traité de (xéométrie analytique (courbes planes). 
[l s’y trouve plusieurs exemples nouveaux'et quelques perfectionne- 
ments dans les méthodes; mais je n’y crois pas devoir insister. 
En voyant réuni, avec de nombreux exemples, dans 140 pages in-8°, 
tout ce qu'on sail d’essentiel sur un sujet si vaste, on pourra juger du 
progrès accompli. 


CLASSIFICATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 


Dès le début de mes travaux sur la Géométrie algébrique, j'avais 
compris la nécessité de préciser les notons, alors extrémement 
vagues, qu'on possédait sur les courbes gauches. Sauf les courbes, 
tout à fait exceptionnelles, qui sont les intersections complètes de 
deux surfaces, on ne connaissait que la cubique gauche et les courbes 
du quatrième et du cinquième degré. Les méthodes qui les avaient 
fait connaître ne permettaient pas d'aller au delà. On savait cepen- 
dant définir les courbes unicursales de tous les degrés, et celles aussi 
qui sont tracées sur les surfaces du second degré, ces dernières grâce 
à M. Chasles (1). Mais déjà ces ressources ne suffisaient plus à percer 
le mystère des courbes du sixième degré. 

Énumérer, définir et classer en diverses familles les courbes 
d’un même degré, telest le grand problème qui s’offrait, absolument 
intact, aux recherches des géomètres. J’employai, en 1869, les loisirs 
d’un congé de semestre à essayer de le résoudre. Je n’y parvins pas 
complètement, mais il s’en fallait de bien peu. À Pexpiration de mon 
congé, Je pus cependant présenter à M. Chasles, qui le soumit à l’Aca- 
démie en février 1870, un long Mémoire, où se trouvaient consignés, 
pour la première fois, des principes généraux sur la classification 
des courbes gauches algébriques. Le temps me manquait pour 
mener à fin mon entreprise, et le petit extrait (?), qui parut alors 
dans les Comptes rendus, fut, douze ans, la seule preuve de mes 
efforts. 

Plusieurs géomètres cependant s’occupaient, à leur tour, des 


(1) Comptes rendus, t. LIII, 1861, p. 1077. 
(?) Memoire sur les courbes gauches algebriques (Extrait) (C. À. Acad. Sc,, 
4, LXX, 1870, p. 380). 
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courbes gauches algébriques : M. Éduard Weyr, dans une thèse bril- 
lante (!) (1833), classait les courbes du sixième degré; MM. Brill 
et Nœther (1873), à la fin d’un Mémoire justement renommé (?), 
parvenaient à un résultat important sur le nombre des arbitraires que 
comporte une courbe gauche de degré donné; MM. Valentiner 
et Sturm, plus récemment (1881), publiaient aussi des Mémoires sur 
le même sujet. L’attention que ces savants accordaient à ma petite 
Note de 1850, les lettres qu'ils m'adressaient, une prédilection dont 
je ne pouvais me défendre pour ma première œuvre de longue haleine, 
tout m'invitait à produire au jour mon Mémoire de 1869. Mais Je 
désirais le revoir, le corriger peut-être, surtout le compléter, et 
j'hésitai longtemps; une occasion et les conseils d’un ami, géomètre 
profond et original (?), me décidèrent. L'Académie des Sciences de 
Berlin proposait, pour sujet du concours au prix Steiner de 1852, 
la solution d’une question importante dans la théorie des courbes 
gauches algébriques. Je lui soumis mon Mémoire et j'eus la satis- 
faction de recevoir le prix en même temps que M. Nœther : il fut 
doublé en notre faveur (‘). 

Dans le Rapport qui me valut cet honneur, l'éloge est assez mitigé 
pour que Je puisse traduire entièrement la partie qui me concerne : 

« Le troisième Mémoire du Concours a pour devise ce vers de 
» Lucrèce : Variam semper dant otia mentem; 1l est écrit en 
» français et intitulé : Mémoire sur la classification des courbes 
» gauches algébriques. Ce travail, très étendu (5) et extrêmement 
» soigné, débute par une Introduction qui donne un aperçu de 
» l’ensemble; il est partagé en six Chapitres, de longueurs fort 
» différentes. Le premier Chapitre ne contient essentiellement que 
» les bases de la théorie; trois courts Chapitres, qui ensemble ne 





(1) Ueber algebraische Raumcurven : Inaugural-Dissertation zur Erlangung der 
philosophischen Doctorwürde an der Universität Gôttingen, von Eduard Weyr (Prag, 
Ed. Greg; 1873). 

(?) Ucber die algebraische Functionen und ihre Anwendung in der Geometrie 
(Math. Ann., t. VIE, p. 269). | 

(*) M. Archer Hirst, membre de la Société Royale de Londres, naguère directeur 
des études de Royal Naval College, à Greenwich. 

(“) Sitzungsberichte der K. Pr. Akademie der -Wissenschaften zu Berlin, 
t. XXXII, p. 735 (29 Juin 1882). 

(5) 200 pages in-4° dans le Journal de l'École Polytechnique; Mémoire sur la 
classification des courbes gauches algébriques (couronné par l’Académie de Berlin) 
(Journ. Éc. Polyt., LII° Cahier, 1882, p. 1). 
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» font pas le quart du travail entier, le deuxième, le quatrième et le 
» cinquième traitent des courbes sur les surfaces du second, du troi- 
» sième, du quatrième et du cinquième degré. Le dernier Chapitre 
» donne, comme application des résultats généraux, une classifica- 
» tion des courbes jusqu'au vingtième degré, et celle des courbes du 
» degré 120. Le troisième Chapitre, qui, à lui seul, représente 
» presque la moitié du Mémoire, est aussi le meilleur; il contient 
» l'exposé d'un procédé original pour déduire de deux fonctions 
» entières, à deux variables, une suite de fonctions analogues; 
» appliqué à celles qui interviennent dans la représentation des 
» courbes gauches d’après Cayley, 1l conduit d’une courbe gauche 
« à une autre, que l’auteur désigne par le nom d’adjointe. Les déve- 
» loppements algébriques présentés dans ce Chapitre et les résultats 
» géométriques qui s’en déduisent enrichissent effectivement la 
» théorie des courbes gauches et donnent à ce travail le droit 
» d'obtenir le prix Steiner, bien que, pour le reste, avec tout son 
» mérite, au point de vue des principes algébriques pour la classifi- 
» cation des courbes, comme au point de vue de la méthode, il soit 
» inférieur au second Mémoire (1). » 

Les bases de la théorie, exposées dans le premier Chapitre, n’ont 
pas, comme on voit, fixé l’attention du rapporteur. Il s’y trouve 
cependant des résultats qu’on s'accorde à juger dignes de re- 
marque. Mais ces résultats étaient connus, sinon démontrés, par ma 
Note de 1870, et par un petit Mémoire postérieur (?), dont je ne 
parlerai pas autrement; ils sont cités, démontrés et employés par 
M. Nœther. Le Rapport ne pouvait en faire honneur à l’auteur 
du Mémoire anonyme, qui se soumeltait au jugement de l’Aca- 
démie. 

Parmi ces résultats anciens, citons le minimum du nombre des 
points doubles apparents que peut avoir une courbe gauche du 





F L / ; , d—1\? 
degré d, sans point singulier; c’est l’entier contenu dans ( ï ) ? 


proposition qui avait mis en défaut la sagacité, pourtant fort grande, 
de M. Eduard Weyr : ce géomètre ne put réussir à la démontrer. 
di 5 Ë 
Citons aussi ce fait si curieux, que la suite, formée par les nombres 


(!) Celui de M. Nœther. 
(?) Recherches de Géométrie à n dimensions (Bull. Soc. math. Fr.,t. IE, 1873, 


p. 34). 
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des points doubles apparents des diverses courbes d’un même degré, 
ne se compose pas de tous les nombres entiers du minimum au maxi- 
mum, mais présente des lacunes, circonstance qui n'apparaît pas 
avant le neuvième degré. 

Quant à la classification, systématiquement conduite jusqu’au 
vingtième degré, développée à part pour le degré 120, afin de mettre 
en lumière les circonstances qui ne se révèlent pas dans les petits 
degrés, le fait seul de la trouver dans mon Mémoire doit suffire 
à persuader les géomètres que j'ai, comme il me semble, résolu 
effectivement le problème que je m'étais proposé. C’est là justement 
ce que J'ai ajouté au Mémoire de 1869; tout le reste est à peine 
retouché, et le troisième Chapitre, celui qui, seul, on l’a vu, m'a pu 
conquérir le prix, n’a subi aucun changement. C’est mon œuvre de 
jeunesse que l’Académie de Berlin a couronnée: dure leçon pour mon 
âge mûr, si un succès récent (!) ne l’avait consolé! 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET INVARIANTS, 


Conduit, par mes recherches dans la théorie géométrique de l’éli- 
mination, à envisager les équations différentielles sons la forme pro- 
jective, J'avais dû faire, dès le début, la distinction entre les cova- 
riants el les invariants différentiels. Les covariants, avec les 
éléments de la figure infinitésimale, c’est-à-dire les variables et leurs 
dérivées, contiennent encore les coordonnées de points arbitraires : 
toute fonction différentielle, mise sous forme projective, devient un 
covariant. Dans les invariants, au contraire, les points arbitraires 
disparaissent. | 

En égalant à zéro un invariant différentiel, on exprime, pour une 
figure infinitésimale, une propriété projective par elle-même, sans Pin- 


re 
da? 
la propriété des points d'inflexion des courbes planes; elle traduit, 





tervention d’une figure étrangère. Ainsi l'équation O exprime 


pour la figure composée de trois points infiniment voisins, cette cir- 
constance que les trois points sont en ligne droite; c’est une propriété 
‘ : æ& y : ! 
projective, et ——= est un Imvariant. 
dx? 


Outre le rôle des invariants différentiels dans la Géométrie, Je 








(1) Le grand prix des Sciences mathématiques, obtenu en 1881. 
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comprenais l’importance qu'ils pouvaient acquérir en analyse, sans 
prévoir cependant qu'ils dussent m'amener bientôt aux équations 
différentielles linéaires. 

« C’est la Géométrie qui fournit les premiers exemples d'inva- 
» riants différentiels (!); c’est à Algèbre qu'il appartient d’en coor- 
» donner la théorie par la résolution de ce problème : Former, sans 
» en omettre aucun, les tnvartants différentiels de chaque ordre. 
Résoudre cette question », tel était l’objet du premier Mémoire (?), 
que, sous forme de thèse, je composai dans l'hiver 1855-1858. 
Il concernait les invariants à deux variables. Je le fis suivre d’un 
second Mémoire (*), intitulé : Sur les incariants diférentiels 
des courbes gauches, et concernant le cas de trois variables, dont 
une seule indépendante. 

Voici, malgré sa longueur, l’Introduction de ce travail; elle fait 
bien comprendre la nature des résultats des deux Mémoires : 

« Si l’on considère, dans l’espace, la figure composée de plusieurs 
» points, on sait quels sont les éaeariants absolus de cette figure, 
» c’est-à-dire les éléments numériques qui restent inaltérés quand, à 
» cette figure, on vient en substituer une autre qui lui soit homogra- 
» phique. Ces invariants sont les rapports anharmoniques des divers 
» groupes de six points constituant la figure. Il n’en est plus de 
» même si la figure est constituée par des points infiniment voisins. 
» Dans ce nouvel ordre d'idées, même, les faits sont différents suivant 
» la manière dont est censée composée la figure infinitésimale. Par 
» exemple, les points peuvent être supposés infiniment voisins sur 
» une surface; ils peuvent l'être aussi sur une courbe. Dans le 
» premier cas, ce sont les ineartants différentiels des surfaces ; 
» dans le second cas, les énvariants différentiels des courbes 
» gauches, qu'on est conduit à rechercher. C’est de ces derniers 
» qu'il s’agit ici. 

» Étant donné le nombre des points, si lon veut savoir quel est 
» aussi le nombre des invariants indépendants, cette question se 
» résout immédiatement. La figure composée de (7 + 1) points con- 


» séculifs sur une courbe est définie par les coordonnées de l’un 


(!) Extrait du Mémoire cité dans la note suivante, 

(2?) Sur Les invariants différentiels (Thèse, Paris, Gauthier-Villars, 1878). 

(9) Sur les invariants differentiels des courbes gauches (Journ. Éc. Polyt., 
XLVII Cahier, 1880, p. 1). 


OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


d’entre eux et les dérivées, jusqu’à l’ordre », de deux de ces coor- 
données par rapport à la troisième, en tout (27 + 3) quantités. 
D'autre part, une substitution homographique contient 15 arbi- 
traires. Donc, suivant un principe général, (22 — 12) est le 
nombre des invariants absolus pour la figure envisagée, ou, en 
d’autres termes, des invariants absolus jusqu’à l’ordre n inclusi- 
vement. Ainsi, pas d'invariant absolu au-dessous du septième 
ordre, puis, deux du septième ordre, deux autres du huitième, et 
ainsi de suite... Trouver, pour chaque ordre, à partir du septième, 
deux invariants absolus indépendants et exprimer par leur moyen 
tous les autres, telle est donc la question qui s’offre à ce point de 
vue. 

» Porté sur le terrain de l’Algèbre, le problème se pose en d’autres 
termes. Imaginons un invariant différentiel Ü, fonction algébrique 
des coordonnées +, y, 3 d’un point, et des dérivées y”, 3!, ..., y), 
z(t), prises par rapport à +; en sorte que U soit racine d’une 
équation algébrique ayant pour coefficients des fonctions entières 
ACT AS TA PE A TE ee (| 

» Soit f un de ces coefficients. L’équation f = o est évidemment 
invariante, c'est-à-dire qu'un changement de variables, fourni 
par les formules d’une substitution homographique arbitraire, 
transforme cette équation en elle-même. La fonction f ne sera pas 
nécessairement un invariant absolu; mais l'effet du changement 
de variables sera de la reproduire, multipliée par un facteur. Ce 
sera un éneartant relatif, ou simplement un tnvartant. On est 
ainsi tout naturellement conduit à l'étude des simples invariants. 
» Dans la théorie des formes algébriques, cette distinction des 
invariants absolus et relatifs s’est offerte aussi dès l’abord, et l’on 
démontre que le facteur, par lequel tout invariant relatif se mul- 
plie, est une puissance du déterminant de la substitution. 
L’exposant de cette puissance est un nombre caractéristique de 
l'invariant; on le nomme le poids. Si donc U, U' sont deux inva- 
riants, ayant respectivement les poids p, p', le quotient UP’: U'? 
est un invariant absolu. De là résulte immédiatement que le 
nombre des invariants relatifs indépendants surpasse, dans chaque 
cas, d’une unité le nombre des invariants absolus. Par exemple, les 
formes binaires quadratiques ou cubiques, n'ayant pas d’invariant 
absolu, ne peuvent avoir qu’un invariant relatif, le discriminant. 
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» Dans la théorie actuelle, des circonstances analogues se pré- 
» sentent. J’ai recherché la forme du facteur par lequel, dans le 
» changement de variables, se multiplie tout invariant différentiel. 
» Ce facteur a la forme A? Bô, À et B étant deux quantités indépen- 
» dantes de linvariant, et p, à deux nombres ne dépendant, au con- 
» traire, que de cet invariant. 

» J’appelle ces nombres le poids et le degré (1). [est alors mani- 
» feste qu'avec trois ineariants différentiels on peut former un 
» énvartant absolu. Car, si U, U', U” sont ces trois invariants, 
» caractérisés respectivement par les nombres (p, à), (p', à'), (p", 0"), 
» la quantité Uz'è"-r"à, U'r'ô-pè", U'rè-p'è est un invariant absolu. 
» En conséquence, au-dessous du septième ordre, il ne peut exister 
» que deux invariants différentiels. Ces deux invariants se trouvent 
» très aisément. | 

» À partir du septième ordre, voici les circonstances qui se pré- 
HILSENtENT : 

» Pour chaque ordre, il existe deux invariants indépendants, qui 
» sont linéaires par rapport aux dérivées de l’ordre le plus élevé et 
» qui méritent d’être dits fondamentaux. Effectivement, on 
» démontre que tout invariant est une fonction rationnelle des 
» tnvartants fondamentaux. Cette proposition est digne de 
» remarque; elle constitue, à mon sens, le véritable caractère dis- 
» ünctif des invariants différentiels. Dans la théorie des formes algé- 
» briques, on sait a priori, comme dans celle-ci, le nombre des 
». invariants indépendants, mais non pas le nombre des invariants en 
» fonction desquels tous les autres peuvent s'exprimer rationnel- 
» lement. Par exemple, pour les formes binaires du cinquième 
» degré, 1l n'y a que trois invariants indépendants, et cependant, 
» comme on le sait depuis la découverte de l’invariant gauche, due à 
» M. Hermite, il est nécessaire de prendre quatre invariants pour 
» pouvoir, par leur moyen, exprimer rationnellement tous les autres. 
» Au contraire, dans la théorie des formes infinitésimales, le nombre 
» des invariants indépendants coïncide toujours avec celui des inva- 
» riants r'ationnellement distincts. 


(1) Cette proposition était déjà contenue dans le Mémoire précédemment cité 
p. 17, note (1); les deux nombres p, à jouent un rôle essentiel pour l’objet que ce 
Mémoire avait en vue. 
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» Le problème, qui consiste à définir et à former tous les inva- 
» riants différentiels, se réduit donc à celui-ci : former, pour 
» chaque ordre, à partir du septième, deux invariants fonda- 
» mentaux. À son tour, ce dernier problème se réduit à la recherche 
» des invariants fondamentaux du septième ordre; car avec ces deux 
» invariants et ceux qui les précèdent, on compose deux invariants 
» absolus. Les dérivées de ces derniers fournissent deux invariants 
» relatifs du huitième ordre, qui sont fondamentaux. Avec ces der- 
» mers, On répète la même opération, et ainsi de suite. » 

À côté des questions théoriques, dont l’importance s’est accrue 
par les rapprochements que M. Sophus Lie en a faits (1!) avec sa 
théorie de la transformation des équations différentielles, les deux 
Mémoires sur les invariants contiennent des résultats de calcul. On 
y trouve, par exemple, l'équation différentielle, du neuvième ordre, 
des courbes du troisième degré; celle, du huitième ordre, des courbes 
du troisième degré ayant un invariant absolu donné, celle des 
courbes de troisième classe ; les équations différentielles des cubiques 
gauches, des courbes biquadratiques, des courbes situées sur les sur- 
faces du second degré. On voit par là que ces invariants offrent, pour 
le Calcul différentiel, les mêmes ressources que les invariants ordi- 
naires pour l’Algèbre. 

Leur utilité, dans le Calcul intégral, se manifeste aussi, en abaissant 
de sept unités l’ordre des équations différentielles invariantes ; mais 
ces équations sont tellement exceptionnelles qu’on ne pouvait guère 
s'y attacher. Deux Notes remarquables, présentées à l’Académie, 
en 1870, par M. Laguerre (?), me révélèrent le vrai rôle des inva- 
riants différentiels dans le Calcul intégral. 

« Soit () une équation linéaire du troisième ordre, à variable x. 
» J'en considère trois intégrales distinctes y,, +, Y2, dont les rap- 
» ports à l’une d’entre elles constituent deux fonctions de x. Sup- 





(:) Notamment dans le Mémoire intitulé : Classification und Integration der 
Differentialgleichungen zwischen x, y, die eine Gruppe von Transformationen 
gestatten (Archive for Mathematik og Naturvidenskab, 1883, p. 187). 

(?) Sur les équations différentielles linéaires du troisième ordre (20 janvier 1879), 
et Sur quelques invariants des équations différentielles linéaires (3 février 1879), 
p. 117 et 224 du t. LXXXVIII des Comptes rendus. 


() Extrait du Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires 


aux formes intégrables (couronné par l’Académie des Sciences) (Recueil des 
Savants étrangers, t. XXVIITI, 1853). 
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posons æ éliminé, 1l reste une équation entre ces rapports, ou wne 
relation homogène, indépendante de x, f(Y1, V2, Ya) = 0, entre 
les trois intégrales y,, y2, Y3. La fonction f dépend du choix des 
trois intégrales. Mais, si l’on change ces dernières, on effectue 
dans f une substitution linéaire et homogène sur les variables. 
Ainsi les tnvartants absolus de f sont des éléments dépendant de 
l'équation différentielle, mais de telle sorte que, d’une part, le 
choix des intégrales est indifférent, d'autre part ces invariants ne 
dépendent que du rapport des intégrales, et enfin ne dépendent 
pas non plus de la variable x et restent les mêmes si l’on change 
cette variable. Pour ces raisons, les invariants absolus de [ ne 
dépendent que de l’équation différentielle proposée et restent 
envartables st à cette équation on en substitue une autre qui en 
soit la transformée, par un changement arbitraire de la 
variable et la multiplication des intégrales par une méme 
fonction arbitraire. 

» Toutefois, comme on ne connaît pas /, mais l'équation différen- 
telle, 1l faut savoir quels sont ces invariants absolus de f que l’on 
pourra directement trouver sur l'équation différentielle. 

» On ne connaît pas les intégrales y,,Y», V3; mais aux environs 
d’une valeur arbitrarement choisie x, pour la variable, on sait, 
par l’équation même, développer ces intégrales en séries conver- 
gentes, ou, en d’autres termes, trouver leurs éléments infinité- 
simaux jusqu’à un ordre aussi élevé que l’on veut. C’est donc avec 
ces éléments qu'on doit composer les invariants dont il s’agit. 

» Regardons l'équation f(y:, Y2:, Y3)— 0 comme représentant 
une courbe plane, heu du point dont les coordonnées homogènes 
sont Y1, Yo, Ya. L'équation différentielle nous fournit les éléments 
infinitésimaux de cette courbe en un point quelconque. Com- 
posons avec ces éléments une fonction qui reste invariable dans 
les substitutions homographiques. Ce sera une fonction satisfaisant 
aux conditions requises. On sait composer de telles fonctions. J’en 
ai créé la théorie. Il en existe qui sont rationnelles par rapport aux 
coordonnées et à leurs dérivées; elles deviennent ici des fonctions 
rationnelles des coefficients de léquation différentielle et des 
dérivées de ces coefficients. La courbe que représente l'équation 
f= 0 peut être dite attachée à l'équation linéaire du troisième 
ordre. Elle ne change pas si l’on change la variable indépendante 
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» et la fonction par une subsüutution X — f(x), Y —=v(x)y. Elle 
» se transforme homographiquement si l’on change les intégrales. 

» Pour le quatrième ordre, on a une image géométrique de 
» même nature. On peut concevoir deux relations homogènes 
» F(Y13 Vas Vas Ya) = 0 F(Y1, Yo, Vas Ya) — 0 entre quatre inté- 
» grales, comme représentant une courbe gauche dont les invariants 
» différentiels sont des fonctions des coefficients de l’équation diffé- 
» rentielle, restant invariables par ia substitution précédente. 

» Au delà du quatrième ordre, si l’image géométrique fait défaut, 
» l’objet ne subsiste pas moins, et l’on conçoit encore l’existence de 
» fonctions analogues. » 

Ces fonctions des coefficients de l’équation différentielle, avec 
leurs dérivées, qui ne changent pas quand on change la variable indé- 
pendante et la fonction, ces znvariants de l’équation différentielle 
linéaire, identiques absolument, on le voit, avec les invariants diffé- 
rentiels, voilà justement ce que M. Laguerre et, après lui, M. Brios- 
chi (!‘) signalaient à lattention des géomètres. Je les reconnus 
aussitôt : chacun des résultats déjà conquis dans les invariants diffé- 
rentiels passait dorénavant dans la théorie des équations linéaires. 
Ces équations différentielles des courbes du troisième degré, des 
courbes biquadratiques, que j'avais calculées, se changeaient immé- 
diatement en des équations différentielles linéaires à intégrales algé- 
briques, qu’on n'avait pas encore formées. Elles fournissaient encore 
des équations linéaires à coefficients doublement périodiques, ana- 
logues à celles dont les travaux de M. Hermite et la belle découverte 
de M. Picard venaient, quelques mois après (?), révéler l’importance. 
J'y trouvais cependant des caractères différents, leurs intégrales 
n'étant pas uniformes, ce qui me conduisait à la découverte d’une 
classe d'équations différentielles linéaires se rattachant, de la manière 
la plus intime, à la division de l’argument dans les fonctions ellip- 
tiques. 

L'Académie avait proposé, pour sujet du Grand Prix des Sciences 
mathématiques de 1880, la question suivante : « Perfectionner en 
» quelque point important la théorie des équations différen- 


(1) Sur les équations differentielles linéaires (Extrait d’une Lettre de M. Brioschi 
à M. Laguerre, 11 avril 1879) (Bulletin de la Société mathématique, t. VIT, p. 105). 

(2?) Sur une classe d'équations differentielles linéaires, Note de M. E. Picard, 
19 janvier 1880 ( Comptes rendus, t. XC, p. 128). 


» 
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trelles linéaires à une seule variable indépendante. » Je me hâtai 


de prendre part au concours, et fus assez heureux pour réussir. 


Voici, dans le rapport de M. Hermite, la partie qui me concerne. 


Je la reproduis en entier, aux dépens de la modestie, mais il me 


serait impossible de faire une analyse plus juste. 


« Dans (!) les travaux dont la théorie générale des équations diffé- 
rentielles linéaires a été récemment l’objet, on a eu principalement 
en vue d'obtenir l'intégrale dans les cas où elle peut s'exprimer 


par des fonctions uniformes de la variable. Les belles découvertes 


de M. Fuchs, qui ont joué le principal rôle dans ces recherches, 
servent également de base pour l'étude plus profonde et plus diffi- 
cile entreprise par l’auteur du Mémoire n° 1, portant pour épi- 
graphe : C’est ici un livre de bonne foi, lecteur. I part de ce 
fait que la transformée d’une équation différentielle linéaire, 
obtenue en substituant à la variable indépendante une fonction 
quelconque d’une nouvelle variable, est une équation linéaire de 
même ordre, et qu'il. en est de même si l’on multiplie l’inconnue 
par une seconde fonction arbitraire de cette nouvelle variable. 
Cela étant, l’auteur se propose de déterminer ces deux fonctions, 
de manière que l’équation transformée soit à coefficients constants, 
ou bien soit intégrable au moyen de fonctions uniformes, sim- 
plement rationnelles ou doublement périodiques. Ces questions 
sont, Comme on voit, aussi importantes que difficiles; la 
solution complète et générale, qui est exposée dans le Mémoire, 
montre un talent mathématique de l’ordre le plus élevé. Rien n’est 
plus intéressant que de voir s’introduire dans cette recherche de 
Calcul intégral les notions algébriques d’invariants qui ont pris 
naissance dans la théorie des formes, et ces nouvelles combinaisons 
faire apparaître les éléments cachés dont dépend, sous ses diverses 
formes analytiques, l'intégration d’une équation donnée. C’est à 
M. Laguerre qu’est due l’idée ingénieuse et profonde des invariants 
et covariants des équations différentielles hinéaires; il en a ré, 
pour les équations du troisième et du quatrième ordre, plusieurs 
beaux théorèmes, et M. Brioschi s’est aussi occupé avec succès du 
même sujet; mais l’auteur du Mémoire que nous analysons en à 
encore mieux fait ressortir toute l'importance. Il y joint une con- 





(!) Comptes rendus, t. NC, 1881, p. 592. 
ai 


© 
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» sidération qui joue également dans ces recherches un rôle essen- 
» tiel, c’est celle du genre d’une équation algébrique entre deux 
» variables, introduite en analyse par Riemann et qui est si souvent 
» employée dans les travaux de notre époque. Des applications 
» exposées avec tous les détails nécessaires offrent un grand nombre 
» de résultats entièrement nouveaux et du plus haut intérêt. Nous 
» nous bornons à citer comme particulièrement remarquables des 
» équations du troisième et du quatrième ordre contenant un para- 
» mètre arbitraire, puis d’autres d'ordre impair se rattachant à la 
» division de l’argument dans les fonctions elliptiques, dont la solu- 
» tion, qui n’est pas une fonction uniforme, est obtenue par ces 
» transcendantes. Nous jugeons que ce Mémoire a ajouté à la théorie 
» des équations différentielles linéaires des méthodes générales et 
» des résultats d’une haute importance, et qu’il est digne du grand 
» prix des Sciences mathématiques. » 

Le Mémoire, sur lequel on vient de voir porter un jugement si 
favorable, entièrement inspiré par la théorie des invariants différen- 
tels, est bien loin d’avoir épuisé la série des conséquences que cette 
théorie renferme. C’est elle qui domine encore dans le travail (!) 
écrit en 1893 sous ce titre : Sur les invariants des équations 
différentielles linéaires du quatrième ordre. Je m'y suis surtout 
préoccupé d'établir harmonie complète entre les invariants diffé- 
rentiels des courbes gauches, tels que je les avais considérés d’abord, 
et les invariants des équations du quatrième ordre. On y voit une 
application que je dois signaler : 1° Trouver la condition sous 
laquelle les solutions d’une équation différentielle linéaire du 
quatrième ordre sont liées par une relation quadratique homo- 
gène à coefficients constants; 2° cette condition satisfaite, réduire 
celle équation à deux équations linéaires du second ordre. Ce 
problème m'avait été suggéré par une Note de M. Goursat (?). Il se 
rapproche aussi des questions que M. Davide Besso, professeur à 
Rome, a étudiées avec succès dans ces dernières années (?). Des 
équations à coefficients doublement périodiques offrent, dans mon 


(1) Sur quelques équations différentielles linéaires du quatrième ordre (C. R. 
Acad. Sc.,t. XOVII, 1885, p. 247). — Sur les invariants des équations différen- 
tielles linéaires du quatrième ordre ( Acta mathematica, t. III, 1883, p. 325). 

(*) Comptes rendus, t. XCVII, 1885, p. 3r. 

(*) Dans plusieurs Mémoires insérés au recueil de l’Académie royale des Linceti. 
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Mémoire, des exemples à remarquer. Mais je ne veux pas m'y 
arrêter : c’est à l’avenir qu'il faut demander la solution des questions, 
dont j'ai là abordé la première. Ces questions, pleines d’intérêt, 
concernent les formes quadratiques dans leurs rapports avec les 
équations différentielles linéaires. 

C'est encore une application immédiate des invariants différentiels 
qui fait l’objet d’une lettre adressée à M. Félix Klein, et publiée 
dans les Mathematische Annalen, en 1884 (1). Il s’agit là d’une 
équation différentielle linéaire du troisième ordre, intimement liée à 
la transformation du septième ordre des fonctions elliptiques. 
L'éminent géomètre de Leipzig, au cours de ses admirables travaux 
sur la transformation, avait signalé l'existence de cette équation, 
mais renoncé à la construire. La connaissance des invariants permet 
de l'écrire, pour ainsi dire, sans aucun calcul; elle est fort simple, 
et, circonstance que Je n attendais pas, c'est un cas d’une équation 
génétale dont, pour d’autres valeurs numériques des coefficients, 
J'avais, dans le Mémoire couronné par l’Académie, signalé des pro- 
priétés curieuses. Dans cette Note de quatre pages, les géomètres 
apercevront peut-être, non pas seulement un progrès pour l’art du 
calcul, mais encore un acheminement vers les équations linéaires, 
intégrables algébriquement, que la transformation des fonctions 
elliptiques dérobe à notre curiosité. 

Les sujets de recherche naissent les uns des autres : quelle dis- 
tance entre les multiplicateurs des équations différentielles et les 
caractéristiques pour les coniques! Et cependant rien n'est plus 
naturel et plus vrai que cet enchaînement fatal, par où je me vois 
aujourd’hui conduit à l’étude des formes algébriques, composées 
avec les diverses solutions d’une même équation différentielle 
linéaire. C’est dans un des Mémoires précédents (?) que mes 
nouveaux travaux Sur les multiplicateurs des équations différen- 
tielles linéaires (%) et Sur un problème concernant les équa- 
tions différentielles linéaires (‘), ont leur origine. 


(!) Sur une equation differentielle linéaire du troisième ordre (Extrait d’une 
Lettre adressée à M. F. Klein) (Mathematische Annalen, t. XXIV, 1884, p. 461). 

(2?) Sur Les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième 
ordre (Acta mathematica, t. III, 1883, p. 325). 

(3) Sur les multiplicateurs des équations différentielles lineaires (trois Notes) 
CO HAradSc:, t.:-XCVIT, "1883, ‘p: 1408 et'14571, etrt. XCVIITI, 1884, p. 134). 

(‘) Sur un problème concernant les équations différentielles linéaires (Journal 
de Mathématiques, 4° série, t. 1, 1885, p. 11). 
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« Si (!), entre les diverses solutions d’une même équation diffé- 
» rentielle linéaire, solutions d’ailleurs inconnues, il existe une 
» relation connue, quel profit peut-on en tirer pour l'intégration ? 
» À cette question, d’un caractère si indéterminé, la réponse est que, 
» en général, on peut trouver explicitement, sans aucune tnté- 
» gration, les solutions qui figurent dans la relation donnée. » 
Ces généralités, que suggère immédiatement la théorie de l’élimina- 
tion, sont peu instruclives, presque inutiles. Se bornant au cas où la 
relation envisagée est algébrique, on réduit le problème à ces termes : 
« Intégrer une équation différentielle linéaire, quand on 


LA 
LA 


connait, en fonction de la variable indépendante, l'expression 
d’un polynome entier, homogène, à coefficients constants, 


LA 
Le 


» formé avec les solutions inconnues (?). » 

Par un lien, qui surprend d’abord, ce polynome, cette forme 
algébrique, où les indéterminées sont des solutions diverses de 
l'équation différentielle, se change immédiatement en une autre 
forme algébrique où ne subsiste plus qu’une seule solution avec ses 
dérivées. On se trouve ainsi en présence de ces intégrales non liné- 
aires, signalées à l’attention par un beau théorème de M. Darboux (?). 
Ce théorème, analogue à celui de Poisson sur les équations de la 
Mécanique, fait prévoir que la connaissance d’une Intégrale conduit 
ordinairement à l'intégrale complète. Pour justifier cette prévision, 
j'ai réduit les calculs en remplaçant les intégrales par les multiphica- 
teurs qui leur correspondent. Ces multiplicateurs sont, eux aussi, 
des formes algébriques homogènes, mais de degré moindre. Avec 
eux, l’Algèbre moderne offre assez de ressources pour qu'il soit pos- 
sible d'arriver au but. J’en ai, par exemple, pu tirer la solution 
complète et explicite de ce problème : 

Intégrer une équation linéaire du troisième ordre, connaissant, 
en fonction de la variable indépendante, l'expression d’une 
forme cubique ternatre, composée avec trois solutions inconnues. 

Quelques fragments marquent encore mes efforts dans la théorie 
des équations différentielles. Une Note de 1864 (*), relative aux 


équations à coefficients constants, ne mériterait aucune mention, si 


(1) Extrait du Mémoire cité dans la note précédente, 

(2) /bid. 

(*) Sur les systèmes d'équations linéaires à une seule variable indépendante 
(Comptes rendus, t. XC, 1880, p. 524 et 596). 

(*) Sur l’intégration des équations linéaires (C.R. Acad. Sc., 1. LVILL, 1864, p.471.) 
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elle ne rappelait à ma reconnaissance la bienveillance extrême d’un 
professeur éminent. Par une autre, de 1881 (‘), j'ai fait connaître 
une forme nouvelle d'équations réductibles à celles dont les coeffi- 
clients sont constants. Mais j’attache plus de prix à deux Communi- 
cations adressées, la même année, à l’Académie : dans la première (?), 
Jai défim, par l’équation de Gauss, des fonctions hypergéomé- 
triques qui trouvent leur place parmi les fonctions si brillamment 
imaginées par M. Poincaré; dans la seconde (*), ces fonctions 
m'ont permis d'intégrer un système d’équations différentielles non 
linéaires, analogue à celui d’où dépend la connaissance du mouve- 
ment d’un solide dans un fluide. Un cas particulier fournit la solution 
d'un problème géométrique, posé par M. Darboux, dans son Mémoire 
sur les coordonnées curvilignes (*). J’ai traité à part ce cas particu- 
lier (5) par une analyse spéciale, propre aux fonctions elliptiques 
modulaires. 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Les analyses précédentes ont plusieurs fois mentionné les fonctions 
elliptiques, qui jouent, en effet, un rôle considérable dans mes 
recherches sur les équations différentielles. Mais auparavant les 
invariants différentiels eux-mêmes m'y avaient arrêté en m'offrant 
[dans le Mémoire (6) Sur les invariants différentiels] une équation 
qui, intégrée algébriquement, demeurait entourée de quelque obscu- 
rité et s’éclairait tout à coup par la multiplication des arguments 
elliptiques. Ce fut l’origine d’un Mémoire condensé, un peu trop 
peut-être, en trois Communications adressées à l’Académie (7). La 





(!) Sur une classe d'équations différentielles linéaires (C.R. Acad. Sc., t. XCIT, 
1007, D 770 ). 

(2?) Sur des fonctions qui proviennent de l’équation de Gauss (C. R. Acad. 
SORT RCINIIS81, p. 856). 

(*) Sur certains systèmes d'équations différenlielles (C. R. Acad. Sc., t. XCIT, 
1881, p. 1404). 

(‘) Annales de l’École Normale supérieure, 2° série, t. VII, p. 149. 

(5) Sur un système d'équations différentielles (C. R. Acad. Sc.,t. XCIX, 1851, 
p. 1101). 

H'HÉutésnote (2); p.27. 

(‘) Sur la multiplication dans les fonctions elliptiques (C. R. Acad. Sc., 
t. LXXXVIII, 1839, p. 414). — Sur l'intégration d’une équation différentielle 


38 ŒUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


forme, sous laquelle y est présentée la multiplication, ne s’est pas 
trouvée aussi nouvelle que j'avais cru d’abord; mais cette légère 
déconvenue m'a donné seulement le vif désir de m'initier aux 
progrès accomplis par M. Weierstrass dans des Leçons qui ne 
nous étaient pas connues (!}), progrès incontestables et dont un 
de mes Mémoires (?) contribuera, peut-être, à faire apprécier la 
valeur, 

Ce premier travail de 1859 reste cependant original, non seule- 
ment par les équations différentielles qu'il fait connaître, mais encore 
par une nouvelle combinaison, parfaitement appropriée aux appli- 
cations de Géométrie où la muluplication elliptique joue un rôle. Je 

M? — 4 m?—1 

veux parler de la combinaison H(mz)H(:) * H(2:) * , com- 
posée avec la fonction H de Jacobi, et un entier arbitraire m. Aussi 
bien que dans les invariants différentiels, je l'avais rencontrée en 
étudiant les polygones de Poncelet, objet d’un long travail, composé 
en 1877. Je n’ai publié, de ce travail, qu’un court fragment (?), 
borné à la partie la plus élémentaire, En me permettant de résoudre 
explicitement un problème, bien autrement ardu, dans la théorie des 
courbes du troisième degré, la combinaison dont 1l s’agit a prouvé 
son importance. | 

Quand, suivant l’idée féconde de M. Clebsch, on fait correspondre 
aux points d’une cubique plane un argument elliptique variable, qui 
soit nul en un point d'inflexion, on voit immédiatement se signaler à 
l'attention les points particuliers x», dont les arguments, multiphiés 
par 3m, reproduisent les périodes. Ces points ont, au surplus, une 
définition géométriqué très simple. « Trouver le covariant qui 
» s'évanouit en chacun de ces points et former l'équation du lieu 





— 


(C. R: Acad. Sc., t. LXXXVIIT, 1879, p. 562). — Sur deux équations aux dérivées 
partielles, relatives à la multiplication de l’argument dans les fonctions ellip- 
ques (C. R. Acad. Sc., t. LXXXVIIT, 1879, p. 698). 

(1) Ma Note, de 1859, Sur le developpement d'une fonction intermédiaire 
(Bull. Soc. math. Fr., t. VII, 1839, p. 92) marque l’effort que je fis à cette époque 
pour retrouver, sur de vagues indications, les fonctions de M. Weierstrass. Mais 
bientôt des feuilles lithographiées, qui me furent gracieusement offertes, m'’affran- 
chirent de ce travail. On possède maintenant des feuilles imprimées, dont la publi- 
cation est en cours; elles sont dues aux soins de M. Schwarz. 

(2) Sur une courbe élastique (Journ. Éc. Polyt., LIV* Cahier, 1884, p. 183). 

(*) Sur certaines propriétés métriques, relatives aux polygones de Poncelet 


(Journal de Mathématiques, 3° série, t. V, 1879, p. 285). 
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» des points x, pour le faisceau des cubiques ayant en commun 
» leurs points d’inflexion, » tel est le problème que j'ai explici- 
tement résolu dans un Mémoire intitulé Recherches sur les courbes 
planes du troisième degré (1), composé en 1879. Ge lieu, qui 
se décompose toujours en huit courbes ou en neuf courbes distinctes, 
suivant que le nombre m est divisible ou non par 3, a pour degré 
une fonction arithmétique du nombre m. Cette intervention de la 
théorie des nombres dans une question géométrique ne peut sur- 
prendre les mathématiciens familiarisés avec la division des argu- 
ments elliptiques. 

Le Mémoire qui porte pour titre : Problème concernant les 
courbes planes du troisième degré (?) me paraïîtrait aujourd’hui 
bien simple, si la peine qu'il m’a coûtée n’était présente à mon sou- 
vemr. Voici ce problème : « Étant donnée une courbe plane du 
» Lroistème degré, trouver une courbe de la troisième classe, 
» qui soit tangente à la proposée en neuf points. » D’après un 
élégant théorème de M. Cremona, on connaissait, par avance (*), 
trois solutions, les cayleyennes des trois réseaux de coniques, 
dont la courbe proposée est la hesstenne commune. Mais, quand 
je voulus savoir s’il existe d’autres solutions, j’essayai vainement 
toutes les armes de mon arsenal géométrique, et, sans l'addition 
des tiers de périodes, j'aurais dû me résigner à ignorer que les trois 
cayleyennes sont les seules solutions du problème. 

Ce n’est pas, comme on pourrait le croire, l'attrait d’un inconnu, 
quelque peu bizarre, qui me poussait à ce problème; loin de là, 1] 
m'était nécessaire pour l’étude d’une classe d'équations différentielles 
du second ordre qui, sans avoir vu le jour encore, me préoccupe 
depuis longtemps. 

Voici encore un problème où lon ne pouvait guère s'attendre à 
l'intervention des fonctions elliptiques : « Une courbe plane de 
» degré 3m a neuf points multiples, chacun d'ordre m; on donne 
» huit de ces points et l’on demande le lieu du neuvième. » C’est 


cependant par la division de l'argument qu’on peut le mieux étudier 








(!) Recherches sur les courbes planes du troisième degré (Mathematische Anna- 
RAC XV. 1870; p.359 ): 

(2?) Problème concernant les courbes planes du troisième degré (Bull. Soc. 
mobnorin;t, IX, 1850, p. 06). 

() Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, p. 116. 
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ce lieu, dont le degré est 


P;q,7,... étant les facteurs premiers du nombre m, comme on le 
voit dans le Mémoire intitulé : Sur les courbes planes du sixième 
degré à neuf points doubles (1). 

Instruit par ces travaux, j'ai pu enfin aborder une application des 
fonctions elliptiques à la Mécanique, difficile dans les formules, 
compliquée dans la discussion. C’est la courbe élastique sous pres- 
sion normale uniforme, imaginée par M. Maurice Lévy, qui fait 
l'objet de cette application. Ce savant académicien, recherchant la 
condition de stabilité d’un anneau circulaire, comprimé normale- 
ment (?) sur tout son périmètre, avait laissé, dans son élégante solu- 
ion, une lacune à faire disparaître : il me conseilla de le tenter en 
effectuant, pour ce problème, l’inversion des intégrales elliptiques 
qu'il y avait rencontrées. J'y parvins, en effet, et donnait la solu- 
üon demandée dans une Note présentée à l’Académie le 18 février 
1884 (?). « Mais l’étude de la nouvelle courbe élastique () m'a vile 
» entraîné au delà. Examinée géométriquement, cette courbe pré- 
» sente bien des formes différentes, dont deux seulement s'appliquent 
» au problème en question. J’ai désiré connaître toutes ces formes et 
» exprimer leurs éléments par des développements en séries expli- 
» cites; pour rendre ces séries réelles, 1l a fallu distinguer trois caté- 
» gories de formules, tandis qu’une seule convient au problème de 
» M. Maurice Lévy. Il m'a paru désirable de rechercher ensuite des 
» applications mécaniques pour chaque forme de la courbe. De là 
» une nouvelle source de développements.... » Le Mémoire Sur 
une courbe élastique (5), d’où ce passage est extrait, est précédé 








(!) Sur les courbes planes du sixième degré à neuf points doubles (Bull. Soc. 
math:vFr;, te 083, D. «02 ); 

(?) Sur un nouveau cas intégrable du problème de l’élastique et l’une de ses 
applications (Comptes rendus. t. XCVII, p. 694, et Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, 3° série, t. X, 1883, p. 1). 

() Sur une courbe élastique (C.R. Acad. Sc., t. XCVIII, 1884, p. 422). 

(*) Extrait du Mémoire Sur une courbe élastique (Journ. Éc. Polyt., LUV® Cahier, 
1584, p. 183. 

(°) Cité dans la Note précédente. 


NOTICE SUR LES TRAVAUX MATHÉMATIQUES. 41 


d’une Vote sur l’inversion des intégrales elliptiques (\); j'ai 
réuni dans cette Note divers résultats dont l'utilité ne sera pas bornée 
à l'application en vue de laquelle j'ai dû les rechercher. 


THÉORIE DES NOMBRES. 


Des fonctions elliptiques à la théorie des nombres, la transition 
est traditionnelle. J’ai seulement le regret de n'avoir à parcourir ici 
que des travaux arithmétiques d’une faible importance. 

Une formule célèbre, trouvée d’abord par l'induction, a conduit 
Euler à une lot tout extraordinaire des nombres par rapport à la 
somme de leurs diviseurs. Elle sert aussi à prouver un théorème de 
partitions non moins remarquable. Les fonctions elliptiques fournis- 
sent la démonstration de la formule d'Euler. Jacobi n’en a pas moins 
consacré un Mémoire assez long (2?) à la démonstration directe du 
théorème de partitions, démonstration renouvelée depuis avec une 
grande élégance par M. Franklin (#). J'ai voulu, à mon tour, deman- 
der à PArithmétique la preuve de la lot tout extraordinaire elle- 
même et de ses analogues, dont j'ai trouvé un grand nombre. C’est à 
quoi j'ai réussi dans un Mémoire intitulé Sur diverses formules 
récurrentes concernant les diviseurs des nombres entiers (*), 
publié en 1858, et précédé de deux Notes sur le même sujet (5). 
L'une des formules conduit à une démonstration nouvelle, après 
tant d’autres, pour la loi de décomposition des nombres premiers en 
somme de deux ou trois carrés. Cette démonstration indirecte résulte 
de ce que la formule met en évidence les faits suivants : tout nombre 
premier, non décomposable en somme de deux carrés, est de la 
forme (4m —1); tout nombre premier, non décomposable en somme 
de deux ou trois carrés, est de la forme (8m — 1). 


(:) Note sur l'inversion des intégrales elliptiques (Journ. Éc. Polyt., LIV* Cahier, 
1884, pe 171). 

(?) Mathematische Werke, t. I, p. 345. Ce Mémoire ne figure pas dans les Volumes, 
parus jusqu'ici, de la magnifique édition nouvelle. 

(5) Comptes rendus, t. XCII, 1881, p. 448. 

(*) Sur diverses formules récurrentes concernant les diviseurs des nombres 
entiers (Bull. Soc. math. Fr., t. VI, 1878, p. 17%). 

(°) Sur une formule récurrente concernant les sommes des diviseurs des 
nombres entiers (Bull. Soc. math. Fr.,t. V, 1877, p. 158); Sur les sommes des 
diviseurs des nombres entiers, et les décompositions en deux carrés (Bull. Soc. 


MC DVI, 1878, p.119). 
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La collection complète des fractions ordinaires, dont les dénomi- 
nateurs ne dépasse pas un nombre arbitrairement choisi, ne semble 
cuère devoir être l’objet de bien hautes spéculations mathématiques. 
Cependant, en rangeant cette collection, Farey, dans l’année 1816 (1), 
y remarqua une loi surprenante : Si l’on y prend deux fractions dis- 
tantes de deux rangs, et que l’on compose une nouvelle fraction ayant 
pour numérateur la somme des numérateurs des précédentes, pour 
dénominateur la somme de leurs dénominateurs, cette nouvelle 
fraction est justement égale à celle qui, dans la collection rangée par 
ordre de grandeur, est intercalée entre les deux fractions considérées. 
Ce fut Gauchy qui, à la séance suivante de la Société philomathique, 
apporta la démonstration. Revenant sur ce sujet curieux, j'ai, dans 
un petit Mémoire de 1875 (?), fait connaitre l’existence de la même 
propriété pour une infinités d’autres suites, analogues à celles de Farey. 

C’est dans une partie bien autrement difficile de la théorie des 
nombres que j'ai, en 1883, tenté un essai, comme on peut le voir par 
une Note sur l’Approximation des sommes de fonctions numé- 
riques (?). Pour but, je m'y propose, à l'exemple de Dirichlet, 
la recherche des expressions asymptotiques; pour moyen, J’emploie 
les intégrales imaginaires, comme l’a fait Riemann. Cette Note, 
d’après mon espoir, devait avoir une suite. J’avoue que des obstacles 
inattendus m'ont arrêté : une proposition, affirmée par Riemann 
dans son Mémoire sur les nombres premiers, sert de fondement au 
travail que j'ai préparé; mais cette proposition que naturellement 
j'admettais n’a pu être prouvée. Il faudra peut-être, avant qu’on sache 
l’établir (et 1l est vraisemblable que Riemann ne la pas su faire), 
de nouveaux progrès sur une notion encore bien nouvelle, le genre 
des transcendantes entières. 


THÉORIE DES SÉRIES. 


Pour s’aventurer, sans trop de risques, sur ce périlleux terrain, 
il faut connaître, dans ses détours subuls, la théorie toujours nou- 
velle des séries infinies. Mon premier Mémoire, sur cette partie 


(1) Bulletin des Sciences pour 1816. 
(*) Sur des suites de fractions, analogues à la suite de Fe (Bull. Soc. math. 
Era Lieu 8e Da 70): 

(*) Sur l’approzimation des sommes de fonctions numériques (C. R. Acad. Sc., 
t. XCVI, 1883, p. 634). 
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de l’Analyse, est de 1881 (!). C’est une série nouvelle, imaginée 
par M. Léauté (?), pour l’interpolation des fonctions expérimentales, 
qui en a été l’origine. Généralisant l’idée de M. Léauté, j'ai considéré 
des séries très diverses, procédant toutes suivant des polynomes en- 
uers, dont chacun est la dérivée du suivant. C’est là, pour une suite 
indéfinie de polynomes, une loi générale de formation, qui laisse place 
à beaucoup de variété; elle avait donné lieu récemment à un travail 
intéressant, dû à M. Appell. 

Il s'agissait de découvrirles conditions, à la fois nécessaires et suffi- 
santes, pour que le développement d’une fonction soit possible par ces 
séries nouvelles. J’y ai réussi, el j'ai rencontré là un caractère distinctif 
de certaines fonctions entières, qui semble intervenir pour la première 
fois en Analyse. Ce caractère est relatif à la manière dont les dérivées 
successives de la fonction varient, quand lindice de dérivation 
devient très grand; 1l consiste en ceci : pour une telle fonction f(x), 
il existe des constantes &, telles que le produit &” f(#)(x) ne devienne 
pas infini avec m. Il a été, pReu rattaché par M. Poincaré à lanotion 
du genre (?). 

Pour fixer un peu les idées, citons des exemples : la fonction sinx 
a ce caractère, et sin(x?) ne l’a pas. Seules les fonctions qui ont ce 
caractère sont développables par les séries dont je parle, et elles le 
sont pour toutes les valeurs de la variable. De telles circonstances, si 
différentes de celles que suppose l’idée d’interpolation, pourraient 
donner singulièrement à réfléchir. 

Après ces séries nouvelles, je m’enhardis à l’étude d’une série 
ancienne, qui s'était refusée jusqu'alors à livrer son secret. Elle nous 
vient du célèbre géomètre Abel et n’a été publiée par lui que pour le 
développement des polynomes entiers (*). Mais parmi ses € travaux 


(!) Sur certaines séries pour le développement des fonctions (deux Notes) 
(CR: Acad. Sc., t. XCIII, 1881, p. 7581 et 8353); Sur des séries pour développer 
les fonctions d’une variable (Bull. Sc. math. et astron., 2° série, t. V, 1881, 
p+ 462). 

(?) Développement d’une fonction à une seule variable, dans un intervalle 
donné, suivant les valeurs moyennes de cette fonction et de ses dérivées successives, 
dans cet intervalle, par M. Léauté (Comptes rendus, t. XC, 14 juin 1880, p. 1404). 

(*) Sur les fonctions entières, par M. H. Poincaré (Bulletin de la Société 
mathématique, t. XI, 20 juillet 1883, p. 136). 

(*) Démonstration d’une expression de laquelle la for mule binome est un cas 
particulier, publiée dans le Journal de Crelle, t. 1, 1826 (Œuvres complètes, t. T, 
p. 102 de la 2° édition). 
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» de jeunesse, datant d’une époque où sa critique n'étail pas encore 
» complètement développée (!) », et publiés après sa mort, on la 
trouve appliquée aux fonctions quelconques, comme il était 
naturel (?). 

Rectiliant une faute de Lagrange, dans la théorie du pendule, 
Bravais s’écrie : « Tant il est vrai que l'erreur est tellement humaine, 
» qu'elle peut se glisser sous la plume du plus illustre géomètre ! (®) ». 
N’éprouve-t-on pas le même étonnement philosophique et douloureux 
en voyant, dans le Mémoire d’Abel, les logarithmes développés par une 
formule dont l’inexactitude est évidente ? Le rapprochement serait 
pourtant bien injuste, entre la faute qui s'étale au grand jour dans la 
Mécanique analytique, et l'erreur qui se dissimule dans un manus- 
crit dédaigné de son auteur. 

Ces souvenirs sont permis en consolation de nos propres erreurs. 

C'est le même caractère des fonctions, nécessaire aux séries dont 
je parlais tout à l’heure, qui est nécessaire encore au développement 
par la série d’Abel. J'ai, par son intervention, réussi à établir la 
théorie exacte de cette série, qui, mieux connue, gagne en intérêt (*). 
N'est-il pas, par exemple, bien curieux qu’appliquée à une fraction 
rationnelle quelconque, la série d’Abel converge toujours et ne 
représente jamais celte fraction ? 

Des circonstances de cette nature, qui déconcertent les anciennes 
méthodes, et nous rappellent impérieusement à la rigueur mathéma- 
tique, se sont déjà offertes dans d’autres séries. Cauchy, pour la pre- 
mière fois, les a montrées dans la série de Taylor. On en voit des 
exemples, à volonté, dans celles qui font l’objet de mon premier 
Mémoire. Mais toujours 1l fallait chercher l’exemple un peu loin; 
la série d'Abel le donne immédiat. Ma Note du 9 octobre 1882 (5) 
fait connaître une autre série, plus décevante encore. Elle est à peine 
plus compliquée que la série d’Abel; les coefficients s’y déterminent 





(1) Cette phrase est empruntée à la préface, placée par MM. Sylow et Lie, en tête 
de la 2° édition des Œuvres d’Abel (préface, p. nr). 

(#) 7010 RE 002: 

(*) Mécanique analytique, par J. Lagrange; 3° 
par M. J. Bertrand; t. II, 1855, p. 355, Note VII. 

(*) Sur une série d’Abel (C. R. Acad®Sc., t. XCIII, 1881, p.100) 97e 
série d’Abel ( Bull. Soc. math. Fr., t. X, 1881, p. 67). 

(°) Sur une série pour développer les fonctions d’une variable (C. R. Acad. Sc., 
t'XCNVS 18823 /p°1064; 


édition, revue, corrigée et annotée 


Te 
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par des intégrales définies, et l’on pourrait croire, d’après lexemple 
de la série de Fourier, qu’elle s'applique, pour ainsi dire, à toutes les 
fonctions. Bien au contraire, elle ne se prête qu’à des fonctions en- 
lières très spéciales, dont les dérivées successives décroissent très 
rapidement quand augmente l’ordre de dérivation, et qui, par là, 
se rapprochent beaucoup des polynomes entiers. On ne peut déve- 
lopper ainsi, pas même la fonction exponentielle; et pourtant la série 
converge ! Il n'appartient pas au hasard de suggérer un tel exemple : 
c'est Jà, en effet, un fragment détaché d’un travail fort long, que je 
n'ai pas encore achevé. 


SUJETS DIVERS. 


J'ai passé en revue l’œuvre de mes labeurs; voici maintenant celle 
de mes loisirs, mobile et diverse, suivant la devise : « Variami sem- 
» per dant otia mentem ». J'en analyserai seulement quelques 
pièces. 

Le contact des surfaces quelconques avec les surfaces du second 
degré offre une exception singulière à la théorie générale. Cette 
exception a été signalée par M. Hermite dans son Cours d'Analyse 
de l'Ecole Polytechnique. En écrivant le Mémoire Sur le contact 
des surfaces (1), jai voulu rechercher si cette exception est 
isolée. Elle a ses analogues dans le contact des surfaces quelconques 
avec celles du troisième, du quatrième et du cinquième degré. Ces 
questions n’intéressent pas seulement la Géométrie, mais aussi une 
partie de l'Analyse, où l’on s'occupe de former les équations aux 
différences partielles par lPélimination. Le théorème de M. Hermite 
peut s’énoncer ainsi : Les surfaces du second degré sausfont à deux 
équations aux différences partielles du: troisième ordre, exprimant la 
double génération rectiligne. De même, les surfaces du troisième 
degré satisfont à trois équations du cinquième ordre, celles du qua- 
trième à trois équations du septième ordre, et celles du cinquième 
degré à une équation du neuvième ordre, résultats Lous contradic- 
toires à ceux que suggère le simple dénombrement des constantes à 
éliminer. Dans ce Mémoire de 1854, apparaît l’idée première des 
invariants différentiels. 








(:) Sur le contact des surfaces (Bull. Soc. math. Fr., t. IT, 1874, p. 28). 


46 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


Un lien curieux rattache au précédent le petit Mémoire (!) 
intitulé : T'héorème concernant les surfaces dont les rayons de 
courbure principaux sont liés par une relation. D'après la propo- 
sition de M. Hermite, que je viens de rappeler, les surfaces quel- 
conques ont, en certains points isolés, des contacts excepuionnels 
avec des surfaces du second degré. Dans le cas spécial où les rayons 
de courbure principaux sont liés par une relation, ces surfaces du 
second degré osculatrices sont de révolution, où bien se réduisent 
soit à des cônes, soit à des cylindres. C’est ce qui résulte d’une inter- 
prétation donnée à l’équation aux différences partielles, exprimant la 
relation entre les rayons de courbure, ainsi qu'aux deux équations 
vérifiées par les surfaces du second degré. 

Quatre Mémoires (?) se rapportent à la théorie du déplacement. 
Je désire en citer deux. | 

Celui qui est intitulé : Sur le déplacement d’un solide invariable 
(1893) fait connaître les théorèmes généraux, suivant lesquels 
on peut réduire tous les déplacements infiniment petits d’un corps 
solide à des rotations, dans les divers cas où ce corps est assujetti à 
des conditions en nombre quelconque. Il se recommande par la sim- 
plicité de l'analyse, la même pour tous les cas. Dans ce Mémoire, 
comme dans le précédent, je me plais à reconnaître l'influence des 
travaux de M. Mannheim. . 

Le dernier, intitulé Sur la théorie du déplacement (1883), 
conduit par une voie toute nouvelle au théorème fondamental et 
classique du déplacement hélicoïdal fént; 1l fait connaître la compo- 
sition de ces déplacements. 


Sous le titre formules d’Algèbre, résolution des équations du 
troisième et du quatrième degré, J'ai publié récemment un Mé- 
moire (*) dont ce titre dit assez le sujet tout élémentaire. Un procédé 


(1!) Théorème concernant les surfaces dont les rayons de courbure principaux 
sont liés par une relation (Bull. Soc. math. Fr.,t.1V, 1876, p. 94). 

(2?) Sur le mouvement d’une droite (Bull. Soc. math. Fr., t. 1, 1873, p. 114); 
Sur le déplacement d’un solide (Bull. Soc. math. Fr., 1. IX, 1874, p. 56); Sur 
certains cas singuliers du déplacement d’un solide (Bull. Soc. math. Fr., 
t. VII, 1879, p. 18); Sur la théorie du déplacement ( Nouvelles Annales, 3° série, 
L'01, 20891 

($) Formules d’Algèbre, résolution des équations du troisième et du quatrième 
degré (Nouvelles Annales, 3° série, t. IV, 1885). 
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nouveau conduit facilement le lecteur à la connaissance des résultats 
que l’on considère d'habitude comme étant réservés à la théorie des 
covariants. La résolution de l’équation du quatrième degré ÿ semble 
même plus achevée. 

Si je mentionne encore les quelques lignes intitulées Sur 
l'équation différentielle des coniques ('), c’est pour remercier 


M. Camille Jordan d’avoir placé dans son Cours (?) cette équation, 
2 


d’une forme si curieusement simple (y NE 


Cette équation, base des invariantsdifférentiels, m'a fourni, en 18355, 
le moyen de résoudre un problème qu'avait proposé M. Bertrand : 
« En sachant que les planètes décrivent des sections coniques, et 
» sans rien supposer de plus, trouver l'expression des composantes 
» de la force qui les sollicite, exprimées en fonction des coordon- 
» nées de son point d'application (*). » J'ai répondu à cette ques- 
tion (‘) en même temps que M. Darboux. C’est un souvenir par 


lequel il m'est agréable de terminer cette Notice. 


(!) Sur l'équation difJérentielle des coniques (Bull. Soc. math. Fr.,t. VII, 1859, 
HÉCENE 

(2) Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, par M. C. Jordan; t. I, p. 53. 

(3) Sur la possibilité de déduire d’une seule des lois de Kepler le principe de 
l'attraction, Note de M. J. Bertrand ( Comptes rendus, t. LXXXIV, 9 avril 1877, 
EM RE 

(*) Sur Les lois de Képler, solution d’un problème propose par M, J. Bertrand 
COR Acad Sc 1. LXXXIV, 1877, p..039). 
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Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 58, 1864 (1), 


V4 


P: 47. 





Cette méthode repose tout entière sur une transformation de l’ex- 
pression linéaire différentielle à coefficients constants de la forme 
générale. 

Si l’on considère le polynome de degré m 


P— an A; am—1 + A» qi, + Ar SE Am» 
et l'expression différentielle 


dm y dm—1 EM drr—2 y 
#2 14 —— ! 
Q ET dan DENT Dip er | dæ—i A2 dxmn-—2 





en 


dy. 
FAR _ + Amy; 
la muluplication de P par le binome 3 — «4 le change en un polynome 
de degré (m + 1) 


Pi=antiL(A;— a)an+(A;—aA;)ant- A - 
+ (Ah 1— Am 2)2? + (A, — a; NL à 


et l'expression différentielle correspondante, 


dmti1 y dm y ii 1ÿy 
O1 nr + (Ai a) + (Ar— a) po me 
d? d 
+(A m1 — QAm-3) = (An om GA m1) es Amd, 


est égale à 
dQ 
7 — aQ, 


ce que l’on peut écrire 
d e—ax ( 


dx 


Q; — eax 
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Cela posé, on démontre aisément qu'en appelant &,, 4», a3,..., äm 
les racines de l'équation P — o, on peut écrire Q sous la forme sui- 
vante 


d d d d d 
Q —= EXT —— el(t3—%)x — elts—a)x —— elts—às)x 5 el Am Em—1)X e—— té Am y), 
dx dx d 


2 m dx dx 
Si l’on suppose que toutes les quantités 44, 4, 43,..., 4m Soient 
inégales, on aura, pour la résolution de l'équation Q — 0, 
W,6 —= C: EX + Co EX2X + C3 EXT E, . + ( CAL, 
Si l’on a 
Am = Am—1i— Am-2 eee = Ayn-p — A, 
la valeur de Q deviendra 


d d dP+1 e—Ax y 


Q — eXit d elXa—%)X —— el%3—%,)2 Cage eee et Um-p1y)X RSR RES SRE 
dx D dx dæP+i 


et celle de y 


Y=kieur+ Kerr +... +enr(Ci+ Cor + Csrt+... + Chi xp). 


L'équation Q = ex se résoudra aussi facilement. Si l’on pose 


= va) 


on aura 
eax 
YF = pa) + Ci exit + Co etait +... 





ou, si a est racine de l’équation & (+) — 0, et que l’on ait 


An = An = Ln-2— ee = Ayn-p—= À, 


la solution sera 


eax mP+1\ 


Ÿ = gP+D(a) + eux (Ci + CT +...+ Cpr1TP) +... 


La ? à 


Occupons-nous maintenant de résoudre l'équation cgénérale 
q o 


Q—=%{(x). On aura ; 


V = EXmT ferme a femmes Pa AIO fee U(x) dx. 


On peut transformer cette valeur de y de façon qu’elle soit exprimée 
en fonction de m intégrales indépendantes. 


H: 4 
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Si les racines © (4) — o sont inégales, on obtient 


ems fle- œix V(x) dx 
14 > ! 2 
p (x) 
le signe > s'appliquant à toutes les racines a; de © (4) — 0. Cette 


formule est connue. Mais celle qui s’applique au cas général où plu- 
sieurs des racines +; sont égales n’a encore été, je crois, donnée dans 
aucun ouvrage. Elle se déduit assez aisément des formules précédentes. 
Elle peut s’écrire 


X;(x—2) 

_ d'i-1 es | | 

o mio; 

= ms | HE — Er (Ci Cats Cat. Omeini)em 
0 4; f 


le signe Ÿ s'appliquant comme précédemment aux racines 4; de 
p(a)=0, 


et nm; désignant le degré de multiplicité de la racine «;. 

Dans le cas où Ÿ (x) est un polynome, on a pour solution particu- 
lière un autre polynome, dont la forme générale se trouve facilement 
au moyen des formules précédentes : 


se 


y = Fo) 4) + O1 4e) + OO gr œ) +. 
LAON -0(a EE pote) 
Dans cette équation on a posé 
Ftae SUR 


et g désigne le degré de Ÿ (x). Cette formule se prête à une vérifica- 
tion assez élégante qui peut lui servir de démonstration. 
Rien n’empêche de supposer la série prolongée à l'infini par les termes 
F9+1(0) 
AC en) 
Or : À: substitution de cette série à la place de y dans l'expression Q 


donne une expression linéaire entre Ÿ (x) et ses dérivées, telle que 
le coefficient de la dérivée d'indice r sera le même que celui du terme 


—— 14 (950) (x),..., puisque d(9#0 (x), d(g#2),,., sont nulles. 
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qui contient & avec l’exposant r dans la multiplication de o(2) par 
la série : 


F(o) + ere FAN C2, 


—ai+.... 
i:2 20 





Comme cette série est égale à F (x), son produit par © (x) donnera 
l’unité. Donc la substitution de la première série dans Q donnera 
identiquement (x) pour résultat. 

Si w (4) contient le facteur « à une certaine puissance, que je désigne 
parp, F(0), F'(o),..., F(P?) (o) sont des quantités infinies, et la formule 


dP y 
dx? 





n'est plus applicable. Mais elle s'applique à 
g(2)= ar f(a): 


) ' 1 
y = fo) f'ote)durs ÊO) [y( dar. 
fP+N (0) 


Pan (biait) 


» etdonne, si l’on pose 


we) 


d 
lt en TOME 


V'(T) +... 


Cette série et la précédente, dans le cas où Ÿ (x) n’est pas un polynome, 
donneront des solutions particulières de l’équation 


Q—=Y(x), 


si elles sont convergentes. 
Enfin, si (x) estsusceptible d’être représenté par l'intégrale double 


n 2 20 
ne J dr dmvmcosn(z-m) 


on peut écrire une solution de l'équation 
Q—=%(x) 


sous la forme d’une intégrale double prise entre les mêmes limites : 


C.) ee] : sept x PR 

I erntx —In) Vel eux 171) V1 

D |: an [ dmo(m) + , 
DER g(ny—i) g(—ny—i) 


ou, en posant © (7 Toi tn) AR 


i 








J d wi(n)cosn(xæ —m)+w(n)sinn(x — m) 
FA Æ an f PPT Nr) CREER Pare SIN RCE CRT 
PTue Ve [aiCr)F+ Cercn)f 
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Ce résultat et le précédent peuvent être appliqués à la recherche d’une 
solution parüculière d’une équauion linéaire à coefficients constants aux 


différences mèêlées ; © (4) désignera alors la fonction transcendante dans 


À ds 
laquelle se changera Q si l’on y remplace les termes de la forme A7 ee 





par as (eaAr — 1e ; 
Pourlarésolution des équations aux différences finies, on peut établir 
des formules tout à fait analogues aux précédentes. 





4 
7 
L 
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Manuscrit inédit de 1864. 


On sait depuis longtemps intégrer, dans tous les cas, les équations 
différentielles linéaires à coefficients constants ; mais je ne crois pas 
qu’on ait jamais donné de formules générales et explicites pour la ré- 
solution de ces équations. J’ai cherché, dans cette Note, à établir 
quelques formules générales. Je les ai déduites d’une méthode uni- 
forme, s'appliquant à tous les cas. Cette méthode, bien que ressemblant 
par plusieurs points à celle qui est usitée dans les universités d’Angle- 
terre, en diffère par la forme et laisse peut-être moins à désirer sous 
le rapport de la rigueur. } 


Lemme. — Considérons le polynome de degré m 


P = a+ A,am-1+ A,mm2b,, + ere site 


et l'expression différentielle linéaire d'ordre m à coefficients 
constants 


Q dmy EN dm1y dr’ y 


s dam 1 dxnr-1 2 dxm-?2 





dy 
+...+ A» 1 free RT Any: 


Si l’on multiplie P par le binome a — a, on le change en un poly- 
nome P, de degré m—+1 


Pi=P(a—a)=anti+(A;— a)an+(A;— aA;)an-t' +... 
ie (A 1 = AA yn—2) 4? + (Am — a AÂm—1)4 — AA: 


et l'expression différentielle linéaire correspondante 


” dm+ y 


dit 
Qi = 14 


dm y , 
dam+i Aa) al pot Slerrenien 





Qt 
ER 
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est ésale à ARE aQ ’on peut écrire 
£ 1Q, qu'on p 


dx 
eax d(e-2*Q) . 
dx 


Qi 


Ce lemme permet de transformer d’une manière avantageuse une 
expression différentielle linéaire donnée à coefficients constants. 

Soit l'expression 

dm drm—1 
RULES \Ghaa 


dx eo l drm-1 


V +...+A»Yy, 


et le polynome 
U — qu + Ajan—t ee .. SE A» 


dont «,,a»... am sont les racines. Je pose 


U U; UE 
RE ET et à RÉRUPENTE MR Def PERS 
U» 
— U}221 = A — An. 
T A yn—1 
+ 35 
Si l’on a 


U» = q-pi Bian-p-1i se, , + Be: 
Je poserai 
(2 Aclamns B dni- PEIY 


Vp Le dzx'i—p ca l'dxm-p-1 


+... + Bh-p}. 


D’après ces notations, on aura conformément au lemme précédent 


2 
V — e%x A n 0 
dx 
de-%:xV 
V, —= XX ES. 
dx 


dem NV y; 
dx 
dy dem y 
T : 
ME 2e — AmŸ — re 


dx 





Vis — CEXm—1X , 


Je suppose qu'on ait à résoudre l'équation V — 0. L'équation pro- 
posée revient à 
de-%x VV x : 
XX ÉEee —= O0 ou V 1 —= K; che, 


dx | 


[SA] 
Qr 
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équation équivalente à celle-ci 








de-%:2xV, 1 K,exx . 
A — Ke%1x ou Va mn TR K>: ACTE: 
dx Lux 
L « 
d’où 
K,; eXi1x K> exit 2 
V3 = + Ke, 
(%1— A2) (41 — 3) Lo — 3 
RS Ce ai An nos et Per , 
Kie%x Ko etre ; 
NV p = ——————— —#%° ———— ———— +... + Kerr. 
(Ci — as) (a1— QU)... (M — Ap) (a2—%3)...(Go— ah) 
K; EXT K; CXT . 
Ÿ = Re M MT —+- +...+ K,yeï%mx 
(&i—@o)...(%1 — An) (Go — A3)... (Lo — An) 


= Cietix + Coetixz +... + Cyelme, 


Si l'équation Ü — o admet des racines égales, ce résultat se modifie, 
mais la méthode précédente donne la solution immédiate. 





Supposons 
Lin — ni = Lino — eee — Uyn—p — A. 
On aura 
n 4€ —p 
Vyn-p—1 RE 
dx 
V — eax deraz Vin-part 
2 es ———.  —"— 
“is dx 
d 2.2: 
NAS — eax : 
m—1 7 PRE 
donc 
dp+ie-—ax V 
toux DÉPENS, 
V n—p—1 =, 6 dxP+i 
Or 
V—p-1 = Kieurz + Ki etrE.. + Kyp1e%m-p1%, 
donc 
PAL EPT ET. Ko XX 
— CES CRE vi 


DE eax (Ci + CG, æ Et C3 æ? 1 me NO cl œi ER Cp-+12P ). 


Soit à résoudre l'équation 
q 


V — eaAx, 
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On aura successivement 


y 


il 
La 
R 
ER 


“ 
Il 
+ 
7 
Q 
8 

_8 


(a—a)(a—"a_) 


etx 


34 


= + Cieux + Coetir +... + Cp eXmx ; 
(a—a)(a—as)...(4—Gn) ; 


ou, en posant U—v(x), 


Si a est racine de U—o, et qu'on ait 


Am = Ln-1—.. = Amp A, 
il viendra 
etx < , 
LORS RE A 
mp (a — a)(4 — Ga)...(@ — Gn-p-1) 
dPp+i a à 
Je ces 


1.2...(p+1)(a —@)(a—"'x2)...(@—%mn—p1) 
ou 
ex xP+1 


77 peri(a) 


+ eax (Ci + GT + Csa?+...+ Cp+H1TP) +. 7e 


Occupons-nous maintenant de résoudre l’équation générale 
Vis). | 


On aura successivement 


Vi = ex feux d(x) d%, 


Vs — eme fets-as dx fes L(x) das, 
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Le second membre de cette équation comprend m signes d’inté- 
gration. Je vais transformer cette valeur de y de facon qu’elle soit 
exprimée en fonction de m intégrales indépendantes. 

Examinons d’abord le cas où &,, 4... a Sont des quantités toutes 
inégales. Rappelons que si, dans la formule de décomposition des 
fractions rationnelles 





I | 
f(a) DIE TERTE — ai) 


ou 





[ 
AO Oe Xi) ur 


on égale à zéro le coefficient de &”*-1! du premier membre, on obtient 


D + noi 


le signe D s'étendant, dans ces formules, à toutes les racines %; de 





l'équation f (4) — 0. 


Posons 
U = (x), 
se 
L — Ayn 
o1(a@ 
PACE ie ’ 
& — Ayn—1 
LM I NE TE PRE , 
nes) 


de ces égalités, on ture 
(ai — Xn—p) Dore (a) = DA UGE)s 


ai élant une racine quelconque de ©, _,,,(4) = 0. 
L'intégration par parties des formules précédemment écrites don- 


nera 
V: —= eXix fem V(æx) dx, 


EXT 


EXT 
NM: — ————— fear ÿ(x) de + fes y(2) dx 
a — 


me CLÉS 
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ou 
ÊtsE fes W(r) dr cms fe-ass V(x) dr 
UE a ———"— RS EE 
x in—2(%) Pine (4) 
XX fe Me V(x) de  e%x fee V(xr) dx 
One (1) (a1— 3) Dino (G2) (A2 — %3) 
I I . | 
— a + es | ems fes V(x)d?, 
.Pm-2(%1)(%1— %3) Gina (42) (La — %3) 
ou 


EXT feu V(ær)dx et fes d(æx) dx 
V3 = — "© + —— 


/ 
Dm—3 (1) Dm—3 (%) 


l I 4 
— Eee + ———— | eX%:xX fe-sx V(x) (5 1 
Drn—3 (1) Pins (%2) Æ 


2 à I 
Or, d’après l'équation D — —0,0na 
l P 4 Du a) s 


il 1 I 





AT e HE ur = ee ME = nr x , 
Cn-3 (%1) ©n-3(%) On-3 (243) 


donc 


eme | e 4% V(T) dr ons flex 4 (œ) dr eXsT fe-cx V(x)dr 


| PR A ni: a 


On (%1) Ps (42) Om-3(%3) 


On obtiendra de même 


eXX fe UC) dx eXT fes U(x) dx 
M 


Om—x (du) 


On (%2) 


eX:X fe-s+ V(æx) dx ex; x fes vtr) de 
EE 


> 
One (43) 


(æ ) 
et enfin 


ed Î ex ÿ(æ) dx 


1 > g'(ai) 


Cette formule peut se déduire tout différemment de la théorie 
connue de la variation des constantes arbitraires. D’après cette théorie, 
la solution de l'équation V—%(x) est 


Ha sx Cie%ix + Cao eX2T + C3 CELL +, , + CG EXmX, 
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Ci, CG»... On étant des fonctions de x déterminées par les équa- 



































GC dC: dG 
(1) EUX" + eur = 2,2 En +...+ €ûmT 7 T = 0, 
x e, dx 
l 2 CG dC 
(27) A4 EXAX —— 9 EXT + A3 EX : + Lin EXT Æ = 0, 
dx 
CRE] MEN tel ele ie le el ele 2 à 4 al Ni bis ns te late s ne pv 216 ete d'en Le) se m6 Sale © + ; 
d dE 
(m—i1) ar? ex TE Q2 eux © 
GE 
FA dc 
Ad ON ne: map eme — = = 0, 
dx a 
(m) RNLeuiT CEA nc Yet ous pus 
dx : dx 
dC 
an 1 eue 3 ce TRE LL on. (x 
3 J. RC nt YUX ) 
LU dx 


Si l’on multiplie l'équation (m—1) par 0,, (mm — 2) par :...,(2) 
par Ü»_+ et (1) par Ü»_1, que l’on ajoute ces résultats et que l’on 
DAV AE ABS 


dû 
égale à zéro les fficient ER » PL. 
é es coefficients de —— EE Jr ? Pour obtenir Tr? °n 


aura 
0 er Plan +0 de 0e 0 
“2 200 on PAC Fees 0 Dal +. + mots + 0» = 0 


œ'1— m—2 à M3 
Lyn 11 Ü,o7t + 0,7! NO GS Don Ont — O. 


Ces équations montrent que %,%3... 4m Sont les racines de l'équa- 
uon 
am—1 À 0, amn—2 + 0 AS EN 0-27 A ni — 0. 





’ \ 2 &) ® 
Donc cette Mur a son premier membre égal à EAuR D'alleurs 








X—X1 
dC:; ; LE 
7 St donné par l’équation 
> dC; re 
ÉTO(ICY (ee dia 24... +0 m-221 + Om1 FL = Y(æ). 
ax 
“ La à 2 (a) ! 
La parenthèse est égale à la valeur de 2x Pour a —,, où % (oo 
ct | 


‘Donc 
AU; L Y(r)eTrs 
HENOUL 0 (Er) 


À 4,7 
Ge es J ° ax b(x) dr, 
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etde même pour les autres C, résultat identique à celui que j'ai obtenu 
précédemment. 


Je passe maintenant au cas où l'équation o(a) — o admet des racines 
x . QE E 
égales, SOI An — Ami —= m_-2 —+ee —= Amp — 4. Si l’on Pp9Sse 


(2x) 


(a —-a)P+l 


— Ca) 
il est visible que l’on a 
dP+le-ax y LR fes (a) dx 
eax IR AR NE UK D ee 7 = 2 
dxP+i ba (ar) 
le signe » s'étendant aux racines 4; de l'équation f (4) = 0. 


Cette équation donne 


exix ler aix V(x) dx eax feux ÿ(x) 
PE =D (a;— a)Pr1 f" (a ) ve ral a)P+i fai) 


2 


eax [ er ax V(x) dx? 


(a; — a)? f'(xi) 
p+1 
e?x 'É e—ax V(æx) dxP+1 


D 
22e Col 


et le coefficient de 


Mais on a 





A 


(ai — a)171 
pe | ne 20e est — > (ai Gus Ù 
À 


© Lo (ai 
dont je vais chercher une autre expression. 
On a, en désignant par F (4) un polynome de degré m, moindre 
que celui de © (a), 
i 


F(x; À A À; 
FC) =) D + Re ++ nf: 


p (a)(Xx — a) a — «a (œ — a}? (a— a)r+i 





Si le degré de F (2) est inférieur de deux unités au moins à celui de 
© (a), le coefficient de 471 du second membre est nul, ce qui fournit 


l’équation 
>: Past Hi 0, 
® (ti) 
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Prenons F (4)—(4x—a)1"t;1l viendra 


ARE re qi 
D PRE 
Ÿ (æ;) 


: 1 ARS 
En sorte que le coefficient de et e74? (x) dx sera la valeur que 


prend À, quand on suppose (4 — a)4-!—K(x). Mais il est aisé de 
montrer que cette valeur de À, n’est autre chose que celle de A, pour 
LAS TR 


En effet, on sait que, si l’on pose 





HAE F 
On a 
UE wtP)(a) 2e w(P—l(a) 
LRO HR TES) ex 
| wp—-g+l(a) 
PEN ENT LME AGE 
Soit 
1 D p+1 
1 Eee et F(a)=(a— a )1!, 


(x) 
en sorte que 
(a — a)P+q 


HP DRTET 


de)" (on) 
On déduit de là 
wP)(a) = p(p—1)...(p—qg—+2){v-1+N(a) 


ou 
w'Pl(a) ANRT EN (GE) 


1.2...) UP TES D EU) | 


D'après cela, la valeur de y est 


exix fes V(x) dx 


Y —= (a) 
+ e4 SRI xt 
|  JERes er ax b(x) dx 
> C0 —1) € U(æ) d Re 


1 P p+#1 
ne er Î erax V(x) dxP + x(e) erax b(x) aors| à 


On voit que le second membre comprend le produit de e%? par un 
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polynome arbitraire de degré p. Si l’on a soin d’ajouter ce polynome 
dans le second membre, on pourra mettre des limites aux intégrales, 
et poser alors 


q X nn Vi 
f erat b(x) ams= e—az V (2) PEER Ë ds. 
: 152. DER 


La parenthèse devient donc 


; -y (p) 3  ylp—V 
f e-az ÿ(2) ds[ LE DNEURSS RUE 
à AR pn I 125. Der) 


1,2 126 0-0) L.2. 


e/ 


Cette expression peut s’écrire 


LE. Joe 


dar 
Or 
(x—a)r+1. 1.222 0De0) 
Ya) —= La donc LATE TEE 
Donc l'expression précédente est égale à 
ealx—2) 
de dP re | d 
Ar LA) je 
(p +i)e Jl Y(z) SET 


On étendrait aisément ce résultat au cas où l’on a plusieurs groupes 
de racines égales ; et, si l’on observe que la forme sous laquelle la 
parenthèse a été mise comprend celle qui convient au cas des racines 
simples, on voit que l’on a définitivement : 


” j CRT 2)u 
DIEU) | RES 

| = | 
Me > mi [ UCs) ds — 


dami-i 
+ (Ci+ Cr + Car +... + Om,rmiT! Jet 


mi désignant le degré de multiplicité de la racine 4, et le signe D 


s'étendant à toutes les racines de l'équation de (He 
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f : | a - À à pe : AA 

Dans le cas où © (+) est un polynome dont je désigne par g le degré, 

on à pour solution particulière un polynome dont je vais rechercher 
la forme générale. Pour cela, je reprends la formule 


exix feu V(x) dr 


qui suppose les racines de © (4) —0 inégales. 
Dans le cas qui nous occupe, l'intégration par parties mène à la 
formule 





2 a ÿ 
; a? a 


dy (x) | Wa (x) 


L(x L' L'(x 
— em fe-ux ANA EE ie + PAU + ASE +... 


Ya (x) est une constante. Si l’on multiplie les deux membres de cette 





équation par et qu'on fasse la somme par rapport à &;, on voit 


(ai) | 
que le polynome cherché est mis sous la forme d’une somme de 


7 4e UT , A I 
termes tels que K,1"/(x), où K, est égal à —Ÿ 


__. - . Maisona 
© Éda)ar ne 


toujours 


I I I [ 
o(a) => © (a) (x — ai) au D a; p'(x) à > a? o'(æ) 
LE DE ere =. à LL 
DES l 


si l’on pose 








(x) mi 
on aura donc 
FU(0o) 
= Dents LMONE 
Donc 
! F” 
un y =F(o)p(r)+ (x) + Or) +... 
Etes COTE EE MARIE 
vd a — 72 q 
2-41) 7er PER (a 


Cette formule se prête à une vérification assez élégante. Rien n’em- 
pêche de supposer la série prolongée à l'infini par les termes 


—— Ÿarl(x), ..., 
LEARN 07 die mi © Ÿ 
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puisque les dérivées d(4+(x), ... sont nulles. J'ai donc à vérifier 
que la série 

F'(0) F’(0) 

.2 


F (0) D) + 2 ÿ(a)+ —Y'(r) +, 


mise à la place de y dans l’ex pression 


: dm y dm-1y dy 
VE ne ASE CE TE RES 
donne identiquement d (æ) pour résultat. 
Considérons la suite 
F'( F' | 
F(o) + Os ee, +. — F0): 


Pour substituer à y sa valeur dans V, 1l faut dériver cette valeur 
p fois, multiplier le résultat par A,_, et faire la somme des termes 
ainsi obtenus depuis p—0 jusqu’à p—m. Orona 


dPy 


dx? 





— Fo) di)(x) es . WP (zx) SR 


et cette opération faite sur y correspond à la muluplication de F (x) 


par a Pie 


aPF(ax) = F(o)a? + Dre 


dP 
Quand on fera la somme des termes de la forme A»_» SL on ob- 


tiendra donc une expression linéaire entre Ÿ(x) et ses dérivées, telle 
que le coefficient de la dérivée d'indice r sera le même que celui du 
terme qui contient & avec l’exposant 7° dans la somme des termes 
de la forme A»_,aP F(x). Mais cette dernière somme n'est autre 


chose que ©(4) F (4), ou l’unité. Donc 


dPy 
d'Anp FES = U(x), 


la valeur de y est vérifiée, et l’on voit qu’elle s'applique au cas où 
l'équation #(4)—o a des racines égales. On aurait d’ailleurs pu la 
déduire directement de la formule générale qui convient à tous les cas. 
Si, dans V, quelques-uns des coefficients À», A»_,,... sont nuls, #(a) 
contient le facteur # à une certaine puissance, et quelques-unes des 
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quantités F (0), F’(0)... sont infinies. Il est aisé de modifier la for- 


mule donnée pour l'appliquer à ce cas. Soit 


dm y Fu dm—1 V dP+1y dPy 


dx Do: dxm-1 I p—1 dxP+1 + Amp dxP L 


o(a) = ap f(x). 


W— 





+: FA 


d! 
La formule dont il s’agit s’appliquera à 7 Lt et l’on aura 





d {/4 . 
PE = f(o)4(x)+ Op (x) + PO 2) + 
donc 


P ' n==1 
(2) y = f(o) f V(x) dæP + © f ei dxP-1 
TT p— + 
Fe QE V(x) deP-2+. at U(x) 


F2 
Y(x)- 


HP) f\p+2) (o) 
nr 0e HUE ELEC EE me 
2...(pP+1) 1.92...(P+2) 





Y'(x)+.. 


D’après la vérification qui a été faite de la formule (1), on voit 
que si Ÿ(x) n’est pas un polynome, mais une fonction telle que la série 
prolongée indéfiniment soit convergente, cette fonction étant d’ail- 
leurs quelconque, la série (1) sera une solution de l’équation V —#%(x). 
La même remarque s'applique à la série (2). 





Supposons maintenant que la fonction U(x) puisse être repré- 
sentée par l'intégrale définie double 


+ co + © 
( WT) = an f. dm Ÿ(m)cosn(x— m). 


Dans ce cas, on peut mettre aussi une solution de l’équation 
V = d(zx) sous la forme d’une intégrale double prise entre les mêmes 
limites. En effet, prenons y sous la forme 


eTtix U(x) dx 
et écrivons (5) de la manière suivante : 


{ + —+ ne 2. 
U(x) En an | dm V(m) (entx-m) vV—1 Re e—n(x-mv1), 
AT, bas “#4 


LES 9 


d 
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Multiplions sousle double signe d'intégration par e-%* dx,intégrons; 
exix 
g'(œ 
toutes réductions faites, 


I is 7 ee LS entx-m)y—1 e—n(x—m)y—1 
(4) = — | an | EM OR) | > + ————Û——2 tr 

L i / 

CHAT *s di p(ny— 1) pe) 


Pour débarrasser cette expression des imaginaires qu’elle renferme, 
posons 





multuplions par 7 et faisons la somme des résultats. Il viendra, 


o(ny—1) = (7) NET AC) 


on aura 
e(—nv—i)= in) —V— 1 gr), 


7 + 7} + © 


= ne | an | dm (mm) 


v(n)cosn(r —m)+o(n)sinn(rT—m) 


RUE INRUTe [ita2)P + [er(r)P 
On peut vérifier la formule (4), en remarquant qu’un terme de 
dy ; : 
dre a” est égal à 





+ D —+- 00 
I entx AS CVS 
- ji dn Î dm À elle LA pare at 


FA EE 
e-ntx-m)y-1 
+ COR D GET À UE nl V— re. | 
(de) Er PET, 


et la somme des termes de cette forme sera 


+ co —- 00 en 
[ an dm d ( m ) Lentr-m)y1 + e-n(x-my"1 | — U(x). 
2 — @ 


7e 
ie 7 





Donc la formule (4), établie dans un cas particulier, est générale. 


Plusieurs des résultats obtenus peuvent être appliqués à la résolu- 
ton des équations linéaires à coefficients constants et aux différences 
finies ou mêlées. Remarquons, en effet, que l’on peut toujours expri- 
mer À’y en fonction de y et de ses dérivées par la formule symbolique 


CRAN (r) 
Ar x ( dx à Nue ) 
A'Y = \e Î . 


Soit V une expression linéaire à coefficients constants et aux diffé- 
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rences mêlées ou finies; appelons &(x) la fonction transcendante dans 


L ds | 
laquelle se change V quand on y remplace —— par a‘, et A”y par 


/ , x ds Æ r » 
(ex —_ 1)", de sorte que A’ — sera remplacé par a(e2%4®— 1", Cela 


posé, l'équation V — (zx) admettra pour solution la série (1) ou 
n: 2 : { F : 
la série (2), F(x) désignant toujours a) De même, si (x) estsus- 


ceptible d’être représenté par la formule (3), la formule (4) donnera 
une solution de l'équation V —="(x). 





Une marche complètement analogue à celle que j'ai suivie pour la 
résolution des équations différentielles linéaires peut être appliquée 
à celle des équations linéaires auxdifférences finies. Comme cette 
question mène à des calculs presque identiques, je me contenterai 
d'indiquer les résultats qui en ressortent. 


Soit : 
V=Any+AIAN-Iy+...+ Amy, 
o(a) = Ü = 4 + Ayant, + Am 
U 
LP IN pr B;,277 FE eee B_p; 


(a—%1)(x —a)...(a —a») 


\F Le? DEEP V Fe B; Am—p—1y AE TETE Bn-pY: 


On aura, en désignant par L la différence constante de la variable >, 
"4 E 
L Ft = rs 
VENTE 2)" D'AVRIL 


Vi= (+ al el 


D'où, si toutes les quantités ,,%... 24 Sont inégales, 


9 4 A Es 


YF = Ci (4 a) + Car + aa Ÿ: RAT UETE Cn(1+ am)” . 


do... — Grey, onaura la solution 
3 x CT (ÿ 


Y —= bee) + Ca(1 + CRUE ER Pete Cm-p1(t + Lin p—1 # 


X 


ne (1 Ca a a) (C3 Cm-p+1T +. . «+ CmTP). 
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L'équauion V —1 (x) admet pour solution générale 


D € di —1 fusafr 
NE QU (ar) 
PR CRE, | 


danti— 1 
Î 


HE (1H) OR ELETE 0 TPE Cine Lave 


le signe D s'appliquant aux racines a; de l’équation #(4) = 0, racines 


dont m; désigne l’ordre de multiplicité, et le signe 


N caractérisant 


l'intégration de la quantité sous ce signe, considérée comme une dif- 
férence finie, z ayant une différence constante et égale à X 
On établit aisément cette formule en se servant de la suivante (!) 











À f(x) = Sr (Fee es 


1206-71-41) 


im Ci + Come + G;æt- 1, 


qui est analogue à la formule 


Pi. © rf(e) die 
if Per ou ro (1008 + Ci + Cor +. 


et es se démontrerait aussi facilement. 


—n+1) 


..—+ On rai, 


Sid U(æx) estun polynome, on a la solution par tüiculière suivante de 








— 1) 
A Y(TIEReS 


S Y(x) 


l'équation V—d(x), en posant = F (a), 
y = F(o)4(2)+ Ov (2) + OO) a p(>) + 
ou, siw(a) — «a? /f(a), et que l’on pose 
*e = F(a), 
y = F(o)SP dx) + Ét)c2 U(x)+. ren 
moyen EE 


(1) La formule qui figurait ici dans le manuscrit et, par suite, la précédente ont 


été légèrement rectifiées. (Vote des éditeurs.) 
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Comme dans le cas de l'équation différentielle, cette série, quand 
elle est convergente, est une solution de l’équation. Il est bien 
entendu que, dans toutes les formules relatives aux équations aux dif- 
férences finies, les quantités C ne sont point des constantes, mais des 
fonctions quelconques périodiques pour un accroissement À donné à x. 


Ajoutons que les deux formes de solution (1)et(4), qui s’appliquent 
aux équations aux différences finies ou mêlées aussi bien qu'aux 
équations différentielles, s'appliquent aussi aux équations aux dérivées 
paruelles. 

Soit, par exemple, l'équation 

on 3 om 3 om z 03 


03 
To D. + C ER +... + K sp à Br + Lz=Vd(x,y), 





À, B, GC... K, H, L étant des constantes. Si l’on pose 


Ac BfmE Cam-16 +,,.+Ka+HG+L=vo(x,8), 


[ . . CA" , 
er pas 5) — F(z, 5), on aura cette solution particulière de l’équa- 
70 Tnt | 
tion proposée : 


dF (0,0) 0Ù 9F (0,0) 0Ÿ 





3 = F(0,0)+ 








02 0x 06 OV. 
_1 [F(o,0) d4 à 2F(o,o) 902% " 92F(0,0) 024 
1.2 92? dx? _ dx08 oroy of? dy? 


cs LA = ? L S 1] « ! 1 / « T 
Cette série s'arrêtera si Ÿ HS. ) eshon polynome. 
Si l’on pose 








: + 0 —- + 00 in 00 
Ya, Y)= — fe an f am [| dg [ dp 
SAT 4T RE — — © — D 
X Y(m,p)cosn(æ—m)cosq(y —p) 
T k ; 1 
on aura 
” —+- 00 + —+--00 te 90 
TE pr jh an f. am [| dq [ dp Ÿ(m, p) 
| eln(x-m)+q{y—p)} VE elutx-m)+q(y-p}hy=1 
RER ee SONT ET re), 


eltntx-m)-q{(y-p)} Vi e-ta(x-m)—q{y-p})l v=1 | 
— e 


SC ee De Cr) 
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On fera aisément disparaître les imaginaires de cette formule en 
posant | 


o(ny—1, q—1) —=AÀA+By—1, p(ny—1, Vos t = A+ B'y—1, 


ce qui donnera 


| + © + 00 nr 07 
Z ire Fe an | am [_ aq Î_ dp Ÿ(m, p) 


( A? + B? 


A+ B? 





SUR LE 


CARACTÈRE BIQUADRATIQUE DU NOMBRE 2. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 66, 1868 (I), 
| p. 190. 





Dans la première Partie du Mémoire intitulé : Theorta residuorum 
biquadraticorum, Gauss a donné un théorème relatif au caractère 
biquadratique du nombre 2 pour les modules premiers de la forme 
4 4 + 1, considérés comme somme de deux carrés. Jacobi a démontré 
ensuite ce théorème d’une manière plus simple. La présente Note a 
pour objet d'étendre ce théorème aux modules non premiers décom- 
posables en deux carrés premiers entre eux. 

Soit p un nombre premier 4u +1; 1l est égal à la somme de deux 
carrés 

p = a?-+ b?. 


On prendra pour a la racine carrée de a?, qui est de la forme {+ 7, 


a? étant le carré impair. D'ailleurs, si f désigne une des deux racines 
de =?=— 1 (modp}),ona 


a? f?= b? (mod p). 


À yant choisi la racine f'arbitrairement, on prend pour b la racine de b? 
qui donne af = b (mod p). Cela posé, le théorème de Gauss estrepré- 
senté par la congruence 


D A1 b 


oué = f? (mod p). 





PU 
FRE . T ee BUT 2 AUS: de . 
Je désignerai par ((£)) la quantité x * (mod p}. Mais je préciserai ce 


. . - . . TX , *. 
nombre de la manière suivante : Je poserai toujours ((2)) ES TS NT de 
VA 
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Di 


ou f?, nombre à l’un desquels æ * est toujours congru (mod p), 
x æ\ \ SE $ 
æ étant premier avec p. (2) ne sera donc défini complètement que 
P | 

quand on aura fixé la racine f choisie de 3?=—1 (mod p). 
Considérons un module P ne contenant que des facteurs premiers 

différents : P— pp; p:...pn, tous ces facteurs étant de la forme 

4 l + 1. Soit F une racine commune aux congruences 


z?=—1; (modp), z?=—1 (modp:), 


m2 
CE, 4 


=—1 (modp»). 


Considérons les valeurs des quantités (2) (2) ...) (CM 


N IX 
SA 


À ’ : re æ\\ ' 

relatives à cette racine F, et désignons par (()) le produit de ces 
quantités. C’est à cette dernière quantité que se rapportera le théorème 
qui fait l'objet de cette Note. On dira que x appartient à la première, 


à la deuxième, à la troisième ou à la quatrième classe, suivant que 
l’exposant de la puissance de F à laquelle (NE est égale, est o, 1, 
2 ou 3 (mod 4). On voit aisément que chaque classe contiendra 
(p—1)(pi—1)...(Pr—1) 
â 
(Pn—1) nombres premiers avec P trouveront chacun leur place dans 
ces classes. Cette répartition varie avec le choix de F, et plus encore 
que dans le cas d’un module premier, cas dans lequel Gauss l’a adoptée. 
Néanmoins, 1l est aisé de voir que tout nombre qui appartient à la 
première ou à la troisième classe appartiendra toujours à l’une de ces 


deux classes, et de même pour les deux autres classes. On voit encore 


(pP—1 A RO | FN 4 = ! 
RETIRE PEUR ECS nombres qui appartiennent toujours 
2/i+2 





nombres distincts, etque les(p—1) (p; —1)... 


qu'il ya 
à la premuère classe, et autant qui appartiennent toujours à la 


que E ; . (pP—1) (py—1)..… —] 

troisième. Parmi les premiers, sont compris Cp 1) (PRESS 
an+2 

résidus biquadratiques. 


Le nombre P est décomposable en deux carrés de 2 manières diffé- 
rentes. Je vais démontrer qu’à chaque décomposition P—A*+ B? 
correspond un couple de valeurs de F égales et de signe contraire 
telles, que l’on a AF—+B(mod P}), congruence que j'écrirai : 
AF—B (mod P); cette seconde congruence est aussi générale que 
la première, à cause de l’indétermination du signe de B. A est tou- 
jours la racine carrée de la forme 4 {+1 du carré impair A?. 
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Admettons que le théorème soit vrai pour le module P, —p, p:...pn 
et prouvons qu'il subsiste pour le module P=pP,. Soit donc 


P;, = A?—+ B? (OL p = a?+ b?; 
et |, le nombre qui donne 
A F:= B: (mod P;). 
On déduira de là deux décompositions de P en deux carrés 


P=(A;a+B:0}+(A10 —Bia), 
P=(A;a—B,b)}+(A:0 + Ba}. 


Il suffit de considérer la seconde décomposition, qui contient la pre- 
mière lorsqu'on remplace b par (—b). Ayant donc choisi une des va- 
leurs de b, déterminons la racine f de 3° =—1 (mod p) qui donne 


af =b (mod p), a étant toujours de la forme 4/+1. 
Posons 


A = A,a—B,6, B — A6 + Ba; 
déterminons F par les congruences simultanées 


F=F,; (modP;), F=f (modp), 


et l’on aura 


AF= A, af — B;bf=A;b+B;a=B (modp), 
AF=A,aF;—B,60F,=A,bd+B;a=B (modP;), 


et, p et P, étant premiers entre eux, 
AF = B (mod P). 


D'ailleurs, le théorème étant démontré dans Le cas où P, est premier, 
il est démontré-dans le cas général. 


Ces préliminaires étant posés, on peut énoncer le théorème sui- 
vant : 


F étant la racine de la congruence 3? =—1 (mod P) qui sert de 
base à la répartition des classes, et P—A?+B? étant la décom- 
position de P en deux carrés qui correspond à F, le nombre 2 ap- 
partient à la première, la deuxième, la troisième ou la quatrième 
classe, suivant que B est congru à 0, 1,2 ou 3 (mod 4). Les racines 
carrées À et B de A? et de B? sont choistes de telle sorte que À sort 
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de la forme Al+1, et qu'elles satisfassent à la congruence 


AF=B (mod P). 


Ce théorème peut s'exprimer algébriquement par la congruence 
ere mod P 
Me = F? (mod P). 


2e $ ARS x LEE 
D'après la définition de ((£)}- et le théorème de Gauss, on a 


DR D; Da De 
Fi DER LE 


())=r 


D 2 (mod P ). 


Il faut donc prouver simplement que l’on a 


B b b, | b n 


= + — +... + — (mod4 ). 
2 


Si l’on considère, comme précédemment, P comme le produit de P, 


par P; on a 
B=A,060 + B,a, 


et comme À, et a sont congrus à 1 (mod 4), il en résulte 


T 
T 
Sy 


_ (mod 4). 
2 : 
De même, si l’on considère P, comme résultant du produit de p, par 
Ps= D: Ps... Pn, On aura 


B; B3 Di 
- = — + (mod 4), 
2 2 J 





el ainsi de suite. Si l’on additionne membre à membre toutes les con- 
gruences ainsi obtenues, on obtiendra celle qu'il fallait démontrer. 
Le théorème subsiste dans le cas où le module contient des facteurs 
premiers égaux entre eux, pourvu que l’on ne considère que des 
décompositions de ce module en deux carrés premiers entre eux ; mais 
la démonstration, quoique fort simple, dépasserait les limites de cet 


extrait. y 


—000————— 





SUR LE NOMBRE DES DROITES 


QUI SATISFONT A 


QUATRE CONDITIONS DONNÉES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 68, 1869 (FE), p. 142. 


Parmi les droites qui satisfont à deux conditions données, combien 
y en a-t-1l qui satisfassent à deux conditions nouvelles ? En cherchant 
à résoudre ce problème, je suis parvenu au résultat suivant. Si M et 
N sont les nombres trouvés en particularisant de deux manières diffé- 
rentes le second couple de conditions, celui que l’on trouvera dans 
tout autre cas est de la forme aM+ BN,2et 5 étant des nombres 
qui ne dépendent pas du premier couple de conditions. l’objet de 
cette Note est la démonstration de ce théorème. 

On voitimmédiatement qu'on n’augmente n1 ne diminue la géné- 
ralité de la proposition en particularisant les deux couples de condi- 
tons qui, Joints successivement au premier, donnent lieu aux carac- 
téristiques M et N. Je supposerai donc que pour l’un de ces couples : 
« Les droites sont dans un plan donné », et pour le second : « Les 
droites passent par un point donné », et je désignerai par et y Îles 
caractéristiques correspondantes. 

Cela posé, on verra aisément que le théorème énoncé peut être 
mis sous cette forme : 

Le nombre de droites qui satisfont à deux couples de conditions 
dont les caractéristiques sont L, y et Lu, v,, est égal à nu, + vvi. 

Je vais démontrer ce théorème. 


Soient 
JY=ax+ b, 3=Ccx+d 


les équations d’une droite et 


(1) POTAUACRDTS 0, V4, 0} 07d)=! 0 


76 | OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


deuxéquations auxquelles satisfont ses paramètres. Supposons d’abord 
que ce sont des équations générales de degré » et m'. La condition 
que la droite soit dans un plan (Ax + By + Cz—1:i) est exprimée 
par les deux équations linéaires 


{a) A+Ba+Cc—=o, Bb+Cd=1. 


La condition que la droite passe par un point est aussi exprimée par 
deux équations linéaires. Donc les caractéristiques sont 


= Un. 


Cherchons les droites situées dans un plan perpendiculaire à l’axe 
Oz. Onles obtiendra en donnant à a et b des valeurs infinies ayant 
un rapport fini. Les équations (1) donneront pour c et d, mm’ systèmes 
de valeurs infinies ayant des rapports finis. En sorte que les droites 
cherchées sont les intersections du plan proposé avec mm’ plans 
parallèles. Ces mm' droites se confondent donc avec la droite à l’infimi 
du plan coordonné :0 y. 

Si l’on suppose deux autres conditions : 


(2) Pi—0o, Yi—o, 


qui soient des équations générales des degrés m,, m/',, les caractéris- 
tiques de ce couple de conditions sont u, — y, — m, m',, et la droite 
à l'infini du plan 207 compte pour m, m/, droites du système. 

Si l’on suppose en même temps les quatre conditions (1) et(2), cette 
droite compte pour #m m, m', solutions du problème. De plus, les 
quatre équations (1) et (2) déterminent mm'm,m', systèmes de va- 
leurs des paramètres, c’est-à-dire ce nombre de droites. Le nombre 
total des droites cherchées est donc 2 mm" mm", = +vy. 

Supposons actuellement que les conditions (1) soient des équations 
particulières des degrés m, m'. Cherchant à déterminer 4, on tire des 
équations (4) la valeur de c en fonction de a et celle de d en fonction 
de D, et l’on substitue ces valeurs dans les équations (1). Les courbes 
planes représentées par ces équations, où & et b sont censées des 
coordonnées recülignes, se coupent en »#m/ points ; et, si x est infé- 
rieur à un’, c'est que les coordonnées de quelques-uns de ces points 
sont indépendantes de À, B, C. Il y a donc des systèmes de valeurs 
de a et b telles qu’elles satisfont aux conditions (1), quelles que 
soient les valeurs de cet d. 
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CO 


Soient 4, et b, les coordonnées de ces points constants, et w le 
nombre de points communs aux deux courbes pour lequel il compte. 
Toutes les droites contenues dans le plan 


= UT + b; 


comptent chacune pour w droites satisfaisant aux conditions (1). Il 
peut exister plusieurs pareils plans (P), parallèles aux axes Oz ou Oy, 


U = mm — Ù w. 


On verra d’une manière analogue que la caractéristique y ne peut 


et l’on aura 


différer de mm' que par suite de l’existence de points fixes (M) tels, 
que toutes les droites qui passent par l’un d’entre eux comptent cha- 
cune pour un certain nombre de droites. Soil 2 le nombre relatif à 


y = mm — > p. 


Supposons que les mêmes faits se présentent dans les conditions(2), 


un de ces points, on aura 


en sorte qu'on ait 


! Le Î 
M = MM — > W1, Vi= MU MI — > O1. 


Le nombre de droites satisfaisant aux quatre conditions exprimées 
par les quatre équations (1) et (2) est égal à 2mm'm,m',, moins le 
nombre des solutions étrangères, qui sont les suivantes 


1° Les intersections de chaque plan (P)avec chaque plan (P, qui 


comptent pour do , solutions ; 

2° Les droites qui sont dans chaque plan (P) et qui satisfont eftecti- 
vement au deuxième couple de conditions, et celles qui sont dans 
chaque plan (P”) et satisfont effectivement au premier couple de con- 


ditions : ces droites comptent pour u; D + LD w, solutions; 
3° Les droites qui passent par un point (M) et un point (M): elles 


comptent pour à 0 » eo, solutions; 


4° Les droites qui passent par un point singulier d’un système et 
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satisfont effectivement aux conditions de l’autre système : elles comp- 


tent pour D — DT solutions ; 


En sorte que le nombre des solutions effectives est 


\ \ 
ET OU 
(mm > w ) (mimi— > wi) + (mm > 2) (or mi— ù a) = {Li + 
FR 4 


Le théorème est donc complètement démontré. 

Parmi les applications que l’on peut faire de ce théorème, Je citerai 
les suivantes : 

Le nombre des tangentes communes à quatre surfaces des degrés 


P; P's PP": est 
2 PP'P'P' (PAN PE) (PEL) (PEER OS 


Le degré de la surface gauche engendrée par les tangentes com- 
munes aux trois premières de ces surfaces est 


2. PP PP APE PE EU) 


Le nombre des droites ayant un contact du second ordre avec deux 
surfaces des degrés p, p'est l 


9p2p' (p —2)(p—2) <pPKPEDIETE=T) (DER AIDES 


Le nombre des droites bitangentes à ces deux surfaces est 


x PP'(P — 9) (p'—2)(PÉNNRPE ES } 


; YA É f 3) [4 
+ ZPP(P—1)(p— TIC R) CLOS 


Le nombre de leurs normales communes est 


(CPP R+p)(p pe pN pp Cp x) {HS 


Si l’on considère deux courbes gauches de degré p et p', dont les 
perspectives ont À et À’ points doubles, le nombre des droites qui 
rencontrent deux fois les deux courbes est 


f 1 ! 1 4 
RASE 2 LE (pear)\(p'— 71); 


Si Cet C’ désignent les classes de ces courbes, le nombre de leurs 
normales communes est 


(p +6) (PER Er pp 
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On peut, au moyen de ces résultats, parvenir à des résultats rela- 
üfs à une seule surface ou une seule courbe, et trouver facilement, 
par exemple : le nombre des droites qui sont quatre fois tangentes à 
une même surface ; le nombre des binormales d’une surface, d’une 
courbe, etc. 

Je n’insisterai pas sur ce sujet, qui rentre dans une théorie géné- 
rale des surfaces et des courbes dont je m'occupe actuellement. 


— 09 0e—— 








MÉMOIRE 


SUR LES 


COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 


(Extrait par l’auteur.) 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 70, 
1870 (19, D. 580. 


Dans le Mémoire que j'ai l'honneur d’adresser à l’Académie (1), je 
me suis posé la question suivante : Trouver toutes les lignes gauches 
d'un degré donné; et je suis parvenu à indiquer le moyen de résoudre 
entièrement ce problème. 

La même question peut être posée sous une autre forme : 7rouver 
toutes les courbes algébriques tracées sur les surfaces d’un degré 
donné. On aperçoit immédiatement que la solution complète de lun 
de ces deux problèmes entraîne celle de l’autre. 

La solution de ce second problème est contenue dans l’énoncé sui- 


vant : St l’on prend sur une surface de degré n chaque ligne À, 
de degré p, ayant au moins 


CPTR HI) (PTE) CLOUS 


2 6 


points doubles apparents (points doubles de la perspective ne 
correspondant pas à des points doubles de la courbe), et qu’on y 
fasse passer une autre surface, cette surface coupe la surface de 
degré n, en outre, suivant une autre courbe B. Les courbes B 
qu'on obtient ainsi en faisant varier p, et le degré de la seconde 


(1) Au sujet de ce Mémoire, voir la Notice sur les travaux mathématiques de 
G.-H. Halphen (ci dessus p. 23) ( Note des éditeurs). 
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surface sont toutes différentes et constituent toutes les lignes exis- 
tant sur la surface proposée. Le degré de la seconde surface est 
le plus petit degré des surfaces autres que celle de degré n qui 
passent par la courbe B. 

Si l’on connait donc toutes les courbes À, on pourra en déduire 
toutes les courbes tracées sur une surface de degré nr. Or J'ai donné 
le moyen de trouver toutes ces lignes À. On peut donc considérer la 
question comme entièrement résolue. 

A l’égard des courbes tracées sur les surfaces du second ordre, ce 
théorème contient le cas particulier suivant, qui me parait digne de 
remarque : Les surfaces de degré minimum, qui passent par une 
ligne algébrique quelconque tracée sur une surface du second 
ordre, coupent, en outre, cette dernière seulement suivant des 
droites d'un même système. 

Cette proposition conduit à répartir toutes les lignes algébriques 
tracées sur une surface du second ordre entre deux systèmes, comme 
les droites. On en déduit aussi le résultat suivant : 

Il existe, sur les surfaces du second ordre, des lignes gauches de 
degré p, dont le nombre des points doubles apparents est l’une quel- 
conque des valeurs de l'expression 


HD x) 


mi à Fm D 


q étant un entier quelconque variant de p au plus grand entier contenu 





1 ; } { 
dans? un et il n’en existe pas d’autres. Ces courbes sont sur des sur- 
faces de degré g. 

2NEX D : : ET 

Le nombre minimum compris dans l’expression Ce PT EE 


: ‘ {p—1\? Ur 
qui est le plus grand entier contenu dans (—) est lenombre mini- 


mum des points doubles apparents des courbes gauches de degré p. 
Soit s le nombre des points doubles apparents d’une courbe de 
degré p. Fant que s est inférieur au plus grand entier contenu dans 


— | sh, | 
SEAT il n’y correspond que des courbes tracées sur des sur- 
d 


faces du second ordre. 
Sis a une des valeurs quelconques comprises entre le plus grand 


CORER(D—2) y Ru 
3 2 


He 6 


entier contenu dans il y correspond toujours 
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des courbes de degré p, dont les dernières sont composées ; et, parmi 
toutes ces lignes, il y en a, pour chaque valeur de s, une située sur 
une surface du troisième degré. | 
È 

Tant que s est inférieur à _— D ou US 
suivant que p est congru à 0, 1, ou 2 (mod4),iln y a pas d’autres 
courbes que celles qui sont situées sur des surfaces du deuxième ou 
du troisième ordre. Là commencent les courbes tracées sur les surfaces 
du quatrième degré. 
(n—1) (p—r)(p—n+r) 


21 


Tant que s est inférieur à ; RAétantunenter 


inférieur à ÿp, etr le reste de la division de p par n, il n'y a pas de 
courbes qui ne soient situées sur des surfaces de degré (72 —1), ou de 
degré moindre. Là commencent les courbes tracées sur les surfaces 
du n'"€ ordre. 

Parmi les courbes gauches de degré p, celles dont le nombre des 


points doublesapparentsestundesenters Ut + 1 à PP 


F4 


[quand ce nombre est compris entre LOUE Hd CLASS É 


courbe est composée] sont particulièrement remarquables par cette pro- 
priété que, s étant le nombre des points doubles apparents de l’une 
d'elles, sa perspective est une courbe de degré p, quelconque, ayant 
s points doubles, ce qui n'arrive pas pour les autres courbes gauches. 
J’ai démontré que ces courbes sont déterminées par 2p points. 

Les cas particuliers déjà connus de ce théorème sont les suivants : 
p droites sont déterminées par 2 p points ; les deux courbes gauches du 
quatrième degré sont déterminées par 8 points, la courbe gauche du 
troisième degré est déterminée par 6 points. 





SUR LES 


DROITES QUI SATISFONT A DES CONDITIONS DONNÉES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 73, 1891 (I), 
Ds LA4E. 


I. Une droite, étant déterminée par quatre conditions, peut être 
assujettie à des conditions simples, doubles, triples, quadruples. 

Quand des droites satisfont à une condition simple, il y en a un 
nombre fini passant par un point donné et situées dans un plan 
contenant ce point. Nous appellerons ce nombre le degré de la 
condition simple. 

Quand des droites satisfont à une condition double, il ÿ en a un 
nombre fini dans un plan donné. Ce nombre est l’ordre de la condi- 
tion double. Il y a un nombre fini des mêmes droites passant par un 
point donné. C'est la classe de la condition. Si la condition double 
se compose de deux conditions stmples séparées, ces deux nombres, 
ordre et classe, sont égaux tous deux au produit des degrés des deux 
conditions simples. 

Quand des droites satisfont à une condition triple, elles forment 
une surface gauche. Le degré de cette surface marque le nombre de 
ces droites qui rencontrent une droite donnée. 

Quand des droites sont déterminées par des conditions données, 
composées d'au moins deux groupes séparés, leur nombre est une 
fonction des éléments caractéristiques de ces conditions. La recherche 
de ce nombre peut se réduire à deux cas : 


1° Les droites satisfont à une condition triple et à une simple; 
2° Les droites satisfont à deux doubles conditions. 


Je me propose ici de montrer que le premier de ces deux problè- 
mes est résolu par le théorème suivant 
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Tuéorième. — Le nombre des génératrices rectilignes d'une 
surface réglée, qui satisfont à une condition simple, est le 
produit du degré de la surface par le degré de la condition. 


Je vais démontrer ce théorème. 


Il. Soit O un point fixe dans un plan fixe P. Considérons une 
droite quelconque D, et, dans le plan de cette droite et du point O, 
la perpendiculaire menée en ce point à l’intersection des deux plans. 
Soit Q le point derencontre de cette perpendiculaire et de la droite D. 

Soit une surface réglée Y, de degré p. Appliquons la construction 
ci-dessus, le point O et le plan P restant fixes, à toutes les génératrices 
rectilignes D de la surface Y. Le lieu des points Q est une ligne L de 
cette surface, et dont le degré est 2p. 

En effet, il est clair, tout d’abord, que les p génératrices D de la 
surface È, qui rencontrent la perpendiculaire À élevée en O au plan P, 
ont leurs points Q sur cette droite. En second lieu, si l’on mène 
par À un plan quelconque, on voit que les droites D qui ont leurs 
points Q dans ce plan, en dehors de À, sont celles qui rencontrent le 
rayon mené de O, dans le plan P, perpendiculairement au plan 
considéré. Leur nombre est également p. Donc tout plan mené par À 
rencontre la courbe L en 2p points. Tel est donc le degré de L. 

On pourrait remarquer aussi que les seuls points de la ligne L 
dans le plan P sont sur les asymptotes des cercles de ce plan et de 
centre À, sur chacune desquelles se trouvent p points de cette ligne. 

À chaque point Q de la ligne L correspond un plan mené par O9, 
dont la trace sur le plan P est perpendiculaire à cette droite, et qui 
contient une droite D de la surface X. 

Considérons maintenant parmi les droites qui satisfont à une 
condition stmple, de degré m, celles D,, qui, passant par un point Q, 
sont dans le plan correspondant. D’après la définition du degré m, 
le nombre de ces droites est m. Elles forment, avec la droite D, 
m couples de droites conjuguées (D, D,). 

Sur un rayon issu de O, dans le plan P, se trouvent les traces de 
p droites D et de mp droites conjuguées D,. De plus, il y a 2mp 
droites D, passant au point O: ce sont les arêtes du cône, du degré m, 
lieu des droites satisfaisant à la condition de degré m et passant au 
pont O, qui rencontrent la ligne L. Par conséquent, toute droite 
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issue de O, dans le plan P, rencontre la surface Y, des droites D, en 
3mp points. Tel est donc le degré de cette surface. 

Il est clair que, parmi les couples de droites conjuguées (D, D,) 
se trouve chacun de ceux composés de ces droites confondues, c'est- 
à-dire de droites D satisfaisant à la condition simple donnée. Chaque 
couple de droites conjuguées ayant un point Q commun, on aura le 
nombre des couples de droites conjuguées confondues, par celui 
des couples de droites dont les traces sur le plan P sont confondues, 
diminué de celui des couples dont le point Q est dans le plan P. 

Soient æ,7 les distances des projections, sur un axe du plan P, 
des traces de deux droites conjuguées, à une origine sur cet axe. À 
une valeur de + (projection de la droite D) répondent p droites D, 
et par suite »Mp couples de droites conjuguées, ou mp valeurs de y 
(projection de D,). À une valeur de y, répondent 3mp droites D,, 
par suite 3mp valeurs de x. Il y a donc 4mp systèmes de valeurs +, y 
égales. 

Parmi ces systèmes, 1l ÿ en a mp qui correspondent à des couples 
de droites conjuguées dont les traces sont sur la perpendiculaire 
menée par O à l’axe. 

Il y en a 2mp dont les points Q sont dans le plan P. Ces points 
sont les 2p points de la ligne L dans le plan P, à chacun desquels 
correspondent » couples. 

Il reste donc, en tout, mp couples de droites conjuguées confon- 
dues, ce qui démontre le théorème annoncé. 


II. Remarques. — 1° Le théorème est évident quand la condition 
simple consiste en ce que les droites rencontrent une courbe de 
degré mn. 

2° La considération de la ligne L d’une surface È peut servir à 
démontrer ce théorème : Deux surfaces gauches corrélatives ont 
des lignes doubles de même degré. 

En effet, la ligne L correspond point à point à une section plane 
de la surface Ÿ. D'autre part, on peut mener du point O Ia droite À, 
perpendiculaire au plan P, rencontrant cette courbe en p points; et, 
de même, les deux asymptotes des cercles du plan P et de centre O, 
rencontrant chacune cette courbe en p points, et, en plus, des droites 
rencontrant cette courbe en deux points, autant de fois qu'il y a de 
plans passant par O et contenant deux droites D de la surface Z. Par 
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conséquent, en appliquant à la ligne L et à une section de la surface X 
le théorème de la correspondance, et en désignant par s le nombre 
des points doubles de cette section, par s’ le nombre des plans menés 
par O et contenant deux droites D, on aura 


p(p—3)—2s=2%p(2p —3)—25s —3p(p—1) ou fete 


D'ailleurs s’ n’est autre chose que le nombre des points doubles 
des sections de la surface corrélative de Ÿ. Donc le théorème est 
démontré. 

Cette propriété est d’ailleurs fort évidente si l’on considère que 
deux sections planes de surfaces gauches corrélatives sont des courbes 
se correspondant point à point et de même degré. Elles sont, par 
suite, de la même classe. 

3° Je terminerai en citant les valeurs des degrés de quelques 
conditions simples : 

Droites rencontrant sous un angle donné une surface de degré p 
et dont les sections sont de la classe 9, 


m—=2(p+g); 


Droites rencontrant sous des angles égaux deux surfaces de degrés 
P;p', et dont les sections sont de classes g et g/, 


m—=2(pp +pq +p'q); 


Droites rencontrant sous deux angles égaux une surface de degré p, 
et dont les sections sont de classe 9, 


m=p(p—1)+2p(2q —1); 
Etc. 
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Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 74, 1872 (1), 
p° 41. 


Dans une récente Communication, j'ai montré que le problème de 
la recherche du nomhre des droites déterminées par des conditions 
composées d'au moins deux groupes séparés, se réduit à deux cas : 


1° Les droites satisfont à une condition triple et à une simple; 
2° Les droites satisfont à deux conditions doubles; et j'ai donné 
le théorème qui résout la première partie du problème. 


Je me propose ici de démontrer le théorème suivant, qui résout le 
second cas, et que j'ai déjà communiqué à l’Académie (!), mais avéc 
une démonstration relative à un cas de la question et très différente 
de la démonstration générale qui fait le sujet de cette Note : 


Taéornkme. — Le nombre des droites qui satisfont à deux 
doubles conditions est égal au produit des ordres de ces condi- 
tions, augmenté du produit de leurs classes. 


Démonstration. — Soit O un point fixe dans un plan fixe P. 
Considérons une droite quelconque D, et, dans le plan de cette 
droite et du point O, la perpendiculaire menée en ce point à l’inter- 
section des deux plans. Soit Q le point de rencontre de cette perpen- 
diculaire et de la droite D. Appliquons cette construction à toutes 
les droites D qui satisfont à une double condition d'ordre w et de 


————— 


(2) Comptes rendus, t. XLVIII, p. 142; 1869. 
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classe y, le point O et le plan P restant fixes. Le lieu des points Q est 
une surface S, dont le degré est 1 + 2v. 

En effet, il est clair, tout d’abord, que les droites D qui rencontrent 
la perpendiculaire A élevée en O, au plan P, ont leurs points Q sur 
cette droite; et, comme, par chaque point, 1l en passe un nombre 
égal à y, la droite À est multiple d'ordre y de la surface S. En second 
lieu, si lon mène par A un plan quelconque, on voit que les droites D 
qui ont leurs points Q dans ce plan, en dehors de À, sont celles 
qui rencontrent le rayon mené de O, dans le plan P, perpendiculai- 
rement au plan considéré. Ces droites forment une surface de degré 
u. + y, dont l'intersection par ce plan est une courbe de ce degré, 
ayant le point O pour point multuple d'ordre y. Donc tout plan mené 
par À coupe la surface S suivantune ligne composée de degré u + 2y. 
Tel estle degré de cette surface. 

On peut remarquer aussi que l’intersection de la surface Set du 
plan P se compose : 1° des à droites D situées dans ce plan; 2° des 
deux asymptotes des cercles du plan P et de-centre O, multiples 
d'ordres y. Il en est de même des intersections de cette surface et de 
chacun des plans menés par À et une de ces asymptotes : elles se 
composent chacune de pu droites D et de deux droites multiples 
d'ordre y. 

On peut remarquer également que le point O est multiple d'ordre 
2y sur la surface S, et que le lieu des tangentes en ce point se compose 
de y cônes du second ordre, passant tous par la droite À et les deux 
asymptotes, et chacun par une des y droites qui passent en O. En 
sorte que, si l’on considère deux telles surfaces S, S,, la ligne 
d’intersection L qu'elles ont en commun, outre la droite A et les 
deux asymptotes, a en O un point multiple d'ordre w»,. 

Considérons effectivement une pareille surface S,, déterminée par 
la même construction opérée sur les droites D, satisfaisant à une 
autre double condition, d'ordre 4, et de classe v,. La ligne d’inter- 
section L est de degré d : 


d=(m+2v) (+ 2v1) — 3vv. 


À chaque point Q de cette ligne L correspond un plan passant par. 
la droite OQ, dont la trace sur le plan P est perpendiculaire à cette 
droite OQ, et qui contient un couple de droites conjuguées (D, D,). 

[l'est clair que, parmi ces couples de droites conjuguées, se trouve 
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chacun de ceux de droites D, D, confondues, c’est-à-dire de droites 
satisfaisant à la fois aux deux doubles conditions données. Comme 
deux droites conjuguées ont un point Q commun, on aura le nombre 
des couples de droites conjuguées confondues par celui des couples 
de droites dont les traces sur le plan P sont confondues, diminué de 
celui des couples dont le point Q est dans ce plan. 

Les droites D dont les points Q@ sont sur la ligne L forment une 
surface Ÿ, qui a pour ligne multiple d'ordre 4, chacune des y droites 
D du plan P. A chacune des »v, branches de la ligne L au point O 
correspond un couple de droites D, D,, passant en ce point, et une 
nappe de la surface Ë. De plus, chacune des droites D, passant au 
point O, rencontre, en outre, en y, autres points la surface S,, de 
degré u, + 2w,, avec point multiple d'ordre 2v, en O. Donc, chacune 
des y droites D passant en O est multiple d'ordre u, + y, sur E; et 
le point O est multiple d'ordre v(11, + v,) de cette surface. 

De même, les droites conjuguées D, forment une surface Ë,, qui a 
pour ligne multiple d'ordre y chacune des u, droites D, du plan P, 
et pour point multiple d'ordre y, (1 + y) Le point O. 

Nous avons vu plus haut que les droites D dont les traces sont sur 
un rayon issu de O, dans le plan P, ont leurs points Q sur une courbe 
de degré à + y, avec point multiple d'ordre y en O, et située dans le 
plan mené en O perpendiculairement à ce rayon. De même les droites 
D, qui rencontrent le même rayon ont leurs points Q, sur une courbe 
du même plan, de degré u, + v,,avec pointmultiple d'ordre y, en O 
Par suite, les points Q des couples de droites conjuguées, dont les 
traces sont sur ce rayon, sont les intersections de ces deux courbes, 
autres que le point O, et leur nombre r est 


n—=(U+V) (bu + Vi) — vvi. 


S1 l’on ajoute à ce nombre l’ordre de multiplicité du point O sur 
la surface Y, on a le degré de la ligne suivant laquelle le plan P 
coupé cette surface, en outre des droites D de ce plan. De même 
pour la surface Ÿ,. En sorte que les degrés des deux lignes sont 


respectivement 


n+V(mi+Vi) et n+V(u+y). 


Soient x et y les distances, à une origine prise sur un axe du plan P, 
des projections, sur cet axe, des traces de deux droites conjuguées 
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D et D,. À chaque valeur de z répondent les droites D de la sur- 
face Ÿ qui rencontrent la perpendiculaire à l’axe à cette distance x 
de l’origine, les u droites du plan étant exceptées. Leur nombre est 
n + y (lu +vi). À chaque valeur de x répond ce nombre de valeurs 
de y. De même, à chaque valeur de y répondent ñ +vy,;(u +) 
valeurs de +. Il y a donc 


2n + V(Wi+ ui) +Vi(m+Ÿ) 


systèmes de valeurs x, y égales. 

Parmi ces systèmes sont compris ceux qui correspondent aux 
couples de droites conjuguées dont les traces sont sur la perpendicu- 
laire à l’axe menée par O, et dont le nombre est nr. Parmi ces systè- 
mes sont Compris aussi Ceux qui correspondent aux couples dont les 
points Q sont dans le plan P. Ces points Q sont les intersections du 
plan P et de la courbe L, autres que les uu, points de croisement des 
y. droites D et des 1, droites D, de ce plan. Leur nombre est donc 


d — y. Il reste donc 
HV +) ++) — d' + hu = pu + 


couples de droites conqjuguées confondues; ce qui démontre le 
théorème annoncé. 


Te L 0 0— 
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SURFACES DU SECOND ORDRE. 


Bulletin de la Société mathématique, t. 1, 1872, p. 19. 


Dans un Mémoire que j'ai eu l’honneur de présenter à l’Académie 
des Sciences, au commencement de l’année 1850, et où il est traité de 
la théorie générale des courbes gauches algébriques, j'ai démontré 
divers théorèmes relatifs aux courbes tracées sur les surfaces du 
second ordre. Le plus saillant d’entre eux est le suivant: Les sur- 
faces de degré minimum, qui passent par une ligne algébrique 
quelconque tracée sur une surface du second ordre, coupent cette 
dernière, en outre, seulement suivant les droites d’un même sys- 
tème. 

Je me propose de donner ici une démonstration de ce théorème, 
très simple et différente de celle qui est contenue dans le Mémoire 
précité. Je m’appuierai sur le lemme suivant: 


St, par l'intersection complète de deux surfaces SetS,, d'un 
degré égal au produit des degrés de ces surfaces, on mène une 
troisième surface S:, de degré supérieur à celui de S,, la courbe, 
suivant laquelle les surfaces S et S, se coupent en outre, est l’in- 
tersection complète de la surface S et d’une autre surface. 


Entettet//én figurant par S—0, Si —0, 5: —0 les équations de 
ces surfaces, on a, d’après l’hypothèse, S, = AS +BS,, A et B étant 
des polynomes dont le premier s’évanouit si le degré de S, est infé- 
rieur à celui de S. Cette relation prouve que l'intersection de S, et 
de S se compose de celles de cette dernière surface avec les surfaces 
noel b—0. NE 
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Cela posé, soit une courbe algébrique P, de degré p, sur une sur- 
face de second ordre. Soit 4 le nombre de ses points de rencontre 
avec les génératrices rectilignes d’un système, et, par suite, p—gq le 
nombre de ses points de rencontre avec celles de l’autre système. Si 
la courbe proposée est l’intersection complète de la surface du second 
ordre et d’une autre surface, ces deux nombres sont égaux tous deux 
au degré de cette dernière surface. Nous allons démontrer le théo- 


rème réciproque, c'est-à-dire que : 


St une courbe tracée sur une surface du second ordre ren- 
contre en un même nombre de points les génératrices rectilignes 
des deux systèmes, elle est l'intersection complète de la surface 
du second ordre et d’une autre surface. 


Soit donc une courbe P, de degré 2g, rencontrant en g points 
toutes les génératrices rectulignes d’une surface de second ordre S, 
sur laquelle elle est tracée. Par cette courbe on peut mener une sur- 
face Y de degré 2g —1, par exemple un cône ayant son sommet sur 
la courbe. Les surfaces S et Ÿ se coupent, en outre, suivant une 
courbe P, de degré 2 (q—1), qui rencontre également toutes les gé- 
nératrices rectlignes de S en un même nombre de points. Adimet- 
tons que le théorème soit vrai pour les courbes de degré 2 (q —1). Il 
en résultera que P, est une intersection complète. Donc, d’après le 
lemme, la courbe P,, suivant laquelle se coupent en outre les sur- 
faces S et È passant par P,, est aussi une intersection complète. Donc, 
si le théorème est vrai pour les courbes de degré 2 (q —1), 1l l’est 
aussi pour celles de degré 29. Or, 1l l’est évidemment pour celles du 
degré 2, qui sont planes. Donc le théorème est démontré. 

Revenons maintenant à une courbe P quelconque, de degré p, ren- 
contrant les droites de la surface respectivement en get p—q points. 
Soit, pour fixer les idées, g le plus grand de ces deux nombres get 
p—g: À la courbe P adjoignons 9 —{p—q) ou 2q—p droites de la 
surface, rencontrées chacune par cette courbe en q points. Il est clair 
que l’ensemble de la courbe P et de ces droites forme une ligne P, 
de degré 29, rencontrant en g points toutes les génératrices recti- 
lignes. La ligne P, est donc une intersection complète. Il existe 
donc des surfaces de degré g, passant par la courbe P, et coupant en 
outre la surface S suivant des droites d’un même système. Il est clair 
d’ailleurs que l’on ne peut mener par P des surfaces de degré 


SUR LES COURBES TRACÉES SUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE. 93 


moindre que g, puisque cette courbe est rencontrée en q points par 
des droites. De plus, toute surface de degré g, menée par P, coupe, 
en outre, la surface du second ordre suivant une courbe P', de 
degré 2g —p, qui rencontre les génératrices rectilignes d’un système 
en 279—p points, et ne rencontre pas celles de l’autre système. Or, 
une courbe gauche qui rencontre une droite en un nombre de points 
égal à son degré se réduit forcément à des droites. Donc toute surface 
de degré g menée par P coupe la surface S, en outre, suivant des 
droites d’un même système; ce qui démontre entièrement le théorème 
annoncé. 





SUR LE MOUVEMENT D’UNE DROITE. 


Bulletin de la Société mathématique, t. 1, 1873, p. 114. 


M. Mannheim a trouvé cette remarquable propriété que, sé quatre 
points d'une droite se meuvent dans des plans, tous les points de 
la droite décrivent des ellipses. 

Je me propose de faire connaître quelques autres propriétés de ce 
mouvement. 

Étant donnés cinq plans P,,..., P; et une droite D), il est facile de 
voir qu'il existe une développable du quatrième degré et de la troi- 
sième classe tangente à ces plans et bitangente à la droite, et qu'il 
n’en existe qu'une. Soit S cette surface. Par chaque point, on peut 
lui mener trois plans tangents, et, par suite, trois droites bitan- 
gentes. Par suite aussi, par chaque point d’une bitangente à cette sur- 
face, passe un seul plan tangent à S, qui ne contienne pas cette 
bitangente de la surface. Donc tous les plaus tangents divisent homo- 
graphiquement les bitangentes de la surface. 

La congruence formée par ces bitangentes contient toutes les 
droites qui sont partagées par les cinq plans homographiquement à la 
droite D. Car on voit aisément que, par un point d’un de ces plans, 
on ne peut mener qu'une seule droite satisfaisant à cette condition et 
non contenue dans ce plan; et que, par le même point, ne passe aussi 
qu'une seule bitangente à S non contenue dans ce même plan. Ces 
deux droites coïncident donc. Par suite : 


Taéorkme |. — Les droites, qui sont partagées par cinq plans 
donnés homographiquement à une droite donnée, forment une 
congruence dont la focale est une surface développable du qua- 
trième degré et de la troisième classe. Tous les plans tangents 


ne 
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de cette surface divisent homographiquement toutes les droites 
de la congruence. 


En particulier, si l’un des plans, P;, est à l'infini, la congruence est 
formée des droites divisées par quatre plans donnés semblablement à 
une droite donnée, et l’on voit que tous les points homologues d’un 
même point de la droite donnée sont dans un même plan. 

Si, parmi les droites de cette dernière congruence, on choisit celles 
qui sont divisées en parties égales à celles de D, ces droites forment 
une surface, qui est celle engendrée par une droite dont quatre points 
se meuvent dans quatre plans. Le théorème Î nous apprend que, dans 
ce cas, chaque point se meut également dans un plan. Parvenu à ce 
résultat par d’autres considérations, M. Mannheim, s'appuyant alors 
sur un théorème de Dupin, en conclut que chaque point décrit une 
ellipse. Je vais démontrer la même proposition sans avoir recours au 
théorème de Dupin. 

Revenons à la première congruence considérée. Les droites qui la 
constituent déterminent une correspondance point à point entre deux 
plans tangents quelconques P de la surface focale S, en sorte qu’à une 
droite d’un de ces plans correspond une droite dans chacun des autres. 
Si, dans un de ces plans, P,, on considère une droite L,,, les droites 
de la congruence qui rencontrent L, et ne sont pas dans le plan P,, 
forment un hyperboloïde tangent à chaque plan P. Les droites qui 
correspondent à L, dans le plan P sont les génératrices rectilignes 
d’un système. Les droites de la congruence sont celles de l’autre sys- 
tème. Deux hyperboloïdes, déterminés par deux droites L,, L' du 
plan P,, se coupent suivant la droite de la congruence qui passe au 
point commun à ces deux droites et n’est pas située dans le plan P,. 

Il est facile de déterminer la seconde droite suivant laquelle le plan P, 
coupe l’hyperboloïde déterminé par L,. Cette droite passe par un point 
de L, où deux des trois plans tangents à S se confondent avec P,. 
C'est le point où L, rencontre la génératrice rectiligne T, de Ja 
surface S, suivant laquelle le plan P, touche cette surface. Le même 
plan coupe S, en outre, suivant une conique CG, tangente à T,. La 
droite cherchée est donc l’autre tangente à C,, issue du point commun 
à L, et à T,. Ilen est de même dans chaque plan P. Il coupe l’hyper- 
boloïde suivant deux droites, l’une L, et l’autre tangente à la 
conique C et passant au point de rencontre de L et de T. 
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Supposons de nouveau que le plan P; soit à l'infini. L’hyperbo- 
loïde considéré devient un paraboloïde. Les deux droites de ce para- 
boloïde, contenues dans le plan P;, se coupent sur la droite T;. 


Donc : 


Taéorème I. — Tous les paraboloïdes contenus dans la con- 
sruence des droites divisées par quatre plans semblablement à 
une droite donnée sont tels que, pour chacun d’eux, l'intersection 
des plans directeurs est parallèle à un plan fixe. 


Par un point O menons des parallèles aux génératrices d’un de ces 
paraboloïdes, el portons sur ces droites des longueurs OM égales aux 
segments interceplés sur les génératrices par deux plans P, et de 
même sens. On voit immédiatement que le lieu des points M est une 
droite parallèle à l'intersection des plans directeurs. Si l’on prend un 
autre paraboloïde et qu’on fasse la même construction, on obtiendra 
une autre droite, qui rencontrera la précédente, attendu que les deux 
paraboloïdes ont une génératrice commune. Donc le plan de ces deux 
droites est parallèle au plan fixe défini dans le dernier théorème. 


Donc : 


Taéoreme II. — St l’on transporte parallèlement à elles-mêmes 
toutes les droites de la congruence, en réunissant en un méme 
pount tous les homologues d'un certain point, les homologues de 
tout autre point sont dans un méme plan de direction constante. 


Dans la nouvelle figure ainsi formée, une série de plans Q paral- 
lèles entre eux correspondent un à un aux plans P de la première. 
Les droites de la congruence considérée et les droites menées par le 
point O se correspondent une à une, et déterminent $ur deux plans P, Q 
correspondants une correspondance point à point; de sorte que deux 
courbes correspondantes sur ces deux plans sont du même degré. On 
voit aussi très aisément que les droites à l'infini de ces deux plans 
se correspondent, en sorte que les asymptotes de deux courbes cor- 
respondantes sont des droites homologues. Il en résulte immédiate- 
ment que les points de concours des asymptotes dés courbes tracées 
sur les plans P, et qui correspondent à une courbe tracée sur l’un 
d'eux, décrivent des droites de la congruence. Si ce sont des coniques, 
leurs centres sont en ligne droite. 

Les droites de la congruence, pour lesquelles les segments compris 
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entre deux plans P sont égaux, sont parallèles à des droites issues de 
O et formant un cône de révolution, dont l’axe est perpendiculaire 
aux plans Q. Ce cône est coupé par chaque plan Q suivant un cercle. 
À chacun de ces cercles répond, dans chaque plan P, une conique. 
Le lieu des centres de ces coniques est la droite de la congruence 
qui est parallèle à l’axe du cône; cette droite est, par suite, la droite 
de la congruence sur laquelle les plans P interceptent les plus petits 
segments. On peut donc compléter le théorème de M. Mannheim de 
la manière suivante : 


TaéorÈme IV. — Si deux droites sont partagées par quatre 
plans en segments proportionnels, et qu'on les fasse mouvoir 
toutes deux de manière que les extrémités de ces segments restent 
dans les plans donnés : 1° tous leurs points décrivent des ellipses ; 
2° les ellipses décrites par deux points homologues sont dans le 
méme plan, concentriques et homothétiques; 5° le lieu des centres 
de ces ellipses est la droite unique partagée par les plans donnés 
en segments proportionnels à ceux des droites données et les plus 
petits possible; 4° chacune des deux droites fait, dans son mou- 
sement, un angle constant avec cette ligne des centres. 


— 09202— 





MÉMOIRE 


DÉTERMINATION DES CONIQUES 


SURFACES DU SECOND ORDRE. 


Bulletin de la Socièté mathématique, 1. 1, 1873, p. 130 et 226; 
L'ID9ré70 pur Tr: 


INTRODUCTION. 


Quand on considère des courbes ou des surfaces pour la détermi- 
nation desquelles M conditions sont nécessaires, 1l y a lieu de se de- 
mander le nombre de ces courbes ou de ces surfaces qui satisfont à 
M conditions données. Îl peut arriver que quelques-unes de ces con- 
ditions aient entre elles une telle dépendance qu'il ne soit pas pos- 
sible de les considérer comme des condilions séparées sans introduire 
des solutions étrangères au problème proposé. On peut employer les 
noms de condition double, triple, etc., à désigner l’ensemble de plu- 
sieurs conditions inséparables. : 

D'une manière générale, les M conditions données peuvent se 
composer de m, conditions simples, m,; conditions doubles, ..…, m; 
conditions multiples d'ordre £, ..., indépendantes les unes des autres, 
de sorte que l’on ait m, +om: + ...+im;+...=M. Chaque grou- 
pement des M conditions en conditions séparées donne lieu à un pro- 
blème particulier, dont la solution fournira un théorème enseignant, 
dans chaque cas, quels sont les nombres relatifs à toute condition 
simple, double, etc., qu’il faut connaître, et comment il faut com- 
biner ces nombres pour obtenir celui qu’on cherche; en d’autres 
termes, quelle fonction représente ce dernier nombre. 


MÉMOIRE SUR LA DÉTERMINATION DES CONIQUES. 99 


C’est ainsi que, relativement à la détermination du nombre des 
droites qui satisfont à deux conditions dans un plan, il suffit de con- 
naître, pour chaque condition, le nombre des droites qui y satisfont 
et passent par un point. 

Relativement à la détermination des plans, les théorèmes sont éga- 
lement bien connus. Pour la détermination des droites dans l’espace, 
les problèmes sont résolus par deux théorèmes que j'ai communiqués 
à l’Académie des Sciences en 1871 et en 1852 (Comptes rendus des 
séances de l’Académie des Sciences, t. LXXIIT et LXXIV). 

C’est en abordant ce genre de problèmes relativement aux coni- 
ques dans le plan que M. Chasles a tout d’abord ouvert la voie à cet 
ordre de recherches. Le premier problème est celui où l’une des con- 
ditions est simple. Les quatre autres conditions, qui peuvent être dé- 
pendantes ou indépendantes les unes des autres, déterminent un 
système. La solution du problème est contenue dans le théorème 
suivant : 


Dans un système plan, le nombre des coniques qui passent en 
un point étant et le nombre de celles qui touchent une droite 
étant y, le nombre de celles qui satisfont à une condition quel- 
conque est au+fv, les nombres « et$ ne dépendant que de la 
condition donnée (*). 


Ce beau théorème, que M. Chasles a découvert par l'induction, n'a 
pas encore été démontré. 

Je me propose d’en donner une démonstration dans la première 
Partie de ce Mémoire. 

Dans la seconde Partie, j’aborderai le problème dans lequel les 
cinq conditions se partagent en deux, l’une triple, l’autre double. Ce 
problème est résolu par un théorème analogue au précédent; mais la 
formule est à érois termes. L’énoncé de ce théorème est contenu im- 
plicitement dans une Note de M. Chasles (Comptes rendus, 1. LIX, 
p. 349), ainsi que l’a fait remarquer M. Cremona, en le donnant ex- 
plicitement (Comptes rendus, t. LIX, p. 576). Si la condition 
double se compose de deux conditions séparées, ce théorème découle 
facilement du précédent. Mais, s’il n’en est pas ainsi, 1l constitue un 


(*) Les nombres 1 et v sont appelés première et deuxième caractéristique du 
système. 
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deuxième théorème distinct, non encore démontré, et dont on n’a 
même presque fait aucune vérification. 

Dans la deuxième Partie de ce Mémoire, je démontrerai ce théo- 
rème, et Je ferai voir que l’ensemble de ces deux propositions four- 
nit la solution complète des problèmes relatifs aux coniques dans le 
plan, de telle façon que, dans tous les cas, une condition simple, ainsi 
qu'une condition quadruple, est caractérisée par deux nombres, et 
une condition double ou triple par trois nombres. 

Dans la troisième Partie de ce Mémoire, J'étudierai les problèmes 
relatifs à la détermination des coniques dans l’espace et des surfaces 
du second ordre; et je démontrerai, à cette occasion, plusieurs théo- 
rèmes nouveaux. 

La première Partie contient, tout d’abord, quelques théorèmes 
étrangers à la question proposée, mais qui seront d’un usage fréquent 
dans tout le cours du Mémoire. 


PREMIÈRE PARTIE. 


I. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES INTERSECTIONS DES COURBES PLANES 
ALGÉBRIQUES. 


Soit, sur une courbe algébrique plane, un point O tel que la droite 
Oy ait r de ses points d’intersection avec la courbe réunis en 0; 
soit O x une autre droite. L’équation de la courbe, rapportée aux axes 


Oz, Oy, est de la forme 
(1) J'(A+By+...+ KyË) + xP —=o; 


A, B,..., K sont des polynomes en x seul, dont le premier ne s’éva- 
nouit pas avec æ; P est un polynome dont le degré en y est inférieur 
dre 

Pour une valeur infiniment petite de x, l’équation (1) détermine r 


racines y ‘infiniment petites. Le produit des autres racines est + K' 


Soit maintenant s le moindre degré de x dans les termes indépen- 
dants de y, en sorte que ces termes soient 2(a—+bx+...). Le pro- 


! : PA b M: - 
duit de toutes les racines de (1) est + ER Le produit des 
as (a+ bx +...) 
A 


de l’ordre de x*. Prenant + pour infiniment petit du premier ordre, 


racines infiniment petites est donc égal à + , c’est-à-dire 
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désignons par &,, 4», .. les ordres de ces racines. Faisons le produit 
des r binomes (y —zx%). Nous obtenons un polynome en y dont les 7 
racines ont chacune un rapport fini avec une racine infiniment petite 
de (1). Les produits de ces deux groupes de racines ont donc un rap- 
port fini, c’est-à-dire que la somme des nombres x est égale à s. 

Or s marque le nombre des points d’intersection de la courbe et 
de Ox, confondus en O. Donc: 


Taéorkme 1. — Le nombre des intersections d'une courbe et 
d'une droite, confondues en un point O, est égal à la somme des 
ordres des segments infiniment petits interceptés par la courbe et 
la droite sur une sécante quelconque, dont la distance au point 
O est infiniment petite du premier ordre. 


On peut faire la remarque suivante : Une racine y étant de l’ordre 
%, On peut, pour trouver son rapport à æ*, se borner à considérer, 
dans (1), les termes en y'x/, tels que 7 + rx ait la même valeur pour 
tous ces termes. On en conclut aisément que les produits de ces rap- 
ports par x%, ou les racines y de l’ordre «, bornées à leur premier 
terme, sont déterminés par une équation dont les coefficients ne 
contiennent que des puissances entières de x. On peut donc dire que : 
stp est le nombre des segments ci-dessus de l’ordre a, le pro- 
duit pa est toujours un nombre entier. 

Ce théorème est susceptible d’être étendu au cas de deux courbes, 
par l’analyse suivante : 

Soient deux courbes S et S’ dans le même plan. On peut faire cor- 
respondre deux à deux les points de ces deux courbes qui ont même 
ordonnée y, et imaginer la courbe È dont les coordonnées recti- 
lignes €, n sont les abscisses x, x! de deux points correspondants. Un 
point commun aux deux courbes S et S' correspond à un point de EX 
situé sur la bissectrice des axes. Supposons que le point O, origine 
des coordonnées æ, y, soit commun aux deux courbes S, S'. La 
courbe X passe en Q origine des coordonnées £, 1. 

D'après le théorème [, on trouvera le nombre des points communs 
à > et à la bissectrice des axes en considérant une valeur de Ë infini- 
ment petite du premier ordre, cherchant l’ordre de chacune des va- 
leurs de (n—£) infiniment petites correspondantes, et faisant la 
somme de ces ordres. Cette somme sera le nombre cherché. En se 
reportant aux courbes S et S' on voit que cela revient à: mener une 
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parallèle à Oy, d’abscisse x du premier ordre; prendre les points m, 
infiniment voisins de O, où cette droite coupe S; par chaque point m, 
mener une parallèle à O x; considérer sur chaque parallèle les points 
m infiniment voisins de O et appartenant à S'; faire la somme des 
ordres des segments mm/', interceptés sur ces parallèles. 

En particulier, si les droites Ox, O y ne sont pas tangentes à la 
courbe S/, les points m' situés sur chaque parallèle à Ox sont en 
même nombre que les points m, infiniment voisins de O situés sur 
la parallèle à O y et sur S’; chaque segment mm, est du même ordre 
qu’un segment nm, et les nombres de ces deux groupes de segments 
sont les mêmes. On peut donc remplacer la somme des ordres des 
segments 1m par celle des segments mm;. Donc: 


TaéorëMme Il. — Le nombre des intersections de deux courbes, 
réunies en un point O, est égal à la somme des ordres des seg- 
ments infiniment petits interceptés par les deux courbes sur, 
une sécante dont la distance au point O est infiniment petite du 
premier ordre, et qui ne coïncide avec aucune tangente à l'une 
des courbes en ce point. 


De la remarque faite à propos du théorème [, on peut conclure 1e1 
que: stp est le nombre des segments d'ordre «, le produit pu est 
toujours un nombre entier. 

Au lieu de deux courbes quelconques, considérons maintenant deux 
courbes S et S' telles qu’à chaque point m de la première correspon- 
dent a points m»’ de la seconde, situés sur la droite qui joint » à un 
point fixe C, où ne passe pas S; et que les groupes de a points »!/, 
correspondant aux différents points #7 en ligne droite avec C, soient 
tous différents. | ' 

D’après cette définition, si p est le degré de S et » l’ordre de mul- 
üplicité du point C dans S/, cette dernière courbe coupe les droites 
issues du point C en ap—+n points. Ce nombre marque donc son 
degré. 

Projetons en 4, x sur une droite CA, deux points correspondants 
m, m',el imaginons la courbe Y dont les coordonnées rectilignes 
sont Cm et Cm’. Cette courbe est de degré 24ap + n, et a, à l’origine 
des coordonnées, un point multiple provenant des couples de points 
m, Im situés sur la perpendiculaire élevée en GC sur CA. On voit très 
facilement que ce point compte pour ap intersections de X et de la 
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bissectrice des axes. Il reste donc ap + n autres points communs à 
ces deux lignes. Donc : 


Taéorbue II. — Sr, à chacun des points d'une courbe de degré 
p;, situés sur une droite issue d'un point fixe, où ne passe pas 
cette courbe, correspond un groupe distinct de a points sur la 
même droite, et que le point fixe soit multiple d'ordre n sur le 
lieu de ces derniers, le degré de ce lieu, ainsi que le nombre des 
couples de points correspondants confondus, est égal à ap +n. 


Les données restant les mêmes, si un point O est la réunion de 
plusieurs couples de points correspondants, on cherchera leur 
nombre en appliquant le théorème ! à la courbe £. On sera conduit 
alors à mener une sécante à distance infiniment petite du premier 
ordre du point O, à considérer chaque point m» d’intersecuon de 
cette sécante et de S infiniment voisin de O, à mener le rayon Cm et à 
faire la somme des ordres des segments mm" compris entre deux 
points correspondants infiniment voisins. 

La sécante peut être prise non tangente à la courbe S. Si, de plus, 
le rayon CO n’est pas tangent à cette courbe, un rayon issu de C, et 
à distance du premier ordre de O, coupe S en des points à distance 
du premier ordre de ce point O, et en même nombre que la sécante 
considérée. Il y a donc sur ce rayon le même nombre de segments 
compris entre des points correspondants infiniment voisins de O, et 
du même ordre que sur les différents rayons considérés en prémier 
heu. Donc: 


Taéorëme IV. — S’il existe une correspondance entre les points 
de deux courbes situés sur les droites issues d’un point fire O, et 
que O soit un point commun aux deux courbes, où aucune des 
tangentes à l’une d'elles ne passe en G, le nombre des couples de 
points correspondants, confondus en ©, est égal à la somme des 
ordres des segments compris entre deux points correspondants 
infiniment voisins de O, et situés sur une droite issue de C dont la 
distance au point O est infiniment petite du premier ordre. 


On remarquera encore que: st 9 est le nombre des segments 
d'ordre à, le produit o est toujours un nombre entrer. 
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II. — DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE M. CHASLES 
SUR LES SYSTÈMES DE CONIQUES DANS LE PLAN. 


Étant donné un système plan de coniques, prenons dans le plan du 
système une droite arbitraire À, et une origine a sur cette droite. 
Soient m et m' les points où une conique du système rencontre À. 


Considérons la courbe dont les coordonnées reculignes sont 


I ; AMOR 
x=-(am+am),yY = A K étant une longueur constante. A 
D. 


chaque conique du système correspond un point de cette courbe, et 
à chaque point de la courbe correspond une conique. Pour abréger 
le langage, j'appelleraï cette courbe indicatrice du système relative à 
la droite A. Je vais démontrer qu’elle a pour degré la première 
caractéristique du système. 

Soit u cette caractéristique. Considérons, pour un instant, la courbe 
dans les coordonnées £, n sont am et am'. Elle est de degré 21, symé- 
trique par rapport à la bissectrice des axes de coordonnées, et elle a, à 
l'infini, sur chacun des axes, un point multiple d’ordre u.. Les points de 
cette courbe, pour lesquels am + am’ a une valeur donnée, sont sur 
une droite perpendiculaire à l’axe de symétrie. Ils sont donc en 
nombre 214 et disposés symétriquement par rapport à cet axe. Ils ré- 
pondent à u coniques. En second lieu, les points, pour lesquels 
am.an a une valeur donnée, sont sur une hyperbole qui coupe la 
courbe en 41 points, dont 24 sont à l'infini et 1 disposés symétri- 
quement par rapport à l’axe de symétrie. Ces derniers répondent donc 
également à  coniques. Donc, dans l’indicatrice, à chaque valeur de 
x ou de y répondent  coniques du système et 1 valeurs de y ou 
de æ. D'ailleurs, x et y ne deviennent infinis qu’ensemble, pour les 
coniques ayant une asymptote parallèle à A. Donc l’indicatrice est de 
degré y. 

Un couple quelconque de points m et m' de la droite A peut 


ètre représenté sur le plan par un point dont les coordonnées sont : 
am.am 

—— 
sont représentés par un point situé sur la parabole P dont l’équation 


vi I / + ; . 1 . LE. . 
T — * (am+am Je V — Deux points 77 et 77 qui coincident 


est Ky— x?. Si le point (x, y) décrit une ligne droite 


Ax + By + C=o, 
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les points » et m! sont liés par la relation 
Av À F 
-— (am+am')+B.am.am +G=o, 
d 


qui est l’équation générale de deux divisions homographiques en in- 
solution sur la droite A. Donc : Chaque droite du plan représente 
deux divisions en involution sur À, et inversement. Par suite, Les 
deux points d'intersection d’une droite et de la parabole P re- 
présentent les deux points doubles de l’involution. Toute droite 
tangente à cette parabole représente une involution où les deux 
points doubles coïncident, c’est-à-dire une seule série de points 
variables sur À, et un point fixe dont. la distance à l’origine sur 
A est égale à l'abscisse du point de contact. Et, par suite, chaque 
point du plan représente deux points sur À, dont les distances à 
l'origine sur cette droite sont les abscisses des points de contact 
des tangentes à la parabole issues du point considéré. 

Considérons maintenant les & intersections d’une droite D et de 
l’indicatrice J d’un système de coniques. Ces 1. points répondent aux 
y coniques qui divisent harmoniquement le segment de À compris 
entre les points de cette droite correspondant aux points d’intersec- 
uon de D et de la parabole P. Si la droite D est tangente à P, ces à 
coniques passent au point de A correspondant au point de contact. 
Ainsi les y points d’intersection de l’indicatrice et d’une tangente 
à la parabole répondent à 1 coniques se coupant sur A. 

S1 la tangente à la parabole est en même temps tangente à l’indica- 
trice, deux de ces coniques sont infiniment voisines. Ainsi le point 
de contact avec la parabole d'une tangente commune à cette 
courbe et à l’indicatrice représente un point où À coupe l’enve- 
loppe du système de coniques. 

Les 24 points d’intersection de l’indicatrice et de la parabole ré- 
pondent aux coniques qui coupent A en deux points réunis. Parmi 
ces coniques, les unes sont des coniques ordinaires tangentes à À, 
les autres sont des coniques réduites à une droite, que j'appellerai, 
pour abréger, des droites-coniques. 

Il faut remarquer que les points répondant aux premières sont de 
simples points d’intersection des deux courbes. Car, s’il y avait con- 
tact, cela indiquerait que la droite A touche une conique du système 
en un point où cette conique touche l’enveloppe du système. La 
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droite À serait donc tangente à cette enveloppe, ce qui n'aura pas 
lieu si la droite A est quelconque. En second lieu, si un de ces points 
était muluple dans l’indicatrice, cela indiquerait qu'il ÿ correspond, 
ou une conique multiple tangente à A, ou deux coniques tangentes 
à À au même point; ce qui n'aura pas leu non plus, si la droite A est 
quelconque. Par suite, si w désigne le nombre des points d’intersec- 
tion des deux courbes aflérents aux droites-coniques, et la deuxième 





caractéristique du système, on a y—2u—. 

Au contraire, aux points correspondants à des droites-coniques, 1l 
peut arriver que, quelle que soit la droite À, l’indicatrice soit mul- 
üple et touche la parabole P. Quand ce fait se produit, la droite- 
conique figure pour plusieurs unités dans le nombre w. On dit alors 
d'habitude qu’elle est multiple. Il me paraît convenable de désigner 
par ordre de multiplicité de la droite-conique le nombre des bran- 
ches de l’indicatrice au point correspondant. J’appellerai valeur de la 
droite-conique le nombre des unités pour lesquelles elle figure 
dans w. Cette valeur peut différer beaucoup de l’ordre de multipheité, 
et être multiple quand ce dernier est l’unité. L'application du théo- 
rème Îl va servir à mettre en évidence les éléments géométriques qui 
déterminent la valeur d’une droite-conique dans un système. 

Soit, sur l’indicatrice J, un point O répondant à une droite- 
conique, et, par suite, situé sur la parabole P. Menons une sécante 
arbitraire à distance du premier ordre du point O. Soit x le point voi- 
sin de O où elle coupe P, et p un des points voisins de O où elle 
coupe J. Sur la droite A, soit M le point représenté par O, p par 
et », nm les deux points représentés par p. Le segment Mu est 
infiniment petit du premier ordre. Soit u, le point de A représenté par 
le second point d’intersection de la sécante et de P. Le segment Mu, 
est fini. 

Pour trouver la valeur de la droite-conique, 1l suffit de faire la 
somme des ordres des segments pr. Soit 0 l’angle de la sécante et de 
l’axe Ox. Chaque segment pr est égal à la différence des abscisses 
des points p, 7 divisée par cos Ü; c’est-à-dire, en désignant par C le 


\ 


milieu de mm', à 


— 6) 


A 





ÉRO RTe Cm 
ns: Mais Cu en Chaque segment a donc pour 


{ 
\ 


C 


SM . . 
longueur »etest de l’ordre de Cm . Ainsi, pour trouver la 


Cp cos 0 
valeur de la droite-conique, il suffit de chercher les coniques in- 
Jiniment aplaties qui divisent harmoniquement un segment dont 


MÉMOIRE SUR LA DÉTERMINATION DES CONIQUES. 107 


une extrémité est à distance infiniment petite du premier ordre 
de la droite-conique, et de faire la somme des ordres des carrés 
des segments interceptés par ces coniques. Si la sécante est perpen- 
diculaire à l’axe Ox, le point u, est à l'infini; mais Cu, cos reste 
fini et devient égal à K. Par suite, {a méme règle s'applique en 
considérant les coniques qui interceptent sur une droite des 
segments dont le milieu est à distance du premier ordre de la 
droite-conique. 

On parvient au même résultat en considérant directement les seg- 
ments interceptés par les courbes sur une sécante parallèle à Oy, à 
distance À du premier ordre de O. Un point p infiniment voisin de O 
sur cette sécante et sur l’indicatrice répond à une conique coupant A 
en deux points »#, m', dont le milieu est à distance À du point M. En 
désignant par ç le demi-segment »#m', on a 


am + am ) am. am (aM + À}? 2 
ne [44 \ REX LE ex — = FRIC mN Er 
2 K K K 


am.am (aM + À}? 
K K 
situés sur l’indicatrice et sur la parabole. Le segment intercepté par 


sont les ordonnées de deux points de la sécante 


9 


(o 
ces deux courbes est donc re 


Les coefficients angulaires des différentes tangentes à l’indicatrice 
FR Xe AMEN) == 50! >aM 2 

en O sont les différentes valeurs de LE Se ce PR AT A ee At: 
KÀ K KA 


. GE À . . . . 
Je vais montrer que + ne peut être infini, si la droite À est quel- 


conque; c’est-à-dire qu'il ne saurait y avoir, dans ce cas, une tan- 
gente en © parallèle à l’axe des y. 

Dans une conique, dont les axes sont & et b, si une droite A fait, 
avec l’axe D, l'angle ©, le diamètre conjugué de sa direction A’ fait, 


9 


h b? Le 
Fe . 
avec l’axe a, l'angle y, tel que l’on ait tangy — — = lang ©. Si la co- 


nique est infiniment aplatie, c’est-à-dire si le rapport L est infiniment 
petit et égal à e, 4 est de l’ordre de e?, dès que © est fini. Si D est 
une droite faisant un angle infiniment petit Ÿ avec l’axe «4, et coupant 
cet axe en un point d, les droites D et A’ interceptent sur A un segment 
de l’ordre de (4 —:,), si le point d n’est pas infiniment voisin de A, 
ce qui n'arriverait que pour des droites particulières A. 

Supposons maintenant que D soit la droite-conique d’un système, 
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et que la conique infiniment aplatie considérée soit une conique du 
système, voisine de D; le segment dont il vient d’être question est 
précisément la longueur À. Donc } est de l’ordre de (4—y); d’ail- 
leurs, s est de l’ordre de es. Puisque, est de l’ordre de e?, le rapport 
de 5? à À ne peut être infini que si Ÿ est du même ordre que y, et si 
la différence (4 —:,) est d'ordre supérieur, ce qui nécessiterait une 
direction déterminée pour la droite A. Donc, la droite A étant quel- 
conque, la droite menée par O parallèlement à l’axe des y n’est pas 
tangente à l'indicatrice. 

On voit, de plus, que le cas où À est de l’ordre de 6? est le seul où 
l'indicatrice ne soit pas tangente à la parabole. Pour que ce fait se 
produise, il faut et il suffit que l’angle Ÿ soit d’un ordre égal ou su- 
périeur à celui de &?. On en conclut : st une droite-conique a pour 
valeur l'unité, le déplacement angulaire du grand axe, dans les 
coniques voisines, est d’un ordre égal ou supérieur au second, re- 
lativement à l'angle des asymptotes. 

Si À est de l’ordre de 6, et qu'il n’y ait qu’une branche d’indicatrice 
au point O, il y a simple contact entre cette courbe et la parabole; la 
valeur de la droite-conique est 2. C’est le cas où le déplacement 
angulaire de l'axe est du même ordre que l'angle des asymptotes. 

Soit À infiniment petit par rapport à s, mais d’ordre moindre que 
2 relativement à 5, par exemple d'ordre (> — 2), : étant une fraction 


\ 


12 





AIT 


2 — 
irréductible de numérateur impair. 5? est alors de l’ordre de À ?, 


3} 
ou de l’ordre pile 


» À étant censé du premier. Or, d’après une re- 


A 


marque faite à la suite du théorème Il, le nombre p des segments 
interceptés entre l’indicatrice et la parabole, qui sont de l’ordre 
>.q 
29 an. 
tiple de (29—p}); et, par suite, la valeur de la droite-conique est 


»} 
Et tel que p 
29 — P 


est un nombre entier. Donc po est un mul- 
égale ou supérieure à 29, suivant qu'il n’y aura pas ou qu'il y aura 
d’autres segments. 

S1 le numérateur p est pair et égal à 2p', on trouvera de même que 
la valeur de la droite-conique est au moins égale à g. 

Dans le premier cas, g est au moins égal à 2, dans le second à 3. 
Donc la valeur de la droite-conique est toujours supérieure à 2. 

Soit maintenant À infiniment grand par rapport à 5, de façon ques 
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soit de l’ordre (2) (p>g), À étant du premier, 


on voit comme ci-dessus que: 1° si g est impair, la valeur de la 


: étant irréductible ; 
droite-conique est au moins 2p, qui ne peut être moindre que 4; 
2° si g est pair, elle est au moins égale à p qui ne peut être moindre 
que 5. 

Les éléments géométriques qui déterminent la valeur d’une droite- 
conique étant ainsi nettement mis en évidence de la manière la plus 
générale, 1l va être facile de trouver le nombre des coniques d’un sys- 
tème qui satisfont à une condilion donnée. 

Soit un système de coniques À dans le plan. Prenons une conique 
fixe quelconque ©. Par les points d’intersection de chaque conique A 
et de ? menons les coniques À, qui satisfont à une condition don- 
née. Soit a le nombre des coniques qu'on peut mener par quatre 
points et satisfaisant à cette condition. Les coniques À, forment un 
système dont chaque conique répond à une conique À coupant Eaux 
mêmes points; et à chaque conique À répondent & coniques A,. 
Deux pareilles coniques À et À, seront dites correspondantes. Sur 
une sécante À, deux coniques correspondantes et la conique fixe X 
déterminent une involution, dont deux points, ceux de Ë, sont fixes. 
Par suite, les indicatrices J, J, de ces deux systèmes, relatives à une 
même droite À, sont deux courbes dont les points se correspondent 
de la manière définie au théorème III. De plus, l’indicatrice J,, ainsi 
que l’indicatrice J, ne passe pas au point C, représentatif des deux 
points de E sur A. Donc, d’après le théorème III, l’indicatrice J, est 
de degré au, puisque J est de degré um; en second lieu, le nombre 
des couples de points correspondants confondus sur ces deux courbes 
est aussi au. Si ces au points répondent à des coniques ordinaires 
À, ils répondent en même temps à des coniques ordinaires À, qui 
se confondent avec leurs correspondantes A. Ce sont des coniques 
communes aux deux systèmes. Maisiln’en est pas ainsi, en général ; 
et quelques-uns de ces points répondent à des coniques infiniment 
aplaties. Il faut donc trouver le nombre de ces points, et, en le 
retranchant de au, on aura le nombre des coniques ordinaires du 
système À qui satisfont à la condition donnée. 

Soit 4570 un quadrilatère (fig. 1), a le point de concours des 
côtés aB, vd; b celui des côtés By, 0%; et c le point de concours des 
diagonales &y, 8x. À la condition, pour une conique, de passer par 
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les points &, $, y, à, on peut substituer celle de passer en l’un 
d'eux z, et de toucher en £, t', sur la droite bc, deux droites at, at 
formant avec ab et ac un faisceau harmonique. Si l’on cherche les 
coniques qui passent aux quatre points donnés et satisfont à une 
condition donnée, cette condition servira à déterminer l'arbitraire 
qui subsiste dans le couple de droites at, at’. 








Si les droites 6 et ba font un angle infiniment petit 0, les mêmes 
choses subsistent. Mais, par la nature de la condition considérée, 1l 
peut arriver que, parmi les couples de droites at, at’ que cette con- 
dition détermine, les uns diffèrent du couple as, aô, les autres en 
soient infiniment peu différents. Pour qu’une conique ainsi détermi- 
née ne soit pas infiniment aplatie, 1l faut et il suffit queles droites at, 
al’ fassent respectivement avec les droites ax, ad des angles infini- 
ment petits du second ordre par rapport aux longueurs af, yo, ou par 
rapport à l'angle 0, si l’on suppose le point b à distance finie des 
côtés du quadrilatère. Le nombre des couples de droites &t, at', satis- 
faisant à cette condition, marquera le nombre des coniques ordinaires 
passant aux quatre points donnés et satisfaisant à la condition 
donnée. 

Les autres couples de droites at, at! déterminent des coniques in- 
finiment aplaties. Si les droites at, at! font avec au, aû respectivement 
des angles finis, la conique infiniment aplatie correspondante a ses 
sommets, qui sont infiniment voisins de t et (', à des distances finies 
des côtés af, yù du quadrilatère. Si, au contraire, ces angles sont de 
l'ordre des longueurs 48, à, les sommets sont infiniment voisins des 
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côlés 4%, 70 du quadrilatère. Mais il est aisé de voir que ce dernier 
fait ne se produira que si le quadrilatère 480 a quelque liaison avec 
la condition donnée, et non pas s’il est absolument quelconque. 

Considérons, en effet, le système des coniques qui satisfont à la 
condition donnée, ont la droite bc pour polaire du point & et touchent 
la droite at au point £ sur bc. Le point de contact des secondes tan- 
gentes menées de a aux coniques de ce système décrit une ligne, et 
vient en £’ quand la conique variable devient infiniment aplatie. Ce 
point 2’ est donc déterminé par la condition, le point a, la droite be, 
et le point £. Donner ce dernier équivaut à donner le côté 486 du qua- 
drilatère. Mais, avec ces données, le quadrilatère n’est pas déterminé, 
et le côté yà peut être sur une droite quelconque issue de a. Donc, 
pour que les droites at, at! fassent, avec les droites ax, ay, des angles 
du même ordre que les côtés 48, yà respectivement, le quadrilatère 
doit être particularisé ; et ce fait ne saurait se produire s’il est absolu- 
ment quelconque relativement à la condition donnée. 

En particulier, si ce quadrilatère est formé par les points d’inter- 
section d’une conique fixe È avec une conique infiniment aplatie d’un 
système À, on voit qu'on peut évidemment choisir la conique È de 
manière à ce que ce fait ne se produise pas. 

Ceci établi, soit b le nombre des couples de droites at, at’, faisant 
avec aa, «y des angles finis, déterminés par la condition donnée. À 
chaque conique infiniment aplatie du système À, correspondent a —# 
coniques ordinaires, et b coniques infiniment aplaties. Puisqu'il n’y à 
aucune liaison entre le système proposé et la condition donnée, les 
couples de droites at et al’, relatives à deux coniques infiniment 
aplaties correspondantes, diffèrent. D'ailleurs, la conique Y étant 
quelconque, les segments 25, à interceptés sur cette conique par 
une conique infiniment aplatie À sont infiniment petits de l’ordre de 
l’angle de ses asymptotes; et, en second lieu, les points £ et £’ de con- 
tact des tangentes, issues d’un point &, à la conique infiniment apla- 
tie À,, étant à distance finie, les mêmes segments sont aussi de l’ordre 
de l’angle des asymptotes de cette dernière conique. Donc, sur une 
droite quelconque A, deux coniques infiniment aplaties correspon- 
dantes À et À,, déterminent deux segments infiniment voisins et du 
même ordre, qui est celui de l’angle des asymptotes de A. D'ailleurs, 
les extrémités de ces segments sont à des distances du même ordre, 
puisque les sommets des deux coniques infiniment aplaties diffèrent. 
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Il en résulte aisément que la distance du milieu de ces segments est 
de l’ordre de leurs carrés. 

En eflet, dans une conique infiniment aplatie, les polaires de tous 
les points du plan non infiniment rapprochés du grand axe font entre 
elles des angles de l’ordre du carré de l’angle des asymptotes. Dans 
les deux coniques À et À,, les polaires d’un même point du plan, ou 
les diamètres conjugués d’une même direction, font donc des angles 
du second ordre (l'angle des asymptotes de À étant admis être du 
premier ordre) avec la droite bc qui est, pour toutes deux, la po- 
laire du point a. Les diamètres conjugués d’une même droite A, rela- 
uvement aux deux coniques, font donc entre eux un angle du second 
ordre relativement aux segments interceptés sur cette droite. 

Revenons maintenant à la considération des indicatrices, J et },, 
des deux systèmes À et À,. Puisque, à chaque conique infiniment 
aplatie À correspondent b coniques également aplaties À,, et que la 
distance des milieux des cordes interceptées par une conique A et 
une conique À, correspondantes sur À est de l’ordre du carré de ces 
cordes, 1l en résulte qu’à chaque point p de J, infiniment voisin du 
point O, correspondent b points p, de J,, situés sur la droite Cp, et 
dont les distances au point p sont de l’ordre du carré de la corde in- 
terceptée sur À par la conique répondant au point p. 

Par suite, la distance de deux pareils points p, p, est du même 
ordre que la distance du point p au point x où la même droite coupe 
la parabole P, puisqu'on a démontré plus haut que p= est de l’ordre 
du carré de cette corde. 

Si l’on mène par C une sécante dont la distance à O soit du pre- 
mier ordre, comme la droite CO n’est pas tangente à J, la somme des 
ordres des segments pp, terminés par des points correspondants de J 
et de J, sur cette sécante marque, d’après le théorème IV, le nombre 
des couples de points correspondants confondus en O. Mais chacun 
de ces segments est de l’ordre d’un segment pr; et à chacun des 
segments pr répondent b segments pp, du même ordre que pr. 

La somme dont il s’agit est donc marquée par celle des ordres des 
segments pr répétée b fois, c’est-à-dire D fois la valeur de la droite- 
conique répondant au point O. 

Par suite, le nombre total des couples de points correspondants 
confondus, qui répondent à des droites-coniques des deux systèmes, 
est égal à b fois la somme des valeurs des droites-coniques du pre- 
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mier système. En désignant cette somme par w, on a, pour le 
nombre des coniques ordinaires communes aux deux systèmes 
N=au—bw; et, en mettant pour w sa valeur (2u—%), on 
a N—(a—2b)u+ by. Cette formule exprime le théorème de 
M. Chasles, qui se trouve ainsi entièrement démontré (*). 


DEUXIÈME PARTIE. 
I. — DROITES-CONIQUES DANS LES COMPLEXES PLANS DE CONIQUES. 


Je donne le nom de complexe plan de coniques à l’ensemble de 
ces courbes qui satisfont à des conditions données en nombre infé- 
rieur à 4. Le nombre de ces conditions sera l’ordre du complexe. J'e 
désignerai habituellement un complexe par une lettre entre paren- 
thèses, affectée d’un indice égal à son ordre. La même lettre, sans 
parenthèses, désignera une conique de ce complexe. Ainsi C, sera 
une conique appartenant à un complexe du 3"° ordre (C;). 

Un complexe du 3° ordre peut, d’une infinité de manières, être 
formé par une série de systèmes. Tous ces systèmes peuvent contenir 
des droites-coniques, et quelques-unes d’entre elles peuvent rester 
les mêmes dans tous les systèmes. Soit D, une de ces dernières, et 
D, une droite-conique variant avec le système considéré. Il y a, dans 
le complexe, un nombre fini de droites telles que D,, et une série de 
droites telles que D,, enveloppant une ligne (D;,). En outre, il peut 
arriver que quelques-uns des systèmes variables contiennent des 
droites-coniques de plus. Soit D" une de ces droites. Il y a, dans le 
complexe, un nombre fini de droites telles que D. 

Un complexe du 3° ordre (C;) peut donc contenir à la fois des 
droites-coniques isolées ou de 1° espèce, telles que D, ou D’, et 
des droites-coniques, telles que D,, enveloppant une ligne, ou de 
ps AT 

Pour engendrer un même complexe (C3), on peut choisir les sys- 
tèmes générateurs de telle manière que les droites-coniques de 


(*) Depuis que ces lignes ont été écrites, une démonstration analytique de ce 
théorème a été donnée par M. Clebsch dans les Mathematische Annalen. Je suis, 
depuis longtemps, en possession d’une démonstration analytique très simple de la 
même proposition, que j'aurai occasion d'exposer en un autre moment. 


H. 8 
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1" espèce soient toutes d’un seul type, D, ou D;, à volonté. Par 
exemple, le système des coniques C; qui passent en un point ne con- 
tient aucune des droites-coniques isolées de (C3), à moins que le 
point choisi ne soit sur une de ces droites. En le faisant mouvoir 
sur une ligne continue, on détermine une suite de systèmes qui en- 
gendrent (C3). Dans ce mode de génération, toutes les droites-con1- 
ques de 1° espèce de (G;) appartiennent au type D. 

Au contraire, en engendrant le complexe (C;) par des systèmes de 
coniques C tangentes à une série de droites, on range toutes ces 
droites-coniques dans le type D,, ainsi que je vais le prouver. Si le 
contraire a lieu, une droite-conique D de 1" espèce de (C3) n’appar- 
tient pas au système des coniques C; tangentes à une droite arbi- 
traire. C'est-à-dire que, parmi les coniques C; infiniment voisines de 
D, 1l n'y en a aucune dont le sommet soit infiniment voisin de la 
droite arbitraire. Donc chacun des deux sommets de ces coniques est 
infiniment voisin d'une position limite qu'il atteint quand la conique 
se réduit à D. On exprime cette propriété en disant que les sommets 
de la droite-conique D sont déterminés. Soit à l’un de ces sommets. 
Le système (S) des coniques C3, tangentes à une droite quelconque L 
menée par &, Contient la droite-conique D. Le système (5) des co- 
niques C3, tangentes à une droite arbitraire [/, ne passant pas en a, 
ne la contient pas. Soit y la 2° caractéristique de ce système (S/). 
Pour qu’il y ait moins de y coniques de ce système tangentes à une 
droite 17, 1l faut que cette dernière passe en un sommet d’une 
droite-conique de (S'), et cette condition est suffisante. D'autre part, 
le système (S) a, pour 2" caractéristique, un nombre inférieur à y. 
Il ÿ a donc moins de y coniques GC; tangentes à L et à L/. Or cela est 
impossible, puisque la droite L est une droite quelconque menée par 
a, et que, par suite, elle ne passe pas en un sommet d'une droite- 
conique du système (5). L'hypothèse est donc impossible. Donc tous 
les systèmes tels que (S') contiennent toutes les droites-coniques du 
complexe. 

Comme conséquence de cette propriété, on voit que, sur une 
droite-conique de 2"° espèce, les deux sommets sont déterminés, tan- 
dis que, sur une droite-conique de 1° espèce, ces points renferment 
une arbitraire. 

Soit, par exemple, lecomplexe des coniques tangentes à trois courbes 
À,, A», A3. Les tangentes à l’une de ces courbes, A,, sont des droites- 
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coniques de 2"° espèce, dont les sommets sont sur les deux autres. 
Les tangentes communes à deux d’entre elles sont des droites- 
coniques de 1% espèce, dont un sommet est sur la troisième et 
l’autre arbitraire. Le même complexe contient encore un autre 
groupe de droites-coniques. Ce sont les droites qui passent par un 
point d'intersection de deux des trois courbes. Ce sont des droites- 
coniques de 2"° espèce. Parmi ces droites, celles qui sont tangentes 
à la 3° courbe, tout en appartenant à une série de droites-coniques 
de 2° espèce, peuvent être considérées comme étant de la 1" es- 
pèce, attendu qu’elles ont un sommet indéterminé. 

Par des raisonnements analogues, on est conduit à distinguer, 
dans un complexe du 2"° ordre, trois espèces de droites-coniques : la 
1", formée de droites isolées, dont les sommets sont arbitraires; la 
ame, formée de droites enveloppant une ligne, et dont les sommets 
contiennent une arbitraire: la 3"°, embrassant toutes les droites du 
plan; sur chacune de ces droites, les sommets sont déterminés. 

Dans un complexe du 1‘ ordre, on distinguera deux espèces de 
droites-coniques : la 1", formée de droites enveloppant une ligne et 
dont les sommets sont arbitraires; la 2"°, embrassant toutes les 
droites du plan; sur chacune de ces dernières, les sommets con- 
tiennent une arbitraire. 

Dans la 1° Partie de ce Mémoire (p. 111), on a eu heu de considé- 
rer des conditions telles qu’une droite quelconque du plan, prise 
pour une conique, y satisfait. Une telle condition définit un com- 
plexe du 1°’ ordre contenant des droites-coniques de 2° espèce. Le 
nombre b ou $, défini dans l'endroit cité, est précisément le nombre 
des seconds sommets qui correspondent, sur une de ces droites- 
coniques, à un premier sommet donné. Ce nombre est nul, si le 
complexe ne contient que des droites-coniques de 1" espèce. Par 
exemple, le complexe des coniques normales à une courbe donnée 
contient la 2"° espèce de droites-coniques : un de leurs sommets est 
sur la courbe donnée, et le nombre Ê est égal au degré de cette 
courbe. Le même complexe contient aussi la 1"° espèce de droites- 
coniques ; ce sont les normales à la courbe donnée. 

Toutes ces circonstances s'expliquent d’elles-mêmes par la re- 
marque suivante: les coniques d’un complexe (C,), pour lesquelles 
le rapport des axes est un nombre donnée, contiennent (4—n) ar- 
bitraires. Il y a donc (4—n) arbitraires dans la position d’un de leurs 


116 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


axes et des sommets de cet axe. Si toutes ces arbitraires subsistent 
dans la position de cet axe, les sommets y sont déterminés. Si l’axe 
ne contient que (3—n) arbitraires, les sommets, situés sur un de ces 
axes, renferment une arbitraire. Si l'axe ne contient que (2—n) arbi- 
traires, les sommets y sont indéterminés. Ces considérations sont ap- 
plicables au cas où & est nul, c’est-à-dire quand, au lieu de coniques 


ordinaires, 1l s’agit de droites-coniques. 


II. — DROITES-CONIQUES DANS UN SYSTÈME COMMUN À DEUX COMPLEXES. 


Soient (C,), (C3) deux complexes du premier et du troisième ordre. 
L'ensemble des conditions qui les déterminent équivaut à quatre con- 
ditions, en sorte qu'il existe un système de coniques communes à ces 
deux complexes. Désignons, suivant les notations de M. Chasles, 
par : 

NICE DIS, NC CDMdAIES, N(G:, 220%, 


le nombre des coniques du complexe (G;) qui passent par deux points, 
ou passent par un point et touchent une droite, ou touchent deux 
droites. Les caractéristiques des deux systèmes (C;,,1p) et (Gz,14d) 
sont respectivement p, s etc, t. Par suite, & et $ étant deux nombres 


ne dépendant que du complexe (C,}), on a: 


N (C1, Gs, 1p) = ao + Ro; NC, C3, 1d) = ao + Pr. 


Ces deux nombres sont les caractéristiques 4, y du système (GC, C:) 
des coniques communes aux deux complexes. Par suite, la valeur 


totale des droites-coniques de ce système est : 


« 


2U—V—a(20 —o5)+ (25 — 7). 


Les deux nombres (25 — 5) et (25—:) sont les valeurs totales des 
droites-coniques des deux systèmes (C;,, 1p) et (C3,14). Gette éga- 
lité exprime ainsi un théorème facile à énoncer. 

Les droites-coniques du système (C,, C;) ont trois provenances dif- 
férentes : 1° elles sont de 1"° espèce dans (C;,), ce qui exige qu’elles 
soient en même temps de 2"° espèce dans (C,), si les deux complexes 
sont entièrement indépendants l’un de l’autre; 2° elles sont de 
2e espèce dans (G,) et de 1° dans (G,); 3° elles sont de 2° espèce 


dans les deux complexes. 
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Si le complexe (C,) ne contient pas de droites-coniques de 2"° es- 
pèce, 1l n’y a, dans le système (C,, C;), que des droites-coniques de 
2e espèce de (C3). Dans les deux complexes, les droites-coniques 
à considérer enveloppent des lignes, en sorte que les droites-coni- 
ques du système sont des tangentes communes à ces deux lignes. 
Dans ce cas, d’après une remarque déjà faite, le nombre $ est nul, et 
la valeur totale des droites-coniques du système (C,, GC) est simple- 
ment: x(25—5). Cette propriété n’est qu'un cas particulier de Ja 
proposition suivante : 


ns un Syslè l mmun à deux complexes du 
._ Dans stème de coniques commun à deux complexes d 
1° et du 3" ordre (Gi), (C3), la valeur totale des droites-coniques 
provenant des droites-coniques de 1° espèce du complexe (GC), est 
le produit d'un nombre ne dépendant que de ce complexe par la 
valeur totale des droites-coniques du système (G3,1p); et, plus 
généralement, st les droites-coniques de 1"° espèce du complexe 
(C,) forment plusieurs séries distinctes, la valeur totale des 
droites-coniques du système, qui proviennent d’une de ces séries, 
est de la même forme. 


Je vais démontrer cette importante proposition. 

Pour y parvenir, je considérerai une droite-conique du système 
(G,, G3), qui soit de 1° espèce dans (G,), et je chercherai sa valeur. 
J'emploierai, à cet effet, le résultat énoncé dans la 1° Partie (p. 107) : 
Soit D cette droite-conique; je prendrai, sur une droite arbi- 
traire À, un point à, à distance infiniment petite du 1°" ordre de D; 
je chercherai les coniques infiniment aplaties du système (C,, GC) qui 
interceptent sur À des segments dont les milieux soient en à, et Je 
ferai la somme des ordres des carrés de ces segments. Cette somme 
sera la valeur de la droite conique D dans le système (GC, CG). 

Considérons d’abord séparément les coniques du complexe (C;) 
qui interceptent sur À des segments dont les milieux soient en à. 
Elles forment un système (S), dont les droites-coniques sont les 
droites-coniques de 2° espèce de (C3), passant en a, c’est-à-dire les 
tangentes menées de & à l’enveloppe de ces droites. Considérons 
l’une de ces tangentes, et soit a’ le point où elle coupe une droite A’ 
parallèle à A. La droite aa! est une droite-conique du système (S). Si 
l’on prend sur A’ un point », 1l y a un certain nombre de coniques 
‘du système (S) qui interceptent sur A’ des segments dont les milieux 
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soient en m; et, si m» est à une distance infiniment petite du 1°’ ordre 
de a/, un certain nombre de ces coniques sont infiniment apla- 
ties. Soit à l’ordre du carré du segment intercepté par l’une d'elles; 
la somme des nombres tels que « est, d’après le principe rappelé 
plus haut, la valeur de la droite-conique aa’ dans le système S. 

Le point & a été pris à distance infiniment petite du 1° ordre de la 
droite D, qui est une tangente à l’enveloppe des droites-coniques de 
ame espèce de (G;). Une des tangentes à celte enveloppe, issues du 
du point &, fait un angle infiniment petit du 1°" ordre avec D. Soit 
aa! cette tangente : les deux points & et a/ sont respectivement à dis- 
tance infiniment petite du 1* ordre des points À et A/, où D ren- 
contre À et A’. | 

Construisons une courbe plane qui représente la liaison existant 
entre la position du point rm» sur A'et le segment os intercepté sur la 
même droite par une conique du système (S), le milieu de ce segment 
étant en ». Pour cela, prenons A’ m et 5? pour les coordonnées 
(x, 7) de cette courbe (P). La droite aa! étant une droite-conique du 
système, l’ordonnée y de la courbe (P) s’annule quand le point "» 
vient en a’, c’est-à-dire quand x devient égal à A’a'. Ainsi la courbe 
(P) passe au point de l’axe des x dont l’abscisse est A’a', longueur 
infiniment petite du 1‘ ordre; et de ce point partent diverses bran- 
ches de courbe. Pour chacune de ces branches, l’abscisse étant infi- 
ment petite du 1° ordre, l’ordonnée est infiniment petite d’un ordre 
égal à l’un des nombres «. 

Prenons une conique dans le système (S), interceptant sur A! un 
segment de milieu m; et considérons les coniques du complexe (C,) 
qui la touchent aux extrémités du diamètre am. Ce diamètre est com- 
mun à toutes les coniques ainsi construites et à la conique du sys- 
tème (S) considérée. En faisant varier cette dernière, les autres 
coniques forment un système (S'), et chacune d’elles touche, aux ex- 
trémités du diamètre mené par a, une conique du système (S). Deux 
telles coniques seront dites conjuguées. Si deux coniques conjuguées 
interceptent des segments égaux sur A’, elles coïncident. 

En cherchant donc les couples de coniques conjuguées des sys- 
tèmes (S) et (S’) qui interceptent, sur 4, des segments égaux, on 
trouvera les coniques du système (G,, C3) qui interceptent, sur la 
droite A, des segments dont les milieux sont en a. Pour l’objet que 
l’on se propose ici, 11 faut chercher celles de ces coniques qui sont 
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infiniment aplaties, et faire la somme des ordres des carrés des seg- 
ments qu’elles interceptent sur A, ou sur A’. 

Pour qu'à une conique du système (S), ayant la droite am pour 
diamètre conjugué de la direction de À, soit conjuguée une conique 
infiniment aplatie du système (S'), il faut et il suffit que la droite am 
soit infiniment voisine d’une droite-conique de 1" espèce du com- 
plexe (C;), ainsi qu'il est très aisé de le voir. Par suite, D étant une 
droite-conique de 1" espèce de ce complexe, quand m est infiniment 
voisin de A, on a, dans le système (S'), quelques coniques infini- 
ment aplaties. On obtient, dans le même système, une droite- 
conique, quand le point m vient coïncider avec le point 4”, où A’ est 
rencontrée par la tangente, infiniment voisine de D, menée de a à 
l'enveloppe des droites-coniques de 1"° espèce de (CG). 

Quand le point m est infiniment voisin de A’, à chaque conique (S) 
infiniment aplatie sont conjuguées des coniques (S') infiniment apla- 
ties. L’une d'elles intercepte sur A’ un segment 5’, dont l’ordre 4/ ne 
dépend absolument que du complexe (C,). La somme des nombres tels 
que a’, multipliée par le nombre des coniques S, ayant am pour dia- 
mètre conjugué de la direction de A, est la valeur de la droite-conique 
aa”, dans le système (S). | 

Construisons, pour le système (S'), comme pour le système (S), 
une courbe (P') dont les coordonnées (x!, y!) soient A! m et le carré o”? 
du segment 5’ intercepté sur À’ par les coniques ($/) ayant am pour 
diamètre conjugué de la direction de A. 

Cette courbe passe au point de l’axe des x’, dont l’abscisse est A’a! 
De ce point partent diverses branches. Sur une même parallèle à 
l’axe des y/, les points de cette courbe (P”) se partagent en autant de 
groupes qu'il y a de coniques du système (S) correspondant à l’abs- 
cisse de cette parallèle. Soit 7 le nombre de ces groupes, qui n’est 
autre que la 1° caractéristique du système (S). Si la parallèle à l’axe 
des y/ est à distance du 1" ordre de l’origine, chacun des r groupes de 
points, où elle coupe (P'), contient un certain nombre de points infi- 
niment voisins de l’origine; et, pour chacun de ce spoints, l’ordonnée 
est d’un ordre égal à l’un des nombres o/ 

S1 l’on fait coïncider les axes des ie courbes (P) et (P”), les points 
de ces courbes qui se correspondent et qui sont confondus à distance 
infiniment petite de l’origine, répondent aux coniques infiniment 
aplaties du système (C,, C;) qui interceptent sur À des segments 
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dont les milieux sont en &. Nous avons à chercher la somme des or- 
dres des carrés des segments interceptés par ces coniques sur 4’, 
c’est-à-dire {a somme des ordres des ordonnées des points des 
courbes (P) et (P') correspondants qui sont confondus à distance 
infiniment petite de l'origine. Pour ÿ parvenir, considérons 1solé- 
ment deux branches correspondantes des deux courbes; soient & et a, 
les ordres des ordonnées de ces branches pour une abscisse du 1°" or- 
dre. On voit aisément que, si « est le plus grand de ces deux nombres, 
le nombre des points d’intersection des deux branches infiniment voi- 
sins de l’origine est «', et que l’ordre des ordonnées de chacun d’eux 
est «. La somme des ordres de leurs ordonnées est donc &x/. Par suite, 
la somme cherchée n’est autre chose que È2È4'. Telle est la valeur 
de la droite-conique D dans le système (C,, C3). 

Considérons maintenant, dans le complexe (C,) une série conti- 
nue et indécomposable de droites-coniques de 1" espèce, envelop- 
pant une ligne indécomposable de classe K’. Pour chaque droite de 
cette série, le nombre X4' reste le même. Désignons-le par A’. De 
même, considérons dans (C;,) une série indécomposable de droites- 
coniques de 2"* espèce, enveloppant une ligne de classe K. Pour 
chaque droite de cette série, le nombre X4 reste le même. Désignons- 
le par A. Les deux enveloppes ont K’K tangentes communes. Cha- 
cune d'elles est, dans le système (G,, C,), une droite-conique dont la 
valeur est A'A. Les deux séries considérées fournissent donc à ce 
système des droites-coniques ayant pour valeur totale le nombre 
A'K’. AK. Prenons successivement dans (C;) toutes les séries dis- 
unctes de droites-coniques de 2° espèce, pour les combiner avec la 
même série de droites-coniques de (G,). Nous concluons facilement 
que la série considérée de droites-coniques de 1" espèce de (CG) 
fournit au système des droites-coniques ayant pour valeur totale le 
nombre A'K'.EAK. Prenons, en particulier, pour (G,) le complexe 
des coniques passant en un point. Les nombres K’ et A’ sont faciles à 
déterminer. Ce sont les nombres 1 et 2. Donc 2YAK est la valeur 
totale des droites-coniques du système (C:, 1 p), ou (29 —c). Donc la 
valeur totale des droites-coniques du système, qui proviennent d’une 


A'K'(20—0) 
2 


série de droites-coniques de 1° espèce de (C,) est » Ce qui 


démontre la proposition énoncée plus haut. 
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IT. — THÉORÈME DE M. CREMONA. 


De même qu'on vient de trouver directement la valeur totale des 
droites-coniques d’un système (GC, C3) qui sont de 1"° espèce dans 
le complexe C,, on peut aussi trouver directement celle des droites- 
coniques du même système qui sont de 2"° espèce dans ce complexe. 
Ce problème ne présente pas de difficultés plus grandes que le pré- 
cédent; mais. je ne m'y arrêterai pas. Je n’ai traité le problème qui 
fait l’objet principal du précédent Chapitre, que pour en conclure la 
démonstration du théorème de M. Cremona, dont je vais m'occuper 
actuellement. 

Ainsi qu'on l’a vu plus haut, les caractéristiques du système 
(G,, C3), commun aux deux complexes (CG), (C3), sont: 


u = ap + Po, v — ao + fit. 


Si donc on assuJettit les coniques de ce système à une autre con- 
dition simple, définissant un complexe (C°), le nombre des coniques 
satisfaisant à la question est : 


NC, C4, C3) = d'u + P'v = ao p + (af'+a/B)o+ BB'r. 


Ce nombre s'exprime donc linéairement par les 3 nombres 0, 5,7, 
qu’on peut appeler les caractéristiques du complexe (C3). 

Le théorème énoncé par M. Cremona consiste en ce que cette pro- 
priété subsiste dans le cas où, au lieu de joindre à la condition triple 
définissant le complexe C; deux conditions simples, on lui joint une 
condition double indécomposable en deux conditions simples. On 
peut donc l’énoncer ainsi: 


Le nombre des coniques satisfaisant à une condition triple et à 
une condition double indépendantes est de la forme Yo +ôs+er, 
les nombres p, 5, + ne dépendant que de la condition triple (ce 
sont les caractéristiques du complexe défini par cette condition), 
et les nombres ,5,e ne dépendant que de la condition double. 


Ainsi que je l’ai fait observer dans l’Introduction de ce Mémoire, ce 
théorème est implicitement contenu dans les travaux de M. Chasles. 
C'est de là que M. Cremona l’a tiré, ainsi qu'il le dit expressé- 
ment (Comptes rendus, t. LIX, p. 356), et 1l s’est borné à l’énon- 
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cer explicitemeut. Je vais actuellement démontrer ce théorème. Cette 
démonstration se fera aisément en suivant une méthode analogue à 
celle que j'ai employée pour démontrer, dans la 1° Partie, le théo- 
rème de M. Chasles, et en s'appuyant sur la proposition qui a fait 
l’objet principal du Chapitre précédent. 

Soient donnés deux complexes (C3), (G:) du 3"° et du 2° ordre, 
dont on cherche le nombre des coniques communes. Il existe une in- 
finité, à une arbitraire, de couples de coniques (C;), (C:) de ces deux 
complexes, dont les 4 points d’intersection sont sur une conique 
fixe Z. Ces couples forment deux systèmes de coniques se correspon- 
dant une à une, de telle sorte qu’à une conique de l’un des systèmes 
correspond une seule conique de l’autre, laquelle coupe la conique 
fixe Ÿ aux mêmes 4 points. Considérons, pour ces deux systèmes, les 
indicatrices relatives à une droite arbitraire A, ces indicatrices étant 
les lignes définies dans la 1° Partie (p. 104). Ces deux indicatrices 
se correspondent point à point ; et, suivant une remarque faite plus 
haut (1° Partie, p. 109), la droite qui joint deux points correspon- 
dants passe au point fixe C, représentatif des deux points d’intersec- 
tion de la droite A et de la conique fixe Y. Les indicatrices ne passent 
pas en ce point. Donc, d’après le théorème IIT (1° Partie, p. 103), 
le degré de ces deux courbes est le même, et marque aussi le nombre 
des couples de points correspondants de ces deux courbes qui sont 
confondus. Ce même nombre est la 1"° caractéristique de chacun 
des deux systèmes considérés ; c’est aussi le nombre des couples de 
coniques correspondantes de ces deux systèmes qui sont confondues. 
En en retranchant le nombre des couples de points correspondants 
confondus sur les deux indicatrices, et afférents aux droites-coniques 
communes aux deux systèmes, on aura donc le nombre cherché des 
coniques propres communes aux deux complexes (GC) et (C3). 

En suivant le raisonnement fait dans la 1° Partie, on voit que deux 
droites-coniques correspondantes confondues ont même valeur dans 
les deux systèmes; cette valeur commune est, en même temps, le 
nombre des couples de points correspondants des deux indicatrices 
confondus, et absorbés par cette droite-conique. On aura donc le 
nombre total de ces points, en faisant la somme des valeurs des droites- 
coniques communes aux deux systèmes, considérées dans l’un ou 
l’autre de ces systèmes à volonté. Je vais chercher cette somme, dans 
le système engendré par les coniques C3, satisfaisant à la condition 


LT 
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simple de rencontrer Ÿ en 4 points tels qu’on y puisse faire passer 
une conique du complexe (C:;). 

En désignant, comme ci-dessus, par 0, x, +, les caractéristiques du 
complexe (C;), on a, pour celles du système considéré (S) : 


= MmO+ns, = m5 + nr, 


m et n étant deux nombres ne dépendant que de la condition simple 
qui vient être énoncée, c’est-à-dire ne dépendant que du complexe 
(CG). La valeur totale des droites-coniques de ce système est 


Qu—v—=mMm(2p—d)+n(25—7T). 


Mais ce nombre diffère de celui que l’on cherche, attendu qu'il 
existe, dans le système (S), des droites-coniques n’appartenant pas 
à l’autre système. Les droites-coniques du complexe du 1‘ ordre 
(G,), défini par la condition simple que les coniques qui le com- 
posent coupent Ÿ en 4 points par où on peut mener une conique du 
complexe (C:), contient, en effet, les droites-coniques de (C2); mais, 
en outre, Ja corde de contact de toute conique C>, bitangente à *, 
est une droite-conique de ce complexe. Ces cordes de contact enve- 
loppent une ligne. Elles forment donc une série distincte de droites- 
coniques de 1"*espèce du complexe de 1° ordre (C,). On trouvera 
donc, d’après le théorème du Chapitre précédent, la valeur totale de 
ces droites-coniques du système, (S) ou (CG, C3), en multipliant 
(2p—5) par un nombre B, ne dépendant que du complexe (GC). 
Par suite, la valeur totale des droites-coniques communes aux deux 


systèmes est | 
Wu —2u—y—B(20— 53). 


D'ailleurs, u est le nombre total des couples de points correspondants 
confondus sur les deux indicatrices. Donc le nombre des coniques 
communes aux deux complexes est 


ce qui démontre entièrement le théorème énoncé. 

Il est facile de trouver la signification géométrique du nombre B. 
Prenons, pour le complexe (C;), celui des coniques qui touchent une 
conique fixe aux deux points d’intersection de cette conique avec une 
droite mobile passant en un point fixe. On reconnait aisément que 
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les caractéristiques de ce complexe sont : p—5—7—2. On a donc: 


N(G, C3) —= 2B. 


c’est-à-dire que 2B est la classe de l’enveloppe des cordes de contact 
des coniques du complexe (C:) bitangentes à une conique fixe. 

Il est bon d’observer que, si le complexe (C,) ne contient pas de 
droites-coniques de 3"° espèce, c’est-à-dire couvrant le plan, le com- 
plexe (C,) ne contient pas de droites-coniques de 2"*° espèce, et le 
nombre n ou © est nul. 

Si, de plus, le complexe (C;) ne contient que des droites-coniques 
de 1° espèce, c’est-à-dire isolées, le nombre w est nul. Dans ce cas, 
le nombre 7» étant nul aussi, on en conclut m—B, et le nombre 
N(C, C3) se réduit à mo, c’est-à-dire que s et à sont nuls. 

On peut aisément obtenir les expressions des nombres B, m, n en 
fonction des nombres N(C:, 3p), N(C:,2p, 1d), N(C:,1p,2d), 
en supposant successivement que les complexes (G,) sont (3p), 
(2p,1d), (1p, 24), et en partant des relations : 


N(5d)=N(5p)=1,  N(4p,1d)=N({d,1p) =, 
NS 2,2 CNED ET 
On obtient ainsi : 
N(C:: 352) = an, 
NCGs::,2D, 14007; 
N(C,1p,2d)=1B+n, 


d’où l’on peut déduire B, m, n. La première de ces relations exprime 
que N(C>, 3d) est égal à N(C,, 4p); il est aisé d’établir a priort 


cette relation; je ne m’y arrêterai pas. 


4 


IV. — REPRÉSENTATION SYMBOLIQUE DES THÉORÈMES 
RELATIFS A LA DÉTERMINATION DES CONIQUES SUR LE PLAN. 


Les caractéristiques d’un système plan de coniques, supposé indé- 
terminé, étant uv, y, M. Chasles a donné le nom de module d'une 
condition simple à l’expression au + fiv, où « et $ sont des nombres 
relatfs à cette condition, et qui représente le nombre des coniques 
satisfaisant à cette condition et faisant partie du système (y). 

Je remplace les lettres 11, y par les lettres p, d, initiales des mots 
point, droite. 
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Le module d'un complexe (CG), du 1‘ ordre, est donc la forme 
binaire du 1° degré m,—4p+%d; et ce module jouit de la pro- 
priété que, si l’on y remplace p et d par N(C,,1p}), N(C;,1d), 
(C;) étant un système quelconque, on obtient, par cette substitution, 
le nombre N(C,, G:;). 

De cette façon, un complexe (C,) est caractérisé par les deux 
nombres &, $. On peut désirer d'exprimer ces nombres en fonction 
de ceux des coniques du complexe (C,) qui satisfont à 4 conditions 
élémentaires. 

Pour abréger, désignons par le symbole pi d'-tle nombre des co- 
niques d’un complexe (C,), qui passent en # points et touchent (4 —i) 
droites; en d’autres termes, posons: N(C,,ëp,(4—5i)d)=—pidi-i, 
On obuent immédiatement les relations suivantes : 


p'=42+ 28, pd=2a+45 


i 


p? dd — 42—+ 48, 


, 


pdi= {a+ 26, di = 24 + 6, 
d’où l’on conclut qu'il y a toujours, entre les à nombres représentés 
par les symboles pt dr, les 3 relations : 
(1) RÉEL Dt— 0, p&—2d"— 0, jp*+4dt—3p?d= 0; 
et que z et $ s’expriment linéairement en fonction de ces nombres de 
la manière suivante : 


di — pt ; L 
LÉ Ses CNE AREA A(pid—2pt)+ A(pd—o2dt) + À3(4p*+ 4di—3p?æ&), 


3 
A 
LE PRE, + W(pid—2pt) + m(pdi— 2dt) + u3({pt+4di—3ptdæ&), 


m 
d 


les lettres À et ue désignant des arbitraires. 
Si l’on porte ces valeurs de # et 5 dans la relation 


N(G:, PSE x N(GCz, 1p)+—BN(C:, 1d), 


et qu’on y remplace ces deux nombres N(C;,1p), N(G:;,1d) par À 
et B, on obtient : 
2B — A 
N(G4, C:) — Li VOOR EE nn 
9 


3 À — B ; 
+ uw pid—3uzp?d? + ur: pd +...+ L U3 — 2 Us + | di 


où l’on a posé : Ui — À, A+ Wei B, Us — Ào À + po B. Us = 423 À +us B. 
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Cette expression contient trois arbitraires &,, Us, U3, dont on peut 
disposer, par exemple, pour annuler 3 termes à volonté. 

En y considérant p et d comme des variables, cette expression est 
une forme binaire du 4"* degré, que je nomme le module du sys- 
tème (C;). On voit que ce module, dont les coefficients ne dépendent 
que du système (C,), jouit de cette propriété que si l’on y remplace 
chaque expression pidï-? par le nombre N[C,ip,(4—t)d], G: 
étant un complexe du 1° ordre quelconque, le résultat de cette sub- 
stitution est le nombre N(C;, G:;). 

Si l’on désigne par le symbole p‘d57t le nombre des coniques qui 
passent en £ points et touchent 5 —x droites, on obtient le nombre 
N(C;,1p), en augmentant, dans le module m, de (G;), tous les ex- 
posants de p d’une unité, c’est-à-dire en multipliant symboliquement 
m; par p. On a donc : 

N(CS ap) = pm", 
et de même : 
N(C,1d)= dm. 
Par suite, on a: 
N(Ci, G) =2pm,+ 6 dm, 
OILE 


N(Ca, C,) = N1 N1,, 


puisque le module m, de CG, est.op +fd. 

Ainsi le nombre des coniques communes à un système (G,) et 
à un complexe (C,) du 1 ordre est représenté par le produit des 
modules du système et du complexe, où l’on remplace chaque 
terme, tel que p' dt, par le nombre des coniques qui passent en 
é points el touchent 5 —1 droites. 

Procédons d’une manière analogue sur le résultat fourni par le 
théorème de M. Cremona. Représentons par p?, p d, d?, les nombres 


N (CG:,2p), N(G:, 1p, 1d) et N(G:3, 24). On aura : 
N(C, O3) = yp?+ 0 pd +ed?, 


où y, 9, : sont des coefficients ne dépendant que de (C:). En consi- 
dérant, dans l’expression du second membre, p et d comme des va- 
riables, on a une forme binaire du 2"° degré, que j'appelle le module 
m; du complexe (C;). La propriété de ce module est exprimée par la 


_ 
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relation : 
N (Co, C3) = YN(C:,2p)+ O0N(C:1p,1d)+eN(C3,2d), 


qui à lieu, quel que soit le complexe du 3"° ordre (C3). 

Soil maintenant représenté par p{ d#7t le nombre des coniques du 
complexe (C2) qui passent en £ points et touchent (3—;) droites. Si 
l’on veut exprimer y, à, « par les nombres p'd3-t, on fera varier le 
complexe (G;), et l’on obtiendra les relations : 


pi= Y+20+4e, 
pd=2%Y+40+4e, 
pd = 4y+4Ù+ 22, 


. IN 
DAY AOÛT Es 


d’où l’on conclura d’abord qu'il y a toujours, entre les nombres 
p' di, la relation suivante : 


(2) U=2pi—3pd+3pd?—24d— 0. 


On turera de trois de ces relations les expressions de y, 0, e que l’on 
pourra compléter en ajoutant à chacune d’elles un terme tel que AU, 
À étant une arbitraire. Que l’on porte ces valeurs dans la relation : 


N(C>, C3) = y NC, 2p) +0 N(C3, 1p, 1d)+eN(C3,2d); 


i 


on obuendra le nombre N(C;,,C;) sous la forme d’un polynome 
homogène du 3° degré en p, d, dont les coefficients contiennent une 
arbitraire, et ne dépendent que du complexe (G;). Je nomme ce poly- 
nome le module m; du complexe (C3). Ce module jouit de la pro- 
priété analogue à celle des précédents. 

En conservant les mêmes conventions que ci-dessus, on aura : 


N(G3, 2p) = p?ma, NCC:, 1p,1d)='pdm>, N(G3,2d) = dm. 
On en conclut : 
N (C2, C3) = (yp?+0pd+ed?)m;= mama. 
Ainsi le nombre N(C:, C3) est représenté par le produit des 
modules des deux complexes (C2), (G:), où l’on remplace, après 
la multiplication, chaque nombre pid$"t par le nombre des 


coniques qui passent en & points et touchent 5—1 droites. 
On voit la complète analogie de cette proposition avec celle qui est 


128 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


relative au nombre N(C,,C;). Mais, pour compléter cette théorie, il 
faut chercher quel est le module d’un complexe ou d’un système com- 
posé des coniques communes à deux complexes distincts. Soit mn; le 
module d’un complexe (C;) d'ordre #, on aura, en général : 


N[GC:,7p,(5—1—7J)d] = p{disisim;. 


On en conclut que, si my; est le module d’un autre complexe (C;) 
dont l’ordre £' estinférieur à 5 — , on a, en général : 


NGC, CG; JP: (free — 1 710 = pla MU; Pire 


Et enfin, si m;_;_» est le module d’un complexe (G;_;_r), d'ordre 


(5—1—1),ona: 
NC Cr, Cor) = msi mime. 


On conclut donc de cette relation que le produit #1;mr est le mo- 
dule du complexe (C;, CG). On voit que cette proposition comprend, 
comme cas particulier, celles relatives au cas où la somme des deux 
nombres £ et & est égale à 5. Le module m;m; devient alors le 
nombre N(C;,G;_;). 

On peut donc enfin résumer toutes les propositions ci-dessus de la 


manière suivante : 


TaéorÈme |. — Chaque condition, relative à des coniques sur 
un plan est caractérisée par une forme binaire, de degré égal à 
la multiplicité de cette condition. Cette forme est appelée module 
de la condition. Ce module jouit de la propriété suivante: st nest 
son degré, p et d les deux variables qui y entrent, et qu'on y 
remplace chaque terme tel que p'd""t par le nombre des coniques 
qui passent en t points, touchent (n—1) droites et satisfont à une 
autre condition, dont la multiplicité est (5 — n), le résultat de 
cette substitution est le nombre des coniques qui satisfont à la 
fois à la condition proposée et à cette dernière. 


Taéorkme Îl. — Le module d’une condition composée est le 
produit des modules des conditions composantes. En particulier, Le 
produit des modules de plusieurs conditions dont la somme des 
ordres de multiplicité est égale à 5, représente le nombre des co- 
niques qui satisfont à ces conditions, st l’on y remplace chaque 
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terme p'd5ÿ"i par le nombre des coniques qui passent en à points 
et touchent (5—1) droites. 


Je terminerai cette deuxième partie en appliquant ces deux der- 
niers théorèmes à quelques exemples, dont j’emprunterai les don- 
nées à M. Chasles (Comptes rendus de l’Académie, t. LIX, p. 345 
et su1v.). 

1° Soit le complexe (C,) des coniques qui touchent une conique 
fixe en un point fixe et en un point variable. Le résultat, relatif à 
ce complexe, donné par M. Chasles (loc. cét., p. 351), est Le suivant : 
(C>) étant un complexe du 2°° ordre, et x, y les caractéristiques du 
système (CG, 2p); v” la 2"° caractéristique du système {C,, 1p, 1d), 
on à : | 


l 
(au — v') + —v”. 
à 


N (Co, C3) Ent 


| 


Avec nos notations, ce résultat s’énonce de la manière suivante: Le 
module m; de (G:;) est: 


ne | 
M3 = -(2p$— p?d) + - pd’. 
un 2 
2° Complexe (C:) des coniques bitangentes à une conique fixe 
MUC CD. 002): 


1. 
Ma = -(2p?— pd) + d?. 
2 


3° Complexe (C,) des coniques osculatrices à une conique fixe en 
un point fixe (p. 353) : 


[ I - 
DR SG pEdE—-p) = -(3pd'— 241) [en vertu de la relation (2)]. 
4 j 
4° Complexe (C;) des coniques osculatrices à une conique fixe en 
un point variable (p. 554) : 
>° Complexe (C,) des coniques surosculatrices à une conique fixe 
en un point variable (p. 356) : 
/ I 9 0] 3 
m3 = —-(2p35— p°d) + d?p. 
3 


Si l’on veut avoir les caractéristiques du système (C:, C,) des 
H. 9 
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coniques bitangentes à une conique fixe et osculatrice à une autre 
conique fixe, on formera le module »,m, de ce système ; et les deux 
caractéristiques seront: pm, et dma m,. 

Le module m3: m, est: 


Ma Ms = pd] LCp®— pd) + &| = 3p3d — = p'd? +3 pds = 4(p* + d*)}, 


en vertu des relations (1). Les deux caractéristiques du système sont: 
4(p5+d'p) et 4(p'd+ dS), ou 12. 
On aura de même : 


NiCe, Os) = Mems = cp(rè—ipdsd) = p(pi+ dr} == 


N(CsG0 = miam (pi pd+a) Grd—2p) = je (Gd—p)= “ 


N 


N(GSG)=mmi=o2N(OACNEER 
Ca) = Tome nn, 


C2 
NGC = mn, 712 600 
C 


NC 0) = ou =, 


TROISIÈME PARTIE. 


J. — DES SYSTÈMES DE CONIQUES DANS L'ESPACE. 


+ 


Pour déterminer une conique dans l’espace, 8 conditions sont né- 
cessaires. Les coniques qui satisfont à 7 conditions communes forment 
un système. M. Chasles a consacré à l'étude de ces systèmes un tra- 
vail inséré aux Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. LXI, 
p- 389. Il y fait remarquer, tout d’abord, que la perspective plane 
d’un système de coniques de l’espace est un système plan de coniques. 
Les deux caractéristiques de ce dernier marquent le nombre des co- 
niques, du système de l’espace, qui rencontrent une droite ou tou- 
chent un plan. Les droites-coniques du système plan sont, les unes, 
les perspectives des droites-coniques du système de l’espace; les 
autres, les perspectives des coniques propres dont le plan passe par 
l'œil. Le nombre de ces dernières doit encore, d’après M. Chasles, 
être considéré comme une caractéristique du système de l’espace : 
c'est la classe de la surface développable enveloppée par les plans 
des coniques du système. Ce nombre ne marque pas la valeur totale 
des droites-coniques du système plan qui sont la perspective de ces 
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coniques de l’espace. Je montrerai, en effet, qu'il en est précisément 
la moitié. Cette proposition, très simple à établir par l’application 
des principes posés dans la 1° Partie de ce Mémoire, me permettra 
de trouver, pour les systèmes de coniques de l’espace, un théorème 
analogue à celui de M. Chasles relativement aux systèmes plans. Ce 
théorème est entièrement nouveau; car l’état actuel de la question 
ressort très clairement des lignes suivantes, empruntées au travail de 
M. Chasles, cité plus haut : « £'n énoncant ici quelques propriétés 
générales des systèmes de coniques, qui s'expriment par une 
fonction linéaire des nombres qui caractérisent le système, nous 
n'entendons pas induire à penser qu'il doit toujours en être aïnst, 
comme cela a lieu dans la théorie des coniques sur le plan 
pour: les deux nombres que nous avons appelés les caractéristiques 
du système (*). » 

Cette proposition, que lillustre créateur de la théorie des carac- 
téristiques n'a pas cru devoir énoncer, est cependant exacte, et l’on 
peut dire que : 


Dans un système de coniques de l’espace, 1 étant le nombre de 
celles qui rencontrent une droite, y le nombre de celles qui tou- 
chent un plan, p le nombre de celles dont le plan passe par un 
point ; au+ÿv+s est le nombre de celles qui satisfont à une con- 
dition indépendante du système, les nombres 4, 5,7 ne dépendant 
que de cette condition. 


Je vais démontrer, tout d’abord, que, ainsi que je l'ai annoncé 
plus haut, dans un système plan, perspective d’un système de l'es- 
pace, une droite-conique, perspective d’une conique dont le plan 
passe par l'œil, a pour valeur le nombre »2. 

Soit Q un plan fixe, O un point dans ce plan, » et m' les points 
où une conique C du système rencontre le plan Q. Quand la co- 
_ nique C varie, les droites On et On! forment deux faisceaux se cor- 
respondant, de telle manière qu’à une droite de l’un des faisceaux 
correspondent 1 droites de l’autre. Deux droites correspondantes 
coïncident : 1° si la conique touche le plan Q ; 2° si la conique C 
se réduit à une droite-conique ; 3° si son plan passe au point O. Par 
conséquent, si y et w sont les nombres des coïncidences dues aux 


CMELOcC CIE, p. 304. 
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y—«w est celui des coïncidences dues au troi- 





deux premiers cas, 24 
sième. Je vais montrer que ce dernier nombre est aussi égal à 232. 
Soient, en eflet, M et M! les deux points, en ligne droite avec O, 
en lesquels rencontre Q une conique © du système dont le plan passe 
en O. Construisons une courbe plane (A) dont les coordonnées #, y 
soient les tangentes des angles que font avec cette droite OM deux 
droites correspondantes Om, Om’. Cette courbe passe à l’origine des 
coordonnées. Comme, de plus, il n’y a, en outre de la conique C, 
que u—2 coniques du système qui rencontrent OM, chacun des deux 
axes de coordonnées a deux de ses points d’intersection avec (À) con- 
fondus à l’origine. Déterminons les tangentes en ce point. Soit B le 
point où la droite MM’ touche l’enveloppe des droites mm/. On voit 
bien aisément que les tangentes x et y des angles que font avec OM 
deux droites Om, Om, correspondantes et infiniment voisines de 
æ OM’ BM 
y — OM BM 
comme le point est quelconque sur le plan Q que ce rapport a une 
valeur quelconque, et que l’origine des coordonnées est un point 
double de la courbe À, où les tangentes, symétriques par rapport à 
la bissectrice des axes, font des angles quelconques avec les axes. 
Par suite, le point O absorbe 2 points d'intersection de la courbe (A) 
avec la bissectrice des axes. Donc la droite OM compte pour 2 couples 
de droites correspondantes confondues. Il en est de même des autres 


OM, OM’, sont liées par la relation : - Il en résulte, 


droites analogues, passant par les couples de points m, m’', apparte- 
nant aux 5— 1 autres coniques, dont les plans contiennent le point O. 
Donc le nombre des coïncidences absorbées par ces droites est égal 
à 20. On a donc enfin 2u — y — w — 20. 

Cette relation démontre la proposition annoncée. Mais 1l ne sera 
pas inutile de donner une autre démonstration, grâce à laquelle on 
verra plus nettement que w est bien la valeur totale des droites- 
coniques du système plan, perspectives de droites-coniques. 

Si l’on cherche les coniques du système de l’espace, telles que les 
deux droites Om, Om’, menées du point O aux points d’intersection 
d’une même conique avec le plan Q, forment un faisceau harmo- 
nique avec deux droites On, On’, on les trouve par les points d’in- 
tersection de la courbe (A) avec une hyperbole dont les asymptotes 
sont parallèles aux axes des x et des y, et dont le centre est sur la 
bissectrice de ces axes. On à ainsi 24 points d’intersection des deux 
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courbes, qui répondent à y coniques du système. Si l’une des droites 
On coïncide avec Om, l'hyperbole passe à l’origine des coordonnées, 
qui compte alors pour 2 points d’intersection des deux lignes. On en 
conclut donc que la conique G, qui passe aux points M et M’, compte 
pour 1 conique du système satisfaisant à la question. Par suite, si la 
droite On est donnée infiniment voisine de Om, il existe une seule 
conique du système, qui coupe le plan Q en deux points m et m' 
infiniment voisins de On. 

Faisons la perspective du système, en plaçant l’œil en O. Soient P 
le plan de la conique GC, et D la trace de ce plan sur le tableau. D est 
la droite-conique, perspective de CG. D’après ce qui vient d’être dit, si 
l’on considère un segment, situé sur la trace du plan Q, et dont une 
extrémité soit infiniment voisine de D, 1l y a une seule conique du 
système infiniment aplatie qui divise harmoniquement ce segment. 
Pour avoir la valeur de la droite-conique D, 1l faut, d’après les prin- 
cipes posés plus haut (1"° Partie, p. 106), placer l'extrémité de ce 
segment à distance infiniment petite du 1‘ ordre de D, et chercher 
quel est l’ordre du carré du segment intercepté par la conique infini- 
ment aplatie. Or x et y étant, comme plus haut, les tangentes des 
angles que font avec OM les droites Om, Om' correspondantes, on a 
vu que si ces variables sont infiniment petites, leur rapport est un 
nombre quelconque. Par suite la conjuguée harmonique d’une droite 
On’ arbitraire du plan Q, par rapport à ces deux droites Om, Om’, 
infiniment voisines de OM, fait, avec OM, un angle du même ordre 
que æ et y. Par suite, dans le système plan, une conique infiniment 
aplatie, voisine de D, intercepte sur la droite donnée un segment du 
même ordre que la distance de l’extrémité de cette droite à D. Cette 
dernière distance étant du 1‘ ordre, le carré du segment est du 
>° ordre; et la droite conique D a le nombre 2 pour valeur. Donc, 
si w est la valeur totale des droites-coniques du système plan, pers- 
pectives de droites-coniques, la valeur totale de toutes ces droites- 
coniques est w—+ 29. On a donc 


V—= 2H —20 — W. 


Passons maintenant à la recherche du nombre des coniques d'un 
système de l’espace, qui satisfont à une condition simple. 

Soit È une surface du 2"° ordre, passant par l'œil O. Pour chaque 
conique C du système proposé, construisons les 4 coniques B qui 
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satisfont à la condition donnée et passent aux quatre points d’inter- 
section de G et de Y. Nous formons ainsi un second système (B), dont 
chaque conique correspond à une conique du système proposé (C). 
Soient L et L’ les deux droites de la surface X passant en O. Sur la 
droite d’intersection du plan de deux coniques B et G correspon- 
dantes et du plan des droites Let 1}, ces deux coniques et ces deux 
droites déterminent une involution. Par suite, si Let /! sont les traces 
des droites L et 17 sur le tableau, les coniques b et c, perspectives 
des coniques B et GC, déterminent avec les points let /', une involu- 
tion sur la droite (/!. 

Par suite, les indicatrices, relatives à la droite {/', des deux sys- 
tèmes (c) et (b), perspectives des systèmes (C) et (B) se correspondent 
de la manière définie au théorème IT (1"* Partie, p. 103). À chaque 
point de l’indicatrice de (c) correspondent à points de l’indicatrice 
de (b), situés sur la droite qui Joint le premier au point fixe, qui re- 
présente les deux points /'et /’. De plus, l’'indicatrice de (b) passe en 
ce point fixe. Il existe, en effet, des coniques B situées sur la sur- 
face Ÿ et rencontrant, par conséquent, les deux droites L et L/. Car 
les plans des coniques C déterminent, par leurs intersections avec E, 
un système de coniques, dontil existe un nombre fini satisfaisant à la 
condition donnée, 

Si donc » est le nombre de ces coniques, l’indicatrice du sys- 
tème (b) a le point fixe pour point muluple d'ordre x. Par suite, d’a- 
près le théorème IIT, le nombre des couples de points correspondants 
des deux indicatrices, qui sont confondus, est au + n, puisque x est 
le degré de l’indicatrice du système (c) (1° Partie, p. 103). Done, si 
l’on retranche de ce nombre, «a+, le nombre des couples de points 
correspondants confondus, afférents aux droites-coniques communes 
aux deux systèmes, on aura le nombre cherché des coniques propres 
communes à ces systèmes. 

Désignons par D, comme plus haut (p.111, le nombre des coniques 
infiniment aplaties satisfaisant à la condition donnée, et passant en 
quatre points d’un même plan, formant deux couples de points infi- 
niment voisins. Les droites-coniques du système (c) perspectives des 
droites-coniques du système (OC), auront chacune, parmi leurs corres- 
pondantes, d coniques infiniment aplaties ; et d'après le raisonnement 
fait plus haut (p. 112), ces droites-coniques absorberont bw coniques 


communes aux deux systèmes. 
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in second lieu, à chaque conique du système (C), dont le plan passe 
par l'œil, correspondent & coniques du système (B), situées dans le 
même plan. Par suite, les droites-coniques du système (c), perspec- 
tives de coniques propres, absorbent 242 coniques communes aux 
deux systèmes. 

Donc le nombre des coniques cherchées est : au + n — bo —2as. 
I s’agit maintenant de déterminer le nombre 7, qui est celui des co- 
niques d’une surface du 2° ordre, dont les plans sont tangents à une 
développable de classe +, et qui satisfont à la condition donnée. 

Les coniques, qui satisfont à la condition donnée et sont sur une 
surface du 2° ordre donnée, contiennent deux arbitraires. Leurs 
plans enveloppent donc une surface. Soit c la classe de cette surface. 
Il y a co plans tangents communs à cette surface et à la développable 
de classe 9. Donc le nombre n est égal à «2. 

On a donc enfin, en tenant compte de la valeur de w et de celle 


de n pour le nombre N cherché : 


N=(a—26)p+by+(2b+c—2a)p = au + Bv+ Yo, 


ce qui est l'expression du théorème annoncé plus haut. 

Il n’est pas sans utilité de remarquer que les nombres 4 et 6 sont 
ici les mêmes que ceux qui figurent dans l’expression au—+ 6y du 
nombre des coniques qui satisfont à une condition donnée, et font 


artie d’un système plan. 
P à, P 


IJ. — DROITES-CONIQUES DANS LES COMPLEXES DE L'ESPACE. 


Pour déterminer une conique dans l’espace, 8 conditions sont né- 
cessaires. Les coniques qui satisfont à 5 conditions données forment 
un SPstérmena ON conditions, un complexe du 6° ordre; ...; à n 
conditions, un complexe du n"° ordre. 

Les coniques d’un complexe d'ordre 7 contiennent 8— x arbi- 
traires ; celles d’entre elles qui ont un axe d’une grandeur donnée 
contiennent 5 — 7» arbitraires. La grandeur d’un axe étant donnée, on 
peut, pour définir une conique, considérer la position de l’autre axe 
et des sommets situés sur cet axe, et le plan de la courbe. Ces élé- 
ments contiennent 7 — À» arbitraires dans un complexe d'ordre n. Il 
en est de même si la grandeur donnée d’un axe est nulle. Ainsi 
les droites-coniques d’un complexe d'ordre nr contiennent 5 — » arbi- 
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traires dans la définition de leur position, de leurs sommets, et de 
leur plan. 

Dans un complexe du 1°" ordre, les coniques qui sont sur un plan 
y constituent un complexe plan du 1°" ordre. Les droites-coniques de 
ie espèce de tous les complexes plans analogues seront les droites- 
coniques de 1" espèce du complexe de l’espace ; et de même celles 
de 2"° espèce des complexes plans seront celles de 2" espèce du com- 
plexe de l’espace. On en conclut aisément que les droites-coniques 
de 1° espèce sont celles où les sommets sont arbitraires, et qui ne 
contiennent que 4 indéterminées dans leur position et celle de leur 
plan. Elles coïncident donc avec toute droite de l’espace, et, dans ce 
cas, le plan de chacune d’elles est déterminé ; ou bien elles forment 
un complexe de droites (droites assujetties à une condition), et le 
plan de chacune d'elles est indéterminé. Les droites-coniques de 
2e espèce coïncident avec toute droite de l’espace, le plan de cha- 
cune d'elles est indéterminé, et ses deux sommets contiennent une 
arbitraire. 

En général, dans un complexe du »"° ordre, on distinguera 5 es- 
pèces de droites-coniques, de la manièresu ivante : une droite-conique 
est une figure formée d’une droite terminée à deux extrémités ou 
sommets, et d’un plan passant par cette droite. Cette figure contient, 
dans un complexe du »"* ordre, 5 — n arbitraires. La 1" espèce 
de droites-coniques est celle qui est composée de telles figures où 
la droite et le plan contiennent seulement 5 — n arbitraires : les 
sommets y sont arbitraires. La 2" espèce est composée de figures où 
la droite et le plan contiennent 6 — » arbitraires ; les sommets con- 
tiennent une arbitraire. Dans la 3" espèce, la droite et le plan con- 
uennent 5 — À arbitraires, et les sommets sont déterminés. 

Dans un complexe du 6"° ordre, il n'y a que deux espèces de 
droites-coniques, la 2° et la 3°, Enfin, pour la régularité des expres- 
sions, nous devrons considérer les droites-coniques d’un système 
comme de 3" espèce. | 

D'un complexe de coniques, on peut, d’une infinité de manières, 
déduire d’autres complexes d'ordre moindre qui comprennent le 
proposé. 

Par les points d’intersection d’une conique A et d’une surface du 
2" ordre , faisons passer des coniques B. Supposons que la conique À 
varie dans toute l’étendue d’un complexe (A) d'ordre #; les co- 
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niques B engendrent alors un complexe (B), d'ordre {— 1. Ge dernier 
a pour droites-coniques celles de (A), et, en outre, les cordes de con- 
tact des coniques À bitangentes à Ÿ. On voit aisément que ces der- 
mières, avec leurs plans, contiennent 6 — x arbitraires, c’est-à-dire 
qu'elles forment une suite de droites-coniques de 1"° espèce de (B). 
Dans cette suite sont comprises les droites-coniques de 1" espèce 
de (A). Les droites-coniques de 2" espèce de (A) forment une autre 
série distincte de droites-coniques de 1"° espèce de (B); enfin les 
droites-coniques de 5"* espèce de (A) forment des droites-coniques 
de 2"* espèce de (B). Ainsi le complexe (B) ne contient pas de droites- 
coniques au-dessus de la 2"* espèce. Si (A) est dans le même cas, 
(B) ne contient plus de droites-coniques au-dessus de la 1° espèce. 
Par les 4 points (5) d’intersection d’une conique B avec la surface >, 
il ne passe, en général, qu’une conique A. Par suite, les deux points (p), 
où une conique À rencontre un plan fixe P, sont déterminés 
d’une seule manière par les points (5) ou elle coupe la surface X 
Pour exprimer algébriquement cette dépendance entre les points (p) 
et les points (5), remarquons que, les points (5) étant donnés, la po- 
sition des points (p) est définie si l’on donne la distance à du milieu 
de leur segment au point ou l'intersection du plan des points (5) et du 
plan P rencontre une droite fixe du plan P. La distance à et la condi- 
uon que les points (p) et (5) soient sur une même conique déter- 
minent, en eflet, d’une seule manière le couple de points (p). Il existe 
done, entre à et les variables définissant la position des points (5), 
une relation du 1° degré en à, c’est-à-dire de la forme 00 — u = 0, 
e et w étant des fonctions des variables définissant les points (5). Il 
est clair qu'on peut supposer que w ete ne sont pas constamment 
nuls lorsqu'on assigne aux points (5) toutes les positions compatibles 
avec le complexe (A); car, si cela était, on pourrait substituer à la 
relation e —— uw — 0 une autre relation de même forme, où ce fait 
n 'arriverait pas. Si l’on Joint à cette relation les {— 1 relations æ — 0 
qui ont lieu entre les 5 arbitraires définissant la position des points (5), 
on a toutes les équations de condition définissant le complexe (A). 
Les : — 1 équations telles que = o définissent le complexe (B); et, 
en général, ? équations, n'ayant lieu qu'entre les arbitraires des 
points (5), définissent un complexe d’ordre n, tel que, par chaque 
groupe de points (5), passent une infinité de coniques du complexe. 
En d’autres termes, ce complexe peut être considéré comme déduit 
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d’un complexe d'ordre nr +1, de la même facon que (B) est déduit 
de (A). 

La relation vù — uw — 0 définit un complexe du 1° ordre (K,), qui 
contient le complexe du 2%* ordre (K2) défini par les relauons e = 0, 
TANT } 

Les deux complexes (B) et (K,), d'ordres £— 1 et 1, ont en commun 
le complexe (A) d'ordre £. Mais, en général, ils ont en commun, en 
outre, un autre complexe du même ordre. Pour que deux coniques 
B et K, coïncident, 1l faut, comme on le reconnaît immédiatement, 
qu'elles coïncident avec une conique À, ou qu'elles appartiennent au 
complexe (K:). Donc, si le complexe (A) ne comprend pas toutes les 
coniques communes à (B) et à (K,,) 1l faut que les deux complexes 
(B) et(K>) aient en commun un complexe d'ordre #, ou d’ordre infé- 
rieur. Ce dernier cas ne saurait avoir lieu : 1l faudrait, en eflet, pour 
qu'il eût lieu, que les deux équations 0 — 0, u = o rentrassent dans 
le système des équations w = 0, c’est-à-dire que » et & fussent nuls 
dès que les points (5) satisfont aux équations w—0, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse faite plus haut. 

Si la surface È est quelconque, il y a effectivement un complexe 
autre que (À) commun à (B) et à (K,). Il suffit, pour le prouver, de 
montrer qu'il existe des coniques communes à ces deux complexes, 
qui appartiennent pas à (A). Or on en obtient en prenant celles qui 
sausfont aux relations æ— 0 et u—=0, 6 —0. Donc les complexes (B) 
et (K2) ont effectivement en commun un complexe (A') d’ordre &. 
C'est-à-dire que les +1 équations u—0, r—0, #w—=o, ... se 
réduisent à £ équations, qui n’ont lieu qu'entre les coordonnées des 
points (5). 

Le complexe (A’), défini de cette façon, peut être considéré comme 
déduit d’un complexe (A,), de l’ordre £-+1, de la même manière 
que (B) est déduit de (A). Par conséquent, (A) ne contient pas de 
droites-coniques de 3"° espèce. On peut donc énoncer la propo- 


sition suivante : 


A tout complexe de coniques, d'ordre t, on peut joindre un 
autre complexe du même ordre ne contenant pas de droites- 
coniques de 5" espèce, et tel que l’ensemble de ces deux com- 
plexes constitue le complexe complet commun à deux complexes 
séparés du 1°** ordre et d'ordre à — 1. 
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Mas on peut aller plus loin et déduire, d’une manière analogue, 
du complexe (A') un autre complexe du même ordre qui ne contienne 
de droites-coniques ni de la 3°, ni de la 2° espèce. 

D'un complexe (C) d’ordre 7, on peut déduire un complexe (D) 
d'ordre j— 2, qui contienne (C), en imposant aux coniques (D) de 
rencontrer une surface du 2° ordre E en 3 points par où l’on puisse 
mener une conique C. Il est très aisé de voir que la plus haute 
espèce des droites-coniques de (CO) est la 1°; c’est-à-dire que chaque 
droite-conique de ce complexe, avec son plan, ne contient pas plus 
de 5 — (7 — 2) arbitraires. 

Par 5 points (5) d'intersection d’une conique C avec Y, il ne passe 
pas, en général, d'autre conique du complexe (C), en sorte que 
le 4° point 5, est déterminé d’une seule manière par les 3 autres. 
Ce 4° point peut être défini par la condition d’être dans le plan 
des 3 autres et par une coordonnée qui, cette condition remplie, le 
détermine d’une seule manière. Cette coordonnée sera, si l’on veut, 
la posiuon du point où la génératrice rectihigne de Ÿ, passant en 5,;, 
rencontre une directrice rectiligne fixe de cette surface. Cette coor- 
donnée x sera donc liée aux arbitraires des 3 autres points par une 
relation telle que tæ—s—=o, où tets ne contiennent que les coor- 
données de 3 points (5). 

Si l’on applique ces résultats au complexe (A,) on voit que la rela- 
on {æ—s$—0, jointe au complexe (D), définit le complexe (A). Les 
équations qui définissent le complexe ( D) sont { — 1 équations telles 
que 3= 0, = ne contenant que les coordonnées de 3 points (5), situés 
sur la surface Ÿ. On conclura, comme plus haut, que le complexe 
commun à (D) et au complexe (K\), défini partx—-s—o, se compose 
du complexe (A) et d’un complexe (A”) de même ordre #, et défini 
parles relations t = 0,5 —0, 5 — 0, ..., au nombre de +1, quise 
réduisent à £ relations entre les coordonnées de 3 points (5). Par suite 
(A) se déduit d’un complexe d'ordre {+ 2, comme (D) de (C). Donc 
ce complexe (A”) ne contient pas de droites-coniques de 5°, ni de 
226spèce. 

On peut représenter cette dépendance des complexes ci-dessus de 
la manière suivante : (A) et (A) constituant le complexe complet com- 
mun à (B) et(K,) on écrira 


(A) + (A) = (B, Ki), 
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et de même | 
(A')+(A") =(D, K/); 
d’où 

(A) (D, KO) = (AN (BK), 

En considérant une conique comme un élément de l’espace, ainsi 
que Plücker l’a fait pour la ligne droite, on peut désigner les coniques, 
en nombre fini ou infini, communes à deux complexes, comme 
l’intersection de ces complexes. L'ensemble de toutes les coniques 
communes à deux complexes sera dite l’éntersection complète de 
ces complexes. Avec ces définitions, la relation ci-dessus peut être 
énoncée de la manière suivante : 


Taéorsme 1. — À tout complexe de coniques, d'ordre &, on 

, . > . N , 
peut joindre l’intersection complète de deux complexes d’ordre 
1 eti—1, tels que l’ensemble de ces deux complexes, d'ordre 1, se 
compose de l’intersection complète de deux complexes d'ordre 1 
eti—1,et d’un autre complexe d’ordre 1, ne contenant pas de 


2e 
Ye 


drottes-coniques de 3° nt de 2° espèce. 


On peut remarquer, d’après la manière dont ce résultat a été ob- 
tenu, que (B) ne contient pas de droites-coniques de 3° espèce, et 
que (D) n’en contient ni de 2° m de 3° espèce. 

À peine est-il besoin d’ajouter que les mêmes propriétés appar- 
tiennent aux complexes plans de coniques. 

Le théorème que je viens de démontrer va permettre d’étabhr avec 
une grande facilité les trois théorèmes, relatifs aux coniques dans 
l’espace, qui sont les analogues du théorème de M. Cremona pour les 
coniques dans le plan. On verra sans peine que la même démon- 
stration pourrait s'appliquer à ce dernier. De même aussi on pourrait 
démontrer les trois théorèmes dont 1l s’agit par des procédés ana- 
logues à celui que J'ai employé, dans la 2° partie, pour démontrer 
le théorème de M. Cremona. Mais cette démonstration entraïînerait 
à des développements fastidieux, que l’on évite en suivant la marche 
qui va être exposée. 


III. — COoNIQUES COMMUNES A DEUX COMPLEXES. 


Le théorème démontré au début de cette 3° partie fait connaître 
le nombre des coniques communes à un système et à un complexe 
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du 1‘ ordre, ou le nombre des intersections du système et du 
complexe. Je vais m'occuper maintenant de la recherche de ce 
même nombre pour deux complexes dont la somme des ordres est 
égale à 8. Voici l'énoncé du théorème unique qui renferme la solution 
du problème : 


Faéoreue Il. — Le nombre des coniques d’un complexe d'ordre it, 
qui appartiennent en méme temps à un autre complexe d'ordre 
8 — 1, est représenté par un polynome homogène, de degré 8 —i, 
à 3 variables, d, P, p, dont les coefficients dépendent du second 
complexe seulement, et dans lequel on remplace chaque expres- 
sion de la forme diPAp8-i-J À par le nombre des coniques du 
premier complexe qui rencontrent j droites, touchent k plans, et 
dont les plans passent par 8—i—7—k#% points. 


S1, dans cet énoncé, on suppose & égal à 7, le premier complexe 
est un système, et le théorème ne diffère pas de celui qui a été dé- 
montré au Chapitre | de cette 3° Partie. 

Pour démontrer d’un seul coup ce théorème dans toute sa géné- 
ralité, nous allons supposer qu'il soit vrai pour une valeur de à, 
et en conclure son exacuitude pour la valeur immédiatement infé- 
rieure. 

L'hypothèse consiste donc en ce que le nombre des coniques, com- 
munes à un complexe (C;,,) d'ordre + 1 et à un complexe d'ordre 
7—i, (G;_5), est représenté par une forme ternaire, en d, P, p, de 
degré 5 — 1, dont les coefficients dépendent seulement du complexe 
(G;_;). Nous désignerons par m;,_; cette forme ternaire, que nous 
appellerons le module du complexe (Greh 

Soit maintenant un complexe d'ordre #, (C;). Les coniques de ce 
complexe, qui rencontrent une droite, forment un complexe (E) 
d'ordre i+1. Le nombre des coniques de (E) qui rencontrent y 
droites, touchent Æ plans, et dont les plans passent par 5 —7—#—5% 
points n'est autre que celui des coniques C; qui rencontrent 
J—+1 droites, touchent Æ plans, et dont les plans passent par 
7—]— Â—1 points, ce que nous représentons symboliquement par 
(dIF1 PApT=J AT), Par suite, le nombre des coniques communes à (E) 
et à (GC, ;) est, d’après l'hypothèse, représenté symboliquement 
par le produit dm;_;, où l’on doit remplacer chaque expression 
(d/Pkp8-i--t) par le nombre des coniques C;, qui rencontrent 7 
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droites, touchent Æ plans, et dont les plans passent par S—7y—#%—% 
points. 

De la même facon, le nombre des coniques communes à (C;), 
(C;_i), qui touchent un plan est représenté par le produit Pm;_;; et 
celui de ces coniques dont les plans passent par un point est repré- 
senté par PM; i. Donc les 3 caractéristiques u,v,9 du système des co- 
niques communes à (C:;) et à (G;_;) sont respectivement : Amar 
Pm;_;, pm;_:. Par suite, d’après le théorème relatif aux systèmes de 
coniques, le nombre des coniques communes à ce système et à un 
complexe (CG) d'ordre 1 est : («d+6P+p}m._;, les nombres &, 5,7 
ne dépendant que du complexe (C,). Or cette expression est une forme 
de degré 8—51 en d, P, p, et elle exprime le nombre des coniques 
communes au complexe (C;) et au complexe d’ordre 8 — 1, intersec- 
tion complète des deux complexes (C,) et (C;_;). Donc, en premier 
lieu, st le théorème est exact pour une valeur de t, il l'est aussi 
pour la valeur immédiatement inférieure, quand le second com- 
plexe est l'intersection complète d’un complexe du 1° ordre et 
d’un autre complexe. 

Examinons maintenant le cas où le second complexe ne satisfait pas 
à cette dernière condition. Soit donc (C4_;) un complexe quelconque 
d'ordre 8 — ;, dont nous cherchons le nombre des intersections 
avec (C;). Prenons une surface du 2° ordre fixe Ÿ, et considérons 
les couples de coniques CG; et G4_;, qui se coupent en 4 points sur Ë. 
On voit immédiatement que ces couples de coniques forment deux 
systèmes, tels que, par les points d’intersection des coniques de l’un 
d'eux avec È, passe une conique correspondante de l’autre système. 

Les coniques qui coupent Ÿ en 4 points appartenant à une conique 
du complexe (G4_;) forment un complexe (C:_;) d'ordre 5 —; et l’un 
des systèmes (S) est celui des coniques communes à (C;) et à (CG;,). 
De même, les coniques qui coupent Ÿ en 4 points appartenant à une 
conique du complexe (C;) forment un complexe (C ,) d’ordre i— 1; 
et l’autre système (S') est celui qui est commun à (C4_;) et à (CG_,). 

Soit O un point de E, et L;, L' les droites de la surface qui passent 
en O. Il n'y a pas de couples de coniques correspondantes des deux 
systèmes (S) et (S") qui se coupent à la fois sur L et L’. Par consé- 
quent, les seules coniques de l’un ou l’autre de ces systèmes, qui ren- 
contrent à la fois ces deux droites, sont tout entières sur Ÿ. Cher- 
chons-en le nombre. 
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Pour qu’une conique d’un complexe (C,) soit sur une surface du 
2" ordre donnée arbitrairement, 1l faut que l’ordre 7 de ce com- 
plexe soit non supérieur à 3, puisque la condition, pour une conique, 
d’être située sur une surface du 2"° ordre donnée, est une condi- 
üon quintuple. Le nombre n étant supposé non supérieur à 3, les 





coniques C, qui sont sur È contiennent 3 — x arbitraires ; et il en 
est de même de leurs plans. 

Dans le cas actuel, on voit qu'il ne peut exister sur Ÿ que des 
coniques d’un seul des deux complexes (C;), (G$_;). Car un seul des 
deux nombres &, 8 — rest inférieur à 4. Sir est égal à 4, 1l n'existe 
sur > des coniques d'aucun des deux complexes. Examinons les cas 
où £ est un des nombres 5, 6, 5. 

Si cest égal à 5, les plans des coniques C; sont arbitraires ; et, dans 
un plan donné, il y a un nombre fini de ces coniques. Un plan donné est 
celui qui passe par 3 points ; par suite, ce nombre est représenté par 
le symbole (p?). D'autre part, il y a un nombre fini c de coniques du 
complexe GC4_;, dont l’ordre est ici égal à 3, situées sur Y. Chacune 
de ces coniques appartient au système S', et correspond aux (p*) co- 
niques C; situées dans son plan. Il y à done cp couples de coniques 
correspondantes, tels que, dans chaque couple, la conique du sys- 
tème S’ rencontre les deux droites Let [/. | 

Si est égal à 6, les plans des coniques du complexe (C;) enve- 
loppent une surface dont la classe est représentée par le symbole (p?). 
D'autre part, les plans des coniques G$_; qui sont sur Ë, enveloppent 
une développable dont soit c’ la classe. Il ÿ a cp? coniques de S’ ren- 
contrant les droites Let L'. Le cas ou £ est égal à 7 a déjà été exa- 
miné plus haut (Chap. 1). 

Ainsi, quand / est au moins égal à 4, le nombre des coniques S' 
rencontrant les droites L et L’ est de la forme cp8-t, c étant un 
nombre qui ne dépend que du complexe (C$_;). Le cas ou {= 4 n’est 
pas excepté ; car le symbole (p‘) est nul. 

Faisons maintenant la perspective plane des deux systèmes S et S’ 
en plaçant l’œil en O. Nous obtenons, sur le tableau, deux systèmes 
S,, S, de coniques qui ,se correspondent une à une, de telle sorte 
que deux coniques correspondantes, perspectives de deux coniques 
correspondantes de l’espace, déterminent une involution avec les 
traces des droites L et L/ sur la droite qui Joint ces deux traces, /, /. 
Il y a de plus cp%-t couples de coniques correspondantes des deux 
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systèmes S,, S', tels que, dans chaque couple, la conique de S, passe 
aux points / et /’. 

On déduit de là, comme on l’a fait plus haut, que le nombre des 
coniques communes aux deux systèmes S,, S, est égal à la 1° ca- 
ractéristique du système S;, augmentée de cp#-t, moins la valeur 
totale des droites-coniques communes aux deux systèmes, laquelle 
est la même dans chacun de ces systèmes. Si o est la 3"° caracté- 
ristique du système S, 29 est la valeur totale des droites-coniques 
communes aux deux systèmes, et perspectives de coniques propres. 
Par suite, en appelant 1 la 1° caractéristique du même système, 
et w la valeur totale des droites-coniques, communes aux deux sys- 
tèmes et perspectives de droites-coniques, le nombre cherché est 
égal à + CpfTé ape 

Supposons maintenant que le complexe (C4_;) ne contienne pas 
de droites-coniques au-dessus de la 1° espèce : cela signifie que 
chacune de ces droites-coniques, avec son plan, contient au plus 
3—(8 — à) arbitraires, ou, en d’autres termes, que l’ensemble de cette 
droite et de son plan satisfait au moins à 8 — ; conditions. D'autre 
part, le plus grand nombre d’arbitraires que la même figure contient 
dans le complexe (C;) est 5 —£. Donc, si les deux complexes n’ont 
aucune liaison, il n'y a pas de droites-coniques communes aux deux 
complexes dont les plans coïncident. Par suite, 1l n’y a pas dans le 
système (S) de droites-coniques ayant pour correspondante une 
droite-conique de (C,_;). Donc, dans l’hypothèse ou l’on s’est placé, 
le nombre w est nul. Le nombre des coniques communes à (G;) et 
(C4_:) est alors simplement égal àu<+cpf-i—25. Or u et o sont deux 
caractéristiques du système commun à (C;) et à (G;_;). Elles sont, 
donc égales à dm;_; et pm;_;, m;_; étantle module du complexe 
(G:1:). Les coefficients de ce module ne dépendent que du complexe 
(Cs_:). Par suite, le nombre des coniques communes à (C;) et (Cs_5) 
est exprimé par la formule (d— 2 p)m;_;+cpSrti, qui vérifie le théo- 
réme. Donc, st le théorème est exact pour une valeur de i, au 
moins égale à 5, il l’est aussi pour la valeur immédiatement in- 
férieure, quand le second complexe ne contient pas de droites- 
coniques d'espèce supérieure à la première. 

Si le complexe (C4 ;) contient des droites-coniques d’espèce 
supérieure à la 1°, on sait, d’après le théorème I, page 140 de cette 
3° Partie, qu'on peut y joindre un complexe (D, K\) intersection 
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complète de deux complexes dont l’un (K') est du premier ordre, 
de telle sorte que l’ensemble (C4_;) et (D, K,) soit décomposabie en 
une intersection complète (B, K,) et un complexe (C, ;) ne contenant 
pas de droites-coniques d’espèce supérieure à la première. En dési- 
gnant par N(A, B, ...) le nombre des coniques communes aux com- 


plexes (A), (B), .…., on déduit de la relation : 
(Css) aus (D, K' ) _— (C$-1) eue (B, K:; ), 


la suivante : 
N(C;, Cs-;:) em N(G:, D, K') Fr N(G, Cs-i) at N (CG, B, Ki). 


D’après les deux théorèmes précédents, les 5 derniers nombres sont 
exprimés par des formes de degré 8 —z en d, p, P, dont les coeffi- 
cients ne dépendent pas de (C;). Il en est donc de même du premier 
de ces nombres. Donc le théorème est démontré pour toutes les va- 
leurs de £ au moins égales à 4. 

Il est bien facile de l’étendre aux autres valeurs de #. Il suffit pour 
cela de déduire de la relation : N(C;, Cs_5) = m3_;, où test au moins 
égal à 4, l’expression du même nombre N(C;, C4_;) en fonction des 
symboles (d/Pfpi-J-#), qui expriment le nombre des coniques de 
(Cs_:), qui rencontrent 7 droites, touchent Æ plans, et dont les plans 
passent par ê— 7 

Remplaçons, à cet effet, (C4_;) par le complexe [7d, KP, 





Æ points. 


(é—j—k)p], dans la relation : N(C;, Gy_ = ms ; On en conclura 


N[Cs-:, 7 d,kP,(i—7j;—k)p]= di Pfpi-i-kms-_;, 
ou 
(diPEprik) = diPEper kms, 


relation dans le second membre de laquelle chaque symbole 
di PA p8—Ü représente le nombre des coniques qui rencontrent 
J' droites, touchent £' plans, et dont les plans passent par 8 —#—% 
points. On pourra former autant de relations analogues qu'il y a de 
manières de choisir les nombres 7, #. Comme £ — j — X ne peut être 
supérieur à 3, on peut choisir ces nombres de toutes les manières qui 
rendent j + au moins égal à  — 3 et au plus égal à , c’est-à-dire de 
4i— 2 manières. D'autre part le module m4_; contient SET 
termes, si £ est 7, 6 ou 5, et un de moins, si £ est égal à 4. On recon- 
naît sans peine que ce nombre des termes de m,4_; est inférieur à 


H. 10 
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Ai— 2, excepté dans le cas où z est égal à 4 : ces deux nombres sont . 
alors égaux. Des {i—2 équations, on peut tirer les valeurs des coeffi- 
cients de M3_; exprimés en fonction linéaire et homogène des sym- 
boles (di P#pi-i-#), Si, dans la relation N(C;, Cs_i) — Mms_;, on regarde 
les symboles (d/ PA p$-#J") comme des coefficients donnés, définissant 
le complexe (C;), et qu’on remplace les coefficients de m,4_; par les 
valeurs tirées des 4i—2 équations, on aura le nombre N(G;, Gs_5) 
exprimé par une fonction linéaire et homogène des symboles 
(di P# pi-i-#), dont les coefficients ne dépendent pas de (C4_;). Donc 
le théorème est général. 

Dès que à surpasse 5, le nombre des équations par lesquelles on dé- 
termine les coefficients de m4_; surpasse celui des inconnues. On en 
conclut, comme pour le cas des coniques dans le plan (deuxième 
Partie, p. 125), que les nombres (d/PÂpi-J-#) relatifs à un complexe 
d'ordre 8 — 7 quelconque satisfont à certaines relations, grâce aux- 
quelles le module d'un complexe d'ordre £ peut être réduit à un 
nombre de termes inférieur à celui qui est indiqué par son degré £. 
Mais la même propriété subsiste encore pour des valeurs de z infé- 
rieures à 5, ainsi que Je vais le montrer. 

On a trouvé plus haut que, si £ est au moins égal à 4, le nombre 
des coniques communes à (C;) et (C4_:) est représenté par 
(d—2p}m:_;+cpft,si(Cs_;) ne contient pas de droites-coniques 
au-dessus de la première espèce. On voit donc que, dans ce cas, le 
module de (G_;), qui est précisément égal à cette expression, ne 
contient pas la puissance (8 — r)me de P. Mais »,_; est le module du 
complexe (C:_;) qui ne contient pas non plus de droites-coniques au- 
dessus de la première espèce. Donc la puissance (3—5i)*" de P 
manque aussi. En raisonnant de même sur (C:_,), on arrive à cette 
conclusion : Le module d'un complexe, d'ordre non supérieur à 4, 
qui ne contient pas de droites-coniques au-dessus de la première 
espèce, ne comprend pas de terme en P. 

Toujours dans l'hypothèse :Z4, on peut supposer que le complexe 
(C;) est un complexe plan. Tous les symboles (dfPAp8-iJ A) qui y 
sont relatifs s’évanouissent si l’exposant de p n'y est pas nul. Par 
conséquent, les coefticients d’un module m,4_;, qui affectent les termes 
ne contenant pas p, sont les mêmes que leurs analogues dans le mo- 
dule d’un complexe plan satisfaisant aux conditions qui définissent 
le complexe (C4_;). Il en résulte, en premier lieu, que si 8—c est 
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égal à 2, et que le complexe (C;) ne contient pas de droites-coniques 
de troisième espèce, le module », ne contient pas le terme en P?, 
attendu que la propriété analogue a été démontrée plus haut 
(deuxième Pare, p. 124) pour un complexe plan du deuxième ordre. 
Le même résultat peut d’ailleurs être démontré au moyen de la 


relauon 
(Cs;) (D, Ki) = (G3-;) + (B; Ki), 


qui s'applique également aux modules des complexes entrant dans 
celte relation. Les complexes (C,_;) et (D) ne contiennent pas de 
droites-coniques au-dessus de la première espèce. Par conséquent, la 
relation ci-dessus, appliquée aux modules, montre que les termes 
en P, dans le module de (C4_;) sont : 1° des termes du premier degré 
venant du module de (K;); 2° ceux qui proviennent du produit des 
modules de (B) et de (K,). Si (B) ne contient pas de droites-coniques 
au-dessus de la première espèce, ces derniers termes se réduisent au 
premier degré. Ce fait se produit si (G4_;) ne contient pas de droites- 
coniques au-dessus de la deuxième espèce. On peut donc dire que : 
St un complexe d'ordre non supérieur à 4 ne contient pas de 
droites-coniques au-dessus de la deuxième espèce, son module ne 
contient pas P au-dessus du premier degré. Et, en appliquant, 
dans le cas général, ce résultat au complexe (B); on peut dire que: 
Le module de tout complexe d'ordre non supérieur à 4 ne con- 
tuent pas P au-dessus du deuxième degré. 

Prenons := 5 ; le module de (G4_;) ou (G;) ne contient pas le terme 
en P*. Il en est donc de même du module du complexe des coniques 
touchant 3 plans. Par suite, le nombre des coniques d’un complexe 
du cinquième ordre quelconque qui touchent 3 plans est lié, par 
une relation indépendante de ce complexe, aux autres nombres 
caractéristiques du même complexe. 

De même, si l’on fait {= 4, on conclut encore que les nombres (P1), 
(P3d), (Pip), relatifs à un complexe du quatrième ordre quel- 
conque, sont liés par 3 relations indépendantes de ce complexe 
aux autres nombres caractéristiques du même complexe. 

T'outes ces relations sont linéaires et homogènes. Soit U — o l’une 
d'elles ; 1l est clair qu’on peut prendre pour module de (C4_;) son mo- 
dule, qui ne contient pas P au-dessus du deuxième degré, augmenté 
d’un terme tel que AU, À étant une constante arbitraire. On peut donc 
modifier les énoncés ci-dessus, en disant que les modules des com- 
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plexes d'ordre 3 et 4 contiennent les premiers uxr, les seconds 
rRoIs constantes arbitraires, dont on peut disposer de manière à 
annuler uN ou TROIS coefficients. 

Il serait facile de former les relations telles que U = 0, soit direc- 
tement, soit par la considération des complexes plans, grâce à la- 
quelle on peut aussi obtenir une nouvelle démonstration de la même 
proposition. Je ne m’y arrêterai pas. 

Au sujet des modules des complexes d’ordre supérieur à 4, la mé- 
thode employée pour les former montre que le nombre de leurs coef- 
ficients peut être réduit au même nombre que celui des coefficients 
d’un module de degré complémentaire à 8. 

En suivant exactement la méthode employée dans la deuxième 
Partie, page 1206, on démontrera facilement le théorème suivant, 
qui complète la théorie actuelle : 


Taéorème HI. — Le module de l’intersection complète de deux 
complexes est égal au produit des modules de ces comptiexes; et, 
en particulier, le nombre des coniques communes à plusieurs com- 
plexes dont la somme des ordres est égale à 3, est représenté par 
le produit des modules de ces complexes, où l’on doit remplacer 
chaque terme tel que diP#p$-i-# par le nombre des coniques qui 
rencontrent j droites, touchent k plans, et dont les plans passent 
par (8—7—k) points. 


Je terminerai ce Chapitre en citant quelques exemples des théorèmes 
qu'ilrenferme. J’en emprunterai les éléments au Mémoire de M. Chasles 
dont il a été déjà question au début de cette deuxième Partie. 

Outre les conditions simples de rencontrer des droites, toucher des 
plans, et que les plans des coniques passent par des points donnés, 
M. Chasles a considéré les conditions multiples suivantes, en regard 
de chacune desquelles j’écris son module : 


Condition double.., O: de passer par un point 
donné. tree : M =p(d—0p) 
Condition triple..., T; de toucher un plan en 
: Ù 
un point donné...... :Mm=-pP(d—2p) 
2 
» A3 de toucher une droite: m,= p?(P — 2p) 


Condition quadruple A, de toucher une droite 


en un point donné... : my, = = P?(P — 2p)(d—2p). 
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On peut vérifier que les caractéristiques des différents systèmes 
considérés par M. Chasles, et formés avec ces conditions, concordent 
avec celles qu’on obtiendrait en les calculant au moyen de ces mo- 
dules. Par exemple, les caractéristiques du système (5P, O,) sont, 
d’après M. Chasles, 8, 4, 6. 

D'après les LP ci-dessus, elles sont aussi dP5m,, Pôm? 
et pP5m,; c’est-à-dire 


dPim:= d?P5p — 2 dPip?, 
P&rna= d'P6p—92 Pépt, 
PES M: = PSp — 2, Psp. 


Or, d’après les valeurs des caractéristiques des systèmes définis par 
les seules conditions derencontrer des droites, toucher des plans, ou 
que les plans des coniques passent par des points, valeurs prises dans 
le Mémoire de M. Chasles, on a 


APP p2—8, dPip—12;,) Pép= 4, dPipi=8, PSpi=1: 
d’où l’on conclut 


dP5imo:=8 Pômi="#, The I0! 


? 


conformément au résultat de M. Chasles. 

On peut faire d’autres vérifications analogues sur la même condi- 
uon O,, en considérant les systèmes (14, 4P, O3), (1p, 4P, O), 
et de même sur les autres conditions. 

M. Chasles a considéré des combinaisons diverses de ces condi- 
tions : 


° Condition triple de passer par un point donné et de rencontrer 

en un second point une droite donnée menée par le point donné. Il 
est clair que ceci revient à la simultanéité de la condition O, et de la 
condition(1p). Le module est donc égal à pme. 

2° Condition quadruple de passer par 2 points donnés. Le module 
est m, = (dp—2p?}?= dp?(d — 4p). La réduction provient dela sup- 
pression du terme 4p*, qui peut être considéré comme nul. 

3° Condition quadruple de toucher un plan en un point donné, et 
de rencontrer une seconde fois une droite donnée passant par le point 
donné. Ceci revient à la simultanéité des conditions T;, et (1p). Le 
module est donc pm; ; etc. 
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IV. —— DÉTERMINATION DU NOMBRE DES SURFACES DU DEUXIÈME ORDRE 
QUI SATISFONT A DES CONDITIONS DONNÉES. 

Quand on cherche les coniques propres d’un système qui sausfont 
à une condition donnée, on est obligé de mettre à part, pour retran- 
cher leur valeur du nombre total, les coniques du système qui sont 
réduites à une droite. Cette obligation s'impose toutes les fois que la 
condition donnée est telle qu’elle soit satisfaite par une droite quel- 
conque, considérée comme une conique aplatie. Il n’y a pas heu de 
tenir, de même, compte des coniques réduites à un point (ou à deux 
droites) : la condition pour une conique de se réduire à deux droites 
est, en effet, une condition simple. Il en résulte qu’une condition qui 
serait satisfaite par toute conique réduite à deux droites se décompo- 
serait en une condition ne jouissant pas de cette propriété, et la con- 
dition de réduction à deux droites. 

En général, si, dans un système de courbes, on veut trouver le 
nombre des courbes propres satisfaisant à une condition, 1l faudra 
mettre à part toutes les courbes composées, quand la possibilité de 
leur décomposition exige plus d’une condition eu égard à la forme 
sénérale des courbes du système. La même remarque s'applique aux 
systèmes de surfaces : ainsi, dans un système de surfaces du deuxième 
ordre, il faut mettre à part les surfaces réduites à un plan, et les sur- 
faces réduites à une droite (ou à deux plans). Un plan, qui compte 
comme une surface du deuxième ordre dans un système, sera appelé 
plan-quadratique ; une droite, qui compte de même pour une sur- 
face du deuxième ordre dans un système, sera appelée droite-qua- 
dratique. Jappelle aussi point-conique, dans un système de co- 
niques, un point auquel se réduit une conique du système. 

Soit (A) un système de surfaces À du deuxième ordre. Les sections 
des surfaces À par un plan fixe P forment un système (a) de co- 
niques a. L'indicatrice du système (a), relative à une droite A du 
plan P, est l’iëndicatrice du système (A), relative à cette droite. Soient u 
le nombre des surfaces À qui passent par un point, y le nombre des 
surfaces À qui touchent une droite. Ces nombres sont les caractéris- 
ques du système (a). Les droites-coniques de (a) sont les intersec- 
uons de P et des plans quadratiques de (A). Soit w la valeur totale de 
ces droites-coniques ; on aura la relation : 


24—V—= W,. 
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Le nombre w est la valeur totale des plans quadratiques du sys- 
tème (A). 

Dans un système plan de coniques, (&), on a une relation corréla- 
uve de cette dernière. Ce sera : 


2V—U—= 0, 


le nombre & désignant la valeur totale des points-coniques du sys- 
tème. La valeur d'un point-conique se trouvera en transformant cor- 
rélauvement la proposition de la première Partie (page 106); c'est-à- 
dire que, pour trouver la valeur d'un point-conique, il suffit de 
chercher les coniques d’'axes infiniment petits, dont les tangentes 
issues d'un point arbitraire divisent harmoniquement un angle 
ayant son sommet en ce point, et dont un côté est à distance tnfi- 
niment petite du premier ordre du point-conique, et de faire la 
somme des ordres des carrés des angles de ces tangentes. 

Dans le système (a) dérivé du système (A), les points-coniques pro- 
viennent des droites-quadratiques de (A) et des surfaces À tangentes 
à P. Soit y la valeur totale des premières, et 9 celle des secondes ; on 
aura : 


2 + X = 2 — k. 


” 


Cherchons pour combien d'unités chaque point-conique de (a) pro- 
venant d'une surface À, tangente à P, figure dans le nombre 3. 

Soient donc À une surface tangente à P au point &, et A! une surface 
du système, infiniment peu différente de À. Prenons pour infiniment 
peut du premier ordre la distance des centres de À et de A’. Le plan P 
fait un angle du premier ordre avec un plan tangent à A’ en un point 
infiniment voisin de &. Par suite, les tangentes, menées d’un point 
arbitraire O du plan P à la section a’ de A’ par P, font entre elles un 


angle de l’ordre -. La conjuguée harmonique L' d’une droite arbi- 
P 


traire L, menée en O, par rapport à ces tangentes, est à une distance 
du centre de a’ de l’ordre du carré de l’angle de ces tangentes, c’est- 
à-dire du premier ordre. D’ulleurs & et le centre de «' sont à une 
distance du premier ordre. Donc L'est à une distance du premier ordre 
de a. Donc, d’après la proposition ci-dessus, chaque conique a’ entre 
pour une unité dans la valeur du point-conique &. Il reste à trouver 
le nombre des coniques &’. En supposant le point O et la droite L à 
l'infini, les coniques a’ sont assuJetties à avoir leurs centres sur une 
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droite donnée, située à distance infiniment petite du premier ordre 
de a. Or il n’y a qu’une telle conique du système (a) qui-soit infini- 
ment peu différente du point-conique a. Donc la valeur du point-co- 
nique a est l'unité. Donc le nombre 5 marque précisément le nombre 
des surfaces À tangentes à un plan. C'est la troisième carac- 
téristique du système (A). Le nombre : est La valeur totale des 
droites-quadratiques du système. 

Cherchons maintenant le nombre des surfaces À qui satisfont à une 
condition donnée. Soit Ÿ une surface fixe du deuxième ordre. Par la 
biquadratique d’intersection de X et de chaque surface À, menons les 
surfaces, au nombre de m, qui satisfont à la condition donnée. Elles 
forment un second système (A,), dont chaque surface correspond à une 
surface À. Les systèmes de coniques, (a) et (a;), déterminés par les 
intersections d’un plan P avec les surfaces des systèmes (A) et (A,) se 
correspondent de telle manière que deux coniques correspondantes, 
a et &,, se coupent entièrement sur une conique fixe. Soit m—n le 
nombre des surfaces ordinaires, satisfaisant à la condition donnée, 
qui passent par une biquadratique et qui diffèrent infiniment peu 
d’une conique : à chaque droite-conique du système (&) correspond 
n droites-coniques du système (a,). On en conclut par un raisonnement 
répété déjà plusieurs fois que le nombre des coniques communes aux 
deux systèmes est mu—nw. Mais, parmi ces coniques, se trouvent 
des points-coniques, provenant des droites-quadratiques communes 
aux deux systèmes (A) et (A,). Pour trouver le nombre des coniques 
absorbées par ces points-coniques, nous allons déterminer le nombre 
des couples de points correspondants des indicatrices de (a) et de (a;) 
qui sont confondus en un point représentatif d’un de ces points-co- 
niques. 

Relativement à une droite-quadratique, la conjuguée d’une droite 
quelconque est la droite-quadratique elle-même. Par suite, relative- 
ment à une surface infiniment peu différente, les conjuguées de toutes 
les droites sont infiniment peu différentes entre elles. Parmi ces con- 
Juguées, se trouve un axe de la surface. Si, par cet axe X, on mène 
un plan arbitraire, la polaire d’un point quelconque de ce plan, rela- 
tivement à la conique d’intersection, est infiniment peu différente 
de X. Cette conique est donc infiniment aplatie. Soit « le rapport 
infiniment petit des axes de cette conique. On voit facilement que la 
conjuguée d’une droite quelconque, relativement à la surface consi- 
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dérée S, diffère de l’axe X d’un infiniment petit de l’ordre de e?. De 
même aussi la section, faite dans S par un plan arbitraire, est une co- 
nique dont chaque point, à distance finie de X, est à une distance de 
l’asymptote voisine de l’ordre de e?. 

Prenons sur S une biquadratique résultant de son intersection avec 
une surface du deuxième ordre arbitraire È. Par cette biquadratique, 
nous menons les »m surfaces qui satisfont à une condition donnée. 
Soit S, une de ces surfaces. Les sections faites dans S et S, par un 
plan contenant X sont des coniques €, c,, se coupant en 4 points sur 
la biquadratique, et la conique c est infiniment aplatie. Si, par la na- 
ture de la condition considérée, 1l y a £ coniques c, qui sont aussi infi- 
nimentaplaties, chacune de ces { coniques a un axe de l’ordre de, 
et la polaire d’un point de son plan, relativement à cette conique, dif- 
fère de la polaire du même point, relativement à c, d’un infiniment 
petit de l’ordre de e?. [l y a alors £ surfaces S, infiniment peu diffé- 
rentes d’une droite-quadratique. Soit S, une de ces surfaces. La sec- 
tion faite dans S, par un plan arbitraire est une conique dont le centre 
diffère de celui de la section faite dans S par le même plan d’un infini- 
ment peut de l’ordre de &?, et qui, en ses points à distance finie de X, 
est à une distance de l’ordre de &? de ses asymptotes. 

Mais les deux sections ont 4 points communs à distance finie de X. 
Donc chaque asymptote de l’une est à une distance d’une asymptote 
de l’autre infiniment petite de l’ordre de &?. Donc enfin les deux points 
où une droite À, à distance finie de X, rencontre S sont respectivement 
à une distance infiniment petite de l’ordre de &? des deux points où 
cette droite rencontre S,. Il en est de même des milieux de ces deux 
couples de points. La distance de ces points milieux est la différence 
des abscisses des points des indicatrices des deux systèmes (A) et(A,), 
relatives à la droite À, qui répondent aux surfaces S etS,. Donc, si le 
point de l’indicatrice de (A), répondant à S, est à une distance du pre- 
mier ordre du point de cette indicatrice, répondant à la droite-qua- 
dratique infiniment voisine de S, l’ordre de e&? marque le nombre des 
couples de points correspondants, confondus sur les deux indicatrices, 
absorbés par le couple de surface S et S,; et chaque surface S fait 
disparaitre € fois ce nombre de surfaces communes aux deux sys- 
tèmes. 

Or il est bien aisé de voir, d’après l'expression donnée plus haut de 
la valeur d’un point-conique d’un système de coniques, que, si l’on 
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prend, sur l’indicatrice de (A), un point à distance infiniment petite 
du premier ordre du point correspondant à une droite-quadratique, et 
que : soit le rapport infiniment petit des axes d’une section faite dans 
la surface correspondante par un plan mené par l’axe de cette surface, 
l’ordre de <? est le nombre pour lequel cette surface figure dans la 
valeur totale de cette droite-quadratique. Par suite, la somme des 
ordres des quantités telles que <? est la valeur totale de cette droite- 
quadratique. Donc enfin le nombre des surfaces correspondantes des 
systèmes (A) et (A,) confondues, qui sont absorbées par une droite- 
quadratique, est égal à £ fois la valeur de cette droite-quadratique. Done 
le nombre des surfaces À qui satisfont à la condition donnée est : 


N=mp—vw—{ty =(m—on—t}u+(n—2t)v + tp = an FRvPyp 


Ainsi se trouve démontré un important théorème, dû à M. Chasles, 
mais qui n’avait pas encore reçu de démonstration. Son énoncé sera 
compris dans celui d’un théorème plus général, dont je vais actuelle- 
ment m'occuper. 

Je nomme complexe du n°*"° ordre de surfaces du deuxième ordre 
l’ensemble de ces surfaces qui satisfont à z conditions. L'ensemble 
des surfaces communes à deux complexes d'ordre n et n', ou énter- 
section complète de ces complexes, est un complexe d'ordre ñn+n', si 
ce nombre est inférieur à 8 ; un système, si ce nombre est égal à 8; un 
nombre fini de surfaces, si nñn + n'! est égal à 9. Cette intersection 
complète peut être décomposable en plusieurs complexes d’ordre 
n+n/, ou en plusieurs systèmes, ou en plusieurs groupes distincts de 
surfaces. 

Une surface du deuxième ordre peut être définie par les points où 
elle rencontre 5 droites données D,,, D:, ..…., D;. Si les 8 points d’in- 
tersection avec les 4 premières sont donnés, les 2 points d'intersec- 
on avec la cinquième font partie d’une involution, en sorte que ces 
deux points sont déterminés d’une seule manière par une coordonnée, 
qui sera, si l’on veut, la distance à de leur milieu à une origine prise 
sur D. 

S1 la surface considérée fait partie d’un complexe (A) d'ordre £2 2, 
par chaque système de 8 points situés sur les 4 premières droites et 
sur une surface À, 1l ne passe pas, en général, d’autré surface du 
complexe. En sorte que à est déterminé d’une seule manière par les 
8 points. Il existe donc, pour le complexe (A), une relation telle que 


+ nager or 
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(0 — u—=0, où # et w ne contiennent que les coordonnées des points 
situés sur les 4 premières droites. Cette relation définit un complexe 
(K,) du premier ordre. 

Les surfaces du deuxième ordre, passant par chaque système de 
8 points où chaque surface À rencontre les 4 premières droites, 
forment un complexe (B) d'ordre ? — 1. On voit facilement que les 
complexes (B) et le complexe défini par les relations 6— 0, u—=0, 
ont en commun un complexe d'ordre #, (A’), défini par des relations 
où n’entrent que des points des 4 premières droites. Ce complexe (A), 
joint au complexe (A), constitue l’intersection complète de (B) et 
de (K,). Pour s’en convainere, 1] n’y a qu’à raisonner exactement 
comme on l’a fait plus haut (troisième Partie, p. 138). Cette propriété 
s'exprime par la relation : 


(A) + (A) = (B, Ki). 


On trouvera de même un complexe (A”), défini par des relations 
entre 7 points seulement, et tel qu’en le joignant au complexe (A’) on 
obtiendra l'intersection de deux complexes (B'), (K°), ce dernier du 
premier ordre. Cette propriété s’exprimera par la relation : 


(A!) + (A) =(B’,K°). On aura de même : 
(A')+(A")= (B',K1), 


le complexe (A”") étant défini par des relations entre 6 points. Comme 
les complexes A, A’, ..… sont tous d’ordre #, l'opération s'arrêtera 
lorsqu'on obtiendra un complexe défini par des relations entre 
i points. Ce dernier complexe est donc (At). Il est formé par les 
surfaces qui passent en £ points donnés, ou plutôt il est composé 
d’un certain nombre de tels complexes. On aura donc finalement ; 


AR CAS) + CB, Ki) —(B, K!)--(B", K’).... 


Cette relation montre que l’on pourra trouver le nombre des sur- 
faces communes à (A) et à un complexe donné d'ordre 9 — x, si lon 
sait lefaire pour le complexe (A?-") et les complexes (B, K,), 
MIN) te. 


Cela posé, nous allons démontrer que : 


Taéorème. — Le nombre des surfaces du deuxième ordre d’un 
complexe d'ordre 1, qut appartiennent en même temps à un autre 
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complexe d'ordre o—i, est représenté par un polynome homo- 
gène, de degré o—t à 3 variables, p, d, P, dont les coefficients 
dépendent du second complexe seulement, et dans lequelon rem- 
place chaque expression de la forme pidKP9-ÿ ki par le nombre 
des surfaces du deuxième ordre du premier complexe, qui passent 
en } points, touchent k droites et 9—j—k—1t plans. 


Si, dans cet énoncé, on fait :—8, on a le théorème sur les sys- 
tèmes, démontré plus haut. 

L'exactitude de ce théorème est évidente si le complexe d'ordre 
o—tse compose des surfaces qui passent en 9—£ points. Le poly- 
nome de degré 9 —t se réduit à p° à. 

Admettons l'exactitude du théorème pour une valeur de #. Le 
nombre des surfaces communes à un complexe d’ordre £ et à un com- 
plexe (Cs_;), d'ordre 9 — # est représenté par un polynome de degré 
9—t ou module du complexe (G,_;). Soit m,_; ce module. Considé- 
rons un complexe d’ordre &— 1, (C;_,). Les complexes (Cs_;) et(G;_1) 
ont en commun un système, dont on reconnaît facilement que les 
caractéristiques sont : pmo_i, dmo_i, Pmo_i. Par suite, d’aprèsMle 
théorème sur les systèmes, le nombre des surfaces de ce système, qui 
appartiennent à un complexe du premier ordre (K,), est de la forme : 
(ap +8d+yP)m;_;, qui est un polynome homogène de degré 10 — 2. 
Donc, si le théorème est vrai pour une valeur de é, 1l l’est aussi pour 
la valeur immédiatement inférieure, quand le second complexe est 
l’intersection complète d’un complexe du premier ordre et d’un autre 
complexe. 

Or un complexe quelconque a été réduit à une suite de complexes 
du même ordre, satisfaisant à cette dernière condition, et à un com- 
plexe de surfaces passant en des points fixes. Donc, dans le cas 
général, si le théorème est exact pour une valeur de #, il l’est aussi 
pour la valeur immédiatement inférieure. Or, il est vrai pour i =; 
donc il est entièrement démontré. 

À peine est-1l besoin d'ajouter que, de même que pour les com- 
plexes de coniques, les modules des complexes d’ordre supérieur à 4 
peuvent être réduits au même nombre de termes que ceux des com- 
plexes d’ordre complémentaire à 9. 

n suivant la méthode employée plus haut, on démontrera facile- 
ment que : 
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Taéorëme IV. — Ze module de l'intersection complète de deux 
complexes est égal au produit des modules de ces complexes ; et, 
en particulier, le nombre des surfaces du deuxième ordre com- 
munes à plusieurs complexes, dont la somme des ordres est égale 
à O, est représenté par le produit des modules de ces complexes, 
où l’on remplace chaque terme tel que pd" Pi" par le nombre 
des surfaces du deuxième ordre qui passent en j points, et tou- 
chent k droites et o—7 





Æ plans. 


On peut facilement obtenir des vérifications de cette théorie au 
moyen des caractéristiques des systèmes de surfaces du deuxième ordre 
considérés par M. Chasles (Comptes rendus, t. LXI, p. 405). Dans 
une étude ultérieure, J'aurai occasion de revenir sur les applications 
des principes posés dans le travail actuel, et de donner à ce sujet les 
développements convenables. 

Il me sera permis, en terminant ce Mémoire, de faire une remarque 
sur les complexes de surfaces du deuxième ordre. De telles surfaces, 
étant considérées comme éléments de l’espace, donnent lieu à des com- 
plexes de différents ordres, comme les points donnent lieu à des lignes 
et à des surfaces. Le nombre des intersections de trois surfaces ou 
d'une ligne et d’une surface est le produit des degrés ; il en est de 
même du degré de la ligne d’intersection de deux surfaces. 

De même, dans les complexes considérés, le nombre des intersec- 
ons est figuré par le produit des modules des complexes, ou bien le 
module d’un complexe intersection de deux autres est le produit des 
modules de ces dermiers. Et 1l faut bien remarquer que, si l’on ne veut 
pas mettre à part les surfaces singulières, plans et droites-quadra- 
ques, tous les modules se réduisent à un seul terme, et ce ne sont 
plus des produits symboliques, mais de véritables produits que l’on a 
à considérer. 

Les mêmes observations s'appliquent aux complexes de coniques. 
Je suis même en mesure d'affirmer que des propriétés analogues 
existent pour les complexes de courbes planes et de surfaces de degrés 
quelconques. 





NOTE 


RELATIVE A UNE COMMUNICATION 


SUR LES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t.76, 1873 (1), p. 558. 


Dans une Note Sur la classification des courbes du sixième 
ordre dans l’espace, insérée aux Comptes rendus, séance du 
17 février 1873, p. 424, M. Weyr! démontre les deux théorèmes 


suivants : 


1° Le nombre des points doubles apparents d’une courbe gauche 
du sixième degré est au moins six; 

2° Une courbe du sixième ordre située sur une surface du 
second ordre a six, sept ou dix points doubles apparents. 


J'ai l'honneur de faire observer que ces deux théorèmes sont 
compris dans deux des propositions démontrées dans un Mémoire 
que j'ai présenté à l’Académie, le 21 février 1850, et énoncées dans 
l’extrait de ce Mémoire inséré aux Comptes rendus, Lt. TO, p. 380. 





SUR LES CARACTÉRISTIQUES, 


DANS 


LA THÉORIE DES CONIQUES, 


SUR LE PLAN ET. DANS L'ESPACE, 


ET DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 76, 1873 (1), p. 1074. 


D’après un théorème bien connu, le nombre des surfaces du se- 


cond ordre, faisant partie d’un système, et qui satisfont à une condi- 

> fe se L 4 14 < e] ! dr re) a, 

on donnée, est représenté par au + fy + vo, les coefficients a, $;,: 
x \ 

caractéristiques du système, M. Chasles a appelé module de la con- 


ne dépendant que de la condition, et les nombres u, y, p étant les 


dition cette expression au + By + vo, où les caractéristiques 1, v, p 
sont censées indéterminées, et a donné (Comptes rendus, t. LXI, 
p- 402) une formule remarquable où le nombre des surfaces qui sa- 
tisfont à neuf conditions est exprimé en fonction des coeflicients , 
8, y des modules de ces conditions. 

Il est facile de montrer, soit directement, soit par cette formule 
même, que le nombre qu'elle représente peut être mis symbolique- 
ment sous la forme d’un produit de facteurs. Ces facteurs seront les 
modules des conditions où l’on remplacera u, v, respectivement 
par p, d, P. Que l'on fasse le produit des neuf facteurs tels que 
ap + Bd + YP, et que l’on convienne de remplacer, dans ce pro- 
duit, chaque symbole (pt diP?-#J) par le nombre des surfaces qui 
passent en & points, touchent 7 droites et (9 —1— 7) plans, on ob- 
tiendra précisément la formule dont il s’agit. 

L'emploi des mêmes symboles permet de réunir toutes les proposi- 
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ons de la théorie des caractéristiques dans les coniques et les sur- 
faces du second ordre de la manière suivante : 


1° CONIQUES DANS LE PLAN. — THÉOREME |. — Pour les coniques 
dans le plan, toute condition multiple d'ordre x peut être carac- 
térisée par un polynome homogène et de degré 7, à deux variables 
p, d, nommé module. Si l’on remplace, dans ce polynome, 
chaque symbole (p'd®-i) par le nombre des coniques qui passent 
en t points, touchent x —1 droites et satisfont à une autre condi- 
tion multiple, d'ordre 5 — 7, le résultat de cette substitution est 
le nombre des coniques qui satisfont à ces deux conditions mul- 
tiples. 

On doit remarquer que, si x dépasse 2, les coefficients du module 
renferment des arbitraires, grâce auxquelles on peut réduire ce mo- 


» 8 
dule à trois termes si + est égal à 3, et à deux termes si x est égal à 4. 


Taéorëme Il. — Le module d’une condition composée est le pro- 
duit des modules des conditions composantes. Et, en particulier, le 
nombre des coniques qui satisfont à des conditions, dont la 
somme des ordres de multiplicité est égale à 5, est représenté par 
le produit symbolique des modules de ces conditions, dans lequel 
chaque symbole (p'd57t) est remplacé par le nombre des coniques 
qui passent en t points et touchent à — 1 droites. 


Exemple : Soit la condition double de toucher deux fois une co- 
nique. Le module de cette condition est (Chasles, Comptes rendus, 
ADI D 092): 


Ma = = (2p?— pd) + d. 


Soit aussi la condition triple de surosculer une conique. Le module 
de cette condition est (Chasles, loc. cit., p. 356) 


I 
Ms = —(2p3— p?d)+ pa. 
D) 
Le nombre des coniques qui satisfont à ces deux conditions est 
Mo M3 = p5— p*d + d ps d'— p?d&+ pd = 6, 
4 


à cause des relations 


DIE L'umpP l= DA, pd = p°?d3=": 
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2° SURFACES DE SECOND ORDRE. — THÉORÈME III. — Toute condi- 
tion multiple d'ordre + peut être caractérisée par un polynome 
homogène et de degré x à trois variables p, d, P, nommé module. 
St l'on remplace dans ce polynome chaque symbole (pidiP(r-ën) 
par le nombre des surfaces qui passent en à points, touchent 7 
droites et (rn—1i—7) plans, et satisfont à une autre condition 
multiple d'ordre (9 —7), le résultat de cette substitution est le 
nombre des surfaces qui satisfont à ces deux conditions mul- 


tiples. 


On doit remarquer que, si r dépasse 4, les coefficients du module 
renferment des arbitraires, grâce auxquelles on peut le réduire au 
même nombre de termes que le module de degré (9 — 7). 


Taéorëme [V.— Le module d’une condition composée est le pro- 
duit des modules des conditions composantes. Et, en particulier, Le 
nombre des surfaces qui satisfont à des conditions, dont la somme 
des ordres de multiplicité est égale à 9, est représenté par le pro- 
duit symbolique des modules de ces conditions, dans lequelchaque 
symbole (pt di P9- EI) est remplacé par le nombre des surfaces qui 
passent en t points, touchent j droites et (9—i—7) plans. 


Les quatre théorèmes précédents ne sont nouveaux que par la 
forme ; les deux suivants, relatifs aux coniques dans l’espace, le sont 
aussi quant au fond. Je me borne ici à les énoncer. 


3° COoNIQUES DANS L'ESPACE. — THéorÈme V. — Toute condition 
multiple d'ordre rx peut être caractérisée par un polynome homo- 
gène et de degré, à 3 variables, d, P, p, nommé module. St l’on 
remplace, dans ce polynome, chaque symbole (d'P{pT ti) par le 
nombre des coniques qui rencontrent 1 droites, qui touchent j 
plans, et dont le plan passe par (r—1— 7) points, el qui satis- 
font, en outre, à une condition multiple d'ordre (8 — 7), le 
résultat de la substitution est le nombre des coniques qui satisfont 
aux deux conditions multiples considérées. 

On doit remarquer, en premier lieu, que si 7 dépasse 4, les coef- 
ficients du module renferment des arbitraires, grâce auxquelles on 
peut le réduire au même nombre de termes qu’un polynome homo- 
gène et de degré (8 — 7), à 3 variables; et, en second lieu, que chaque 
symbole, où l’exposant de p dépasse le nombre 5, est nul. 


HS: na: 
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Tuéorsue VI. — Le module d’une condition composée est le pro- 
duit des modules des conditions composantes. Et, en particulier, 
le nombré des coniques qui satisfont à des conditions, dont la 
somme des ordres de multiplicité est égale à 8, est représenté par 
le produit symbolique des modules de ces conditions, dans lequel 
chaque symbole (diPip$-iJ) est remplacé par le nombre des co- 
niques qui rencontrent t droites, touchent j plans, et dont le plan 


passe par (8 —i—7) points. 


La valeur des différents symboles tels que (d‘P/p8-i7j) a été caleu- 
lée par M. Chasles (Comptes rendus, t. LXI, p, 389). On peut par 
conséquent, déduire du théorème précédent une formule qui donne 
le nombre des coniques satisfaisant à 8 conditions, en fonction des 
coefficients des modules de ces conditions. 

Si l’on considère la condition de toucher une surface, on recon- 
naît que le module de cette condition est simplement M4 + mP, M 
étant la classe des sections planes de cette surface, et m son degré. 
On en conclura le nombre des coniques qui touchent 8 surfaces don- 
nées. En particulier, si les 8 surfaces sont du second ordre, le nombre 
cherché sera représenté symboliquement par 2#(d+P}$. 

Les modules des diverses conditions élémentaires considérées par 
M. Chasles (loco citato) sont faciles à calculer, et fournissent des 
vérifications faciles des nombres rapportés par cet auteur. 

Ainsi la condition de passer par un point a pour module 
(dp—2p?); celle de toucher un plan en un point, pP(id—p); 
celle de toucher une droite, p(P—2p); celle de toucher une 
droite en un point donné, +p?(P—2p)(d—p); etc. 
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Bulletin de la Société mathématique, t. TI, 1872-1873, p. 227. 


Une tige se brise en n morceaux; quelle est la probabilité que 
ces n morceaux sotent propres à former un polygone fermé ? 

Le cas le plus simple de ce problème, celui où le nombre n est égal 
à 3, a été traité par M. Lemoine, qui a trouvé + pour la probabilité 
demandée. 

Chaque événement possible est caractérisé par les longueurs x, 
Los sv.) Enr A—(Li La +... +Tn_1), des n morceaux dans les- 
quels se sépare la uge À de longueur &. On fait l'hypothèse que ces 
morceaux peuvent acquérir toutes les longueurs de o à a, et que la 
probabilité de chaque événement est la même; c’est-à-dire que La pro- 
babilité de l'événement [x,, #2, ..., Æn_4, A—(ti +... +xn_i)] est 
-Huéhendante ide Ti, .... La_1. 

Prenons une autre tige B de même longueur a, supposons que 
n—1 points s y placent au hasard, et qu'on la brise en ces r —1 
points. La probabilité d'obtenir de cette facon n morceaux donnés, 
et disposés dans un ordre donné sur la tige, est évidemment indé- 
pendante des longueurs de ces morceaux et de leur ordre. Car ce 
n'est pas autre chose que la probabilité que les ñ —1 points se pla- 
cent en 2 —1 positions données sur la tige. Or cette probabilité ne 
dépend pas de ces positions, puisque les points se placent au hasard. 
Par suite, la probabilité d'obtenir, avec la tige B, n morceaux don- 
nés, indépendamment de leur ordre sur cette tige, est égale à 
1.2.3...n fois cette dernière probabilité; c'est-à-dire qu'elle est cons- 
tante. D'ailleurs, sur la tige B, les morceaux peuvent acquérir toutes 
les longueurs de o à «a. Donc la probabilité de chaque événement 
[ti, Go, .…., Œn_1,Q— (x +... + xy_,)] est la même avec les tiges À 


et B. 


164 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


Pour que les » morceaux d’une tige soient propres à former un 
polygone, 1l faut et il suffit que chacun d’eux soit inférieur à la 
moitié de la tige. Il sera plus simple de considérer l'événement opposé, 
et de chercher la probabilité pour qu’un morceau soit supérieur à la 
moitié de la tige, condition qui ne peut être réalisée que par un seul 
morceau à Ja fois. 

Il est clair que cette probabilité est la même pour les tiges À et B. 

Supposons maintenant 2 —1 autres tiges B,, B;, .., B,_,, sur cha- 
cune desquelles 7 —1 points se placent de la facon suivante. Quand, 
sur la tige B, les morceaux sont, en tenant compte de leur ordre, à 
parür d’une extrémité déterminée, æ,, Æo, .…., &n, 1ls seront les mêmes 
sur les autres tiges, mais dans l’ordre suivant à partir d’une extré- 
mité déterminée sur chaque tige; sur B:: 75, 23,2 CP et 
BDs: Los Lys cos Dons Lis Las SULLD; D, Lire ee) DR ES 
On voit immédiatement que, sur chacune de ces tiges, considérée 
isolément, les 7 —1 points se placent au hasard. Par suite, pour 
chacune de ces tiges, la probabilité de l'événement dont il s’agit est 


la même que pour B et A. 
È Ë GE 
Chaque fois qu'un des morceaux est plus grand que —; il y a une 
2 
des tiges B, B,, ..., B,_, et une seule, sur laquelle le morceau ayant 


sr PE | ALT de LS TE DAY É l Habilite 
l’origine pour extrémité esl supérieur à 5° Far suite, la probabilité 


2 


cherchée est égale à n fois celle que, sur une tige B, où n—1 points 
se placent au hasard, le segment qui contient une extrémité don- 
née soit supérieur à la moitié de la tige. Pour que cet événement 
se produise, il faut et il suffit que les ñ—1 points se placent dans 
la moitié de la tige contenant l’autre extrémité. Pour qu’un point 


, y " Des I ) ï EC - À 
donné s’y place, la probabilité est EU Pour qu'ils s’y placent tous, la 
probabilité est ——. 

DJn—1 


ta ; n 40 
La probabilité cherchée est donc 7 CE celle de. l'événement 


= . . ‘ . “ : n 
opposé, qui fait l'objet du problème proposé, est 1 — al 





Le même problème peut être également résolu par un calcul assez 


simple. 
L'hypothèse est que la probabilité de l’événement [x,,%,...,æ»_1, 
A — (Ti + La +... +Æn_1)] est indépendante de z,,Z2, ...; Tr. 
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Elle est donc de la forme 


dx: dEs.. APR 
DR EN VUE TE 2 


À étant une constante que nous allons déterminer. 


Posons 
LE on m2 Von em . + Tn-1—= eee 


LE Tet... + no = Sn-9, 


See on eu 0 01010 n 9 el ele "ee dr. es 0€) 


Ti Lo — S). 


y Las...) Ln_o Étant donnés, Z»_, peut varier dans toute l’étendue 
des valeurs qui rendent 73, —=a—S,_, positif, c'est-à-dire de o à 
G— Sn_»; de même, T4, To, ..., Xn_3 étant donnés, Z,_: peut varier 
de où a—5S,_3; etc. En sorte que l’on aura tous les cas possibles 
CON ANNATIer  T 1 de O à Sy, Ln-o de O0 à a—S,_3...,%2 de 
On el Tr, de o à a. Tous les cas seront répétés 1.2.3 ...n 
fois. Par suite, si l’on intègre la différentielle ci-dessus entre ces li- 
mites, on aura la probabilité totale de tous les événements possibles, 
c'est-à-dire l’unité, répétée 1.2.3... n fois. 
On a d’ailleurs : 


a a—x, a — Sa 
1 dx: f az: [. ds M7 
0 20 0 


A—Sn_1 an—1 
dTn1 = 


A—Sn-3 
X 10 den [ RU MR NU 
0 0 Ne 07 -— 1) 


a!—1 
MANN 11234000 TN 


Par suite, 
À = 


Pour chercher la probabilité d’un événement défini par des limites 
spéciales attribuées aux variables, on intégrera la différentielle 
dx, dt»... dxh_, entre les limites convenables. Soit X cette intégrale. 
Si, par le procédé suivi, chaque cas est répété M fois, la probabilité 


; x 
cherchée sera —- 
MA 
: LEE : sp. Tr 
Si l’on demande la probabilité qu'un morceau soit supérieur à _ 


on fera varier Zy_1, Æn_2...., #, entre les mêmes limites que précé- 


La V3 


«a \ ’ pe , 
demment, et x, de 5 à a. Chaque événement est alors répété 
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1.2.3... (n — 1) fois. Donc la probabilité cherchée est 


X 


LAS DNS QUOTE 


Mais on a ici: 


a a—X; a— S; 
X = |. dx l as [. 
«a O0) (0 


(a _— 71 LL 


an— 1 


otre Sn 


La probabilité cherchée est donc - 


demment. 


LOI l/Lee 2) 


=! 


Tee 
—————— \ 


a'!—1 


> AINSI qu'on l’a trouvé précé- 





APPLICATIONS NOUVELLES 


D’UNE 


PROPOSITION SUR LES CONGRUENCES DE DROITES. 


m6 


Bulletin de la Société mathématique, t. 1, 1872-1873, p. 253. 


Les droites de l’espace qui satisfont à deux conditions forment 
une congruence. Le nombre de ces droites qui passent par un point 
donné est l’ordre de la congruence, le nombre de celles qui sont 
dans un plan donné en est la classe. Rappelons que les droites d’une 
congruence sont langentes à deux surfaces (ou à deux nappes d’une 
même surface), qui peuvent se réduire à des lignes. On les désigne 
ordinairement par surfaces ou lignes focales de la congruence. On 
peut aussi désigner leur ensemble par le nom de focale de la con- 
gruence. 

J'ai démontré (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. LXXIV, 2 janvier 1852), que: Le nombre des droites communes 
à deux congruences est égal au produit des ordres de ces con- 
gruences augmenté du produit de leurs classes. Je me propose de 
donner 1c1 trois applications nouvelles de ce théorème. 


I. -- DÉTERMINATION DU NOMBRE DES TÉTRAËDRES 
QUI SATISFONT A CERTAINES CONDITIONS. 


Un tétraèdre est déterminé de grandeur et de position si chacune 
de ses arêtes est assujettie à deux conditions, c’est-à-dire fait partie 
d’une congruence donnée. Je vais montrer que le nombre des té- 
traèdres ainsi déterminés s'exprime en fonction des ordres et des 
classes des six congruences auxquelles appartiennent les six arêtes. 

Désignons les arêtes du tétraèdre par les numéros de 1 à 6 et par 
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pi, P; l'ordre et la classe de la congrunce C; dont fait partie l’arête (z). 
Désignons par [Gi Ce GC CC; CG] le nombre des tétraèdres dont les 
arêtes font partie des congruences C,, CG, ..., G, et représentons 
par (p)la congruence des droites qui passent en un point, par (P) 
celles des droites qui sont dans un plan. 

Si l’on assujettit simplement les cinq premières arêtes à faire 
partie des cinq congruences C;,..., G;, l’arête (6) engendre une con- 
gruence dont l’ordre et la classe sont respectivement [C,C:G,G;C; (p)] 
et [Ci C> GC: G;(P)]. Par suite, si l’arête (6) doit en outre faire par- 
tie de la congruence GC, on obtiendra le nombre de ses positions, ou 
le nombre des solutions du problème, en additionnant les deux 
nombres précédents multipliés respectivement par p,, et P,. C’est la 
conséquence immédiate du théorème rappelé plus haut. On'a donc 


cette relation : 


| Ci Co C3 C4 C5 C6 | = P6[ Ci Co Os C4 Gs(p)] ne P6[ G1 Co C3: CG, Gs(P)]. 


On aura de même : 
L Ch Ca Ca Ce Ce(p)1 = po [ Ci Ce Cs Ca(PIP) 1 PEL C1 CE CC (PIC 


On conclut immédiatement de là que le nombre cherché se com- 
pose d’une somme de termes, dont chacun est le produit des ordres 
de n congruences C;, Cr, ..… par les classes des (6—n) autres con- 
gruences C;,C;, .…, multiplié par un coefficient qui est le nombre 
des tétraèdres dont les arêtes (£), (4), ... passent par des points, et 
les arêtes (7), (7'), .… sont dans des plans donnés. 

Le problème sera donc résolu si l’on connaît le nombre des solu- 
uons des différents problèmes particuliers, dans lesquels les six 
arêtes du tétraèdre sont assujettis à passer par des points ou à être 
dans des plans. Or il est facile de reconnaitre que tous ces problèmes 
n'admettent qu’une solution, à l'exception de celui où trois arêtes 
d’une même face passent par des points et les trois autres sont dans 
des plans donnés. Ce dernier problème admet deux solutions. 

Par conséquent, dans l’expression du nombre cherché, tous les 
coefficients sont égaux à l’unité, à l’exception des coefficients des 
termes qui contiennent les ordres des trois congruences auxquelles 
appartiennent trois arêtes d’une même face et les classes des trois 
autres. | 

S1 1, 2,3 sont les arêtes d’une même face, et 4, à, 6 les arêtes op- 
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posées à 1, 2, 3, on reconnaît aisément que les termes dont il s'agit 
sont : 


PiP4P2P:3p3P6, PiP4Ps3P2pP6P3; PaP:p3P2p3P5, PuP1p2P53p6P3. 


En désignant par S la somme de ces termes, on aura pour le nombre 


cherché N : 
N= (pi Pi)(pe + Pe)(ps+ Ps) (ps + P:) (ps + Ps)(ps+ Ps) +S. 


Si, par exemple, chaque arête est assujettie à rencontrer deux droites, 
les ordres et les classes sont l'unité, et l’on a: N— 256 + 4 — 68. 


Il. — SURFACE TRAJECTOIRE DU SOMMET D'UN ANGLE CONSTANT. 


Un angle droit se meut de manière que l’un de ses côtés A en- 
gendre une congruence Cet l’autre À’, une congruence C’. Quel est 
le lieu de son sommet ? 

Ce lieu est une surface dont le degré s'exprime en fonction des 
ordres et des classes des congruences C et C’. 

Si le côté À seul est assujetti à faire partie de la congruence C, et 
que le sommet se meuve sur une droite, le côté A’ engendre une con- 
gruence, dont l’ordre et la classe sont respectivement P+2p et p, p 
et P étant l’ordre et la classe de la congruence C. Si l’on assujettit, en 
outre, le côté A’ à faire partie de la congruence C’, dont p' et P’ sont 
l’ordre et la classe, le nombre de solutions sera, d’après le théorème 


rappelé plus haut : 
RÉ D} P'p = pl EDP "ES pp" 


Par suite, si l’on assujettit les côtés A et À’ à faire partie respecti- 
vement des congruences C et C/, sans donner de condition pour le 
sommet, ce point décrit une surface dont le degré est ce dernier 
nombre. 

On reconnaît aisément que cette surface coupe le plan de l'infini : 
1° suivant le cercle commun à toutes les sphères, qui y est multiple 
d'ordre pp'; 2° suivant les P droites de la congruence C, qui y sont 
muluples d'ordre p'; et suivant les P' droites de la congruence C, 
qui y sont multiples d'ordre p. 

Si une portion de la focale d’une des congruences OC, se réduit à 
une ligne et que, en chaque point de cette ligne, les droites de la 
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, 
congruence forment un cône de degré x, cette ligne fait parte de la 
surface et y est multiple d'ordre up’. 

On remarquera que tous ces nombres doivent être doublés, si, au 
lieu d’un angle droit, on considère un angle constant quelconque. 


III. — DÉTERMINATION D'UN TRIÈDRE TRIRECTANGLE. 


Un trièdre trirectangle est déterminé de position si chacune de ses 
arêtes fait partie d’une congruence donnée. Soient p,, P,; po, Ps; 
Ps: PA les ordres et les classes des trois congruences. Par un raison- 
nement analogue aux précédents, on trouve que le nombre des solu- 
tions est : 


QpP1 P2P3+ O(p1PaP3+ PaP:Pi+ p3p1P2) 
+ C(paP3P1+ p3P1Po+ p1P2P3) + dP:P2P3. 


Les coefficients a, b, c, d sont les nombres des trièdres trirec- 
tangles dont les arêtes passent par des points ou sont dans des plans, 
en sorte que les congruences à considérer pour obtenir ces coefficients 
sont, pour &, 3 points; pour b, 2 points et 1 plan; pour €, 1 pointet 
2.plans; pour d, 3 plans. D’après cela, on reconnaît facilement que 
les coefficients sont tous égaux à 2; de sorte que le nombre des triè- 
dres est: 2(pi+P;,)(p2+Pe) (pa+Ps). 

Si chaque arête doit rencontrer deux droites, le nombre devient 
DDUAT 
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Bulletin de la Société mathématique, t. W,.1853, p. 34. 


Ï. Si une surface contient un point multiple d'ordre inférieur d’une 
unité à son degré, les droites issues de ce point la rencontrent en un 
seul autre point. À cause de cette propriété M. Cayley a donné à 
une telle surface le nom de monoïde. Ce géomètre a montré que la 
considération des monoïdes pouvait être très utile pour la classifica- 
uon des courbes gauches ; il en a déduit la classification des courbes 
du troisième, quatrième et cinquième degré (Comptes rendus de 
l’Académie des sciences, t. LIV, p. 55,396, 652 et t. LVILL, p, 994). 
M. Ed. Weyr en a déduit la classification des courbes du sixième 
degré (tbid., t. LXVI). J'ai fait aussi usage de ces surfaces dans un 
Mémoire sur la théorie des courbes gauches, présenté à l’Académie 
en 1870. 

En supposant le point muluple à l'infini sur l'axe Oz, on obtient 
l'équation d’une surface monoïde de degré p, sous la forme e3—u—0, 
où et e sont des polynomes en x et y, de degrés p et p—1. Je me 
propose 1c1 de développer quelques considérations au sujet d’équa- 
tions analogues entre des variables en nombre supérieur à trois. Pour 
faciliter le langage je demanderai qu'il me soit permis d'employer une 
expression que je vais indiquer. Le nombre des variables étant n, ou, 
si l’on veut, dans un espace à » dimensions, je nommerai complexe 
d'ordre 1 l’ensemble des systèmes de valeurs des variables, ou l’en- 
semble des points, qui satisfont à : conditions; et éntersection de 
deux complexes d'ordres & et £’, le complexe d'ordre + £’ défini par 
la simultanéité des conditions qui définissent les premiers complexes. 
S1 2 + rest égal à n, l'intersection se réduit à un nombre fini de points. 
Le degré d’un complexe du premier ordre est le degré de l'équation 
qui le définit. Le degré d’un complexe d’ordre £ est le nombre de ses 
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intersections avec le complexe défini par 7 —t équations du premier 
degré, qui, d’après cette définition même, est un complexe d'ordre 
n— 1, du premier degré. On peut conserver l’expression de degré 
d’un complexe d’ordre £ quand £ est égal au nombre » des variables. 
C'est alors le nombre de points que ce complexe représente. 

De même que l'intersection complète de deux surfaces peut se dé- 
composer en plusieurs courbes distinctes, de même aussi l’intersec- 
tion complète de deux complexes peut se décomposer en plusieurs 
complexes distincts. En sorte qu’un complexe d’ordre £ peut ne pas 
être représenté seul par équations quelconques entre les nr variables. 
Mais s’il s’agit d’un complexe, intersection complète de : complexes 
du premier ordre, il est clair que son degré est égal au produit des 
degrés de ceux-ci. Dans cet ordre d'idées, les variables étant æ,, 
La, -..) Ln, l'équation F%Zr —u— 0, où u et # sont des polynomes de 
degrés p et p—1 ne contenant pas x,, représente un complexe de 
premier ordre, de degré p, que l’on peut appeler monoïide. 

Ces définitions établies, je vais étendre à un espace à 7 dimensions 
un théorème que j'ai démontré dans un autre travail (même Bul- 
letin,t.1, p. 133) et relatif aux intersections des courbes planes. Voici 
ce théorème : 


Taéonkme [. — Le nombre des intersections de deux courbes 
réuntes en un point O est égal à la somme des ordres des seg- 
ments infiniment petits interceptés par les deux courbes sur une 
sécante arbitraire dont la distance au point O est infiniment 
petite du premier ordre. 


Je vais d’abord donner à ce théorème une autre forme. Soient 





f(x,y)=0o l'équation d’une courbe, et &, n, &,, n1 les coordonnées 
de deux points M, M, du plan, par où l’on mène deux sécantes paral- 
lèles, rencontrant respectivement la courbe aux points m, m', .…. et 


CP ME EMA Mr ee 
Mn:Mmi RM En) 
Nina, Nlarriene 7% LEte La 


en sorte que si l’on suppose fixé le point M, et la direction de la sé- 
cante, le produit Mm.Mm'..., pour un point arbitraire M, est pro- 
portionnel à f{ë,n). 

Soit maintenant une autre courbe #—0, rencontrant la courbe f 
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en un point O, où les deux courbes peuvent avoir des branches mul- 
tuples quelconques, ayant entre elles des contacts quelconques. Pla- 
çons le point M sur une des branches de ©, à distance infiniment pe- 
tite du premier ordre de O. La quantité f (£,n) est infiniment petite, 
et son ordre est égal à la somme des ordres des segments interceptés 
à parur de M, sur une sécante arbitraire, par la courbe f. Si l’on 
place successivement le point M, de la même manière, sur les diffé- 
rentes branches de la courbe ©, la somme des ordres des quantités 
f(Ë, n) sera celle des ordres des segments interceptés par les deux 
courbes sur une sécante à distance infiniment petite du premier ordre 


de O. Donc : 


Taéorëme II. — Le nombre des intersections des deux courbes 
LM) 0, e(x; y)—0, confondues en un point O, est égal à la 
somme des ordres des quantités f(x, y), quand le point (x, y) est 
placé successivement sur les différentes branches de la courbe 
o—0, à distance infiniment petite du premier ordre du point O. 


Soit maintenant un complexe du premier ordre à » variables 
(Lo, Th) — 0, et cherchons la signification de l’expression 
FE; 2, .…., En), quand &,, 6e, ..., 6, sont les coordonnées d’un point 
quelconque. Par ce point menons arbitrairement 7 — 2 complexes 
du premier ordre et du premier degré, qu'on peut réduire à ne con- 
tenir chacun que 3 coordonnées : 


Car Es — A3 (T1 — E1) + B3(æ>— Lo), 
Ty — Er = Ar (ti— 1) + B,(Te— EE), 


(1) 
Tn— En = An(ti— Ë1) + Ba(re— £a). 

En substituant les valeurs de #3, ..., &n, tirées de ces formules, 
DAT. La) —0, on obtient une relation entre x, et x: 
Do 0 Mais usi l'on fait x, — 61 et T2 — 62, les équations (1) 
montrent que l’on a aussi 


PECRTR .) Lh=lèn 


; Tia 
Donc F(E,,6:) n'est autre chose que f (61,62, ..., ên). 
Soit maintenant un autre complexe du premier ordre 


D(T1, Las cse3 En) = 0. 
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Supposons que l'intersection de f/ — 0 et de © — 0 se décompose en 
plusieurs complexes distincts du deuxième ordre. Si l’on coupe 
les deux complexes f —o et 9 —o par ñ—2 complexes simul- 
tanés du premier ordre et du premier degré, on détermine 
comme ci-dessus, dans chacun de ces deux complexes, une courbe 
plane. Les intersections ‘de /ces deux"courbe MR 
D(x,, Ze) — 0 sont les intersections du complexe (f—=0; 00) 
avec les » —2 complexes simultanés du premier degré. Si le com- 
plexe f — 0, © — 0 se décompose, ces intersections se décomposent 
en plusieurs groupes qu'on obtiendra par des équations distinctes. 
Soit m le nombre des points contenus dans un de ces groupes, sup- 
posé irréductible. Prenons un de ces points O. Le nombre des inter- 
sections qu'il absorbe est égal, d’après le théorème II, à la somme des 
ordres de F(x,,x:), quand on place successivement le point (x, x) 
sur les différentes branches de ®, à distance infiniment petite du pre- 
mier ordre de O. Les m points tels que O absorberont ensemble 
m fois ce nombre d'intersections. Comme F{x,, x,) n’est autre chose 
que f(T1, Le, +. &n), On en conclut aisément : 


Taéoniue HT. — Sr l'intersection de deux complexes du pre- 
mier ordre, f(Xis Tascs Ln) = 0 EU L AN LC2-.0 Dn) == ONE 
pose en plusieurs complexes distincts du deuxième ordre, soit O 
un point pris arbitrairement sur l’un de ces derniers complexes. 
On place le point (x,,...,æx,) à distance infiniment petite du pre- 
mier ordre du point O, successivement sur les différentes nappes 
de w—o, et l’on fait la somme des ordres des“quantités 
f(æi,%»,.…,æn). Cette somme, multipliée par le degré du complexe 
du deuxième ordre considéré, marque le nombre des unités pour 
lequel ce complexe compte dans le degré total de l'intersection 
complétée def 0"'et.de w=t0: 


Soit fi (XL, Los... n) = 0 l'équation d’un autre complexe passant 
par ce même complexe du deuxième ordre À, et supposons que le 


rapport reste fini quand le point (x;, x2, ..…., x) se place sur À, 
1 


quelle que soit la nappe de © qu'il parcourt pour y parvenir. Il en 
résulte que f et f, sont du même ordre quand ce point est à une dis- 
tance infiniment petite du premier ordre de À sur une quelconque 
des nappes de ©. Donc le complexe À compte pour le même nombre 


pe 
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; 
d'unités dans le degré de l'intersection de f, et de ©, que dans celui 
de f et de o. 

Je vais m'occuper maintenant de la représentation d’un complexe 
d'ordre supérieur à l'unité. Dans un complexe d'ordre #, pour les 
points situés à l'infini, les rapports des coordonnées #,,%»,...,æn à 
l’une d'elles sont liés par z relations. Si l’on considère ces rap- 

Lo ET 


T1 
POTIS Re" CSC 
in Ln ln 





comme de nouvelles variables £,, 60, ..., En 1, 


ces £ relations définissent un complexe d’ordre t à n — 1 dimensions. 
Ce complexe peut être décomposable. Il peut aussi arriver que dans 
ce complexe, ou dans une de ses parties, quelques-unes des coor- 
données £,,£,,... soient constamment nulles ou constamment infi- 
nies. Mais, par un simple changement des coordonnées æ,,%5, ..., æn, 
on peut faire disparaître ce cas parliculier. Pour ce changement de 
coordonnées, on emploiera les formules 


= Il 29 3 y Jè + 
Ti=aiti+aitit aits+...+ ax, + aïti, 


To = AÏTi + Ai Lo+ AÏL3 +... + a Ln+ ati, 


TL — a} Ti + Aÿ Le + (a AR I EE DS + AnTn + an 


Si l’on suppose tous les coefficients a} quelconques, toutes les nou- 
velles coordonnées x°,#,,... sont infinies et du même ordre, dès 
qu'une des anciennes coordonnées #,, æ2, .. est infinie. Par suite, 


! ! 4 


. . . . T à To Tu) 
d TR LE) Fu TA OU LU Poor RTE 
les £ relations qui lient les rapports — ne sont pas 


A) ( °n CAT 


telles que quelques-uns de ces rapports soient constamment nuls ou 
constamment infinis. 

Soient CÜ— 0, CG, — o deux complexes du premier ordre. L’élimi- 
nation de x, entre ces deux équations conduit à D—o. On peut 
aussi, d’une infinité de manières, tirer des deux équations données 
une équation de la forme 67, — u —0o,oùvetx ne contiennent pas 4. 
Le complexe du deuxième ordre (GC — 0, CG, —o) se décompose ou 
ne se décompose pas, suivant que D est ou n’est pas décomposable 
en facteurs. Soit © (x, Ze, .…., Æn_,) un facteur irréductible de D; les 
équations | 


(t) D 0; PTr—U—=0 


définissent un complexe da deuxième ordre irréductible, attendu que 
la seconde de ces équations donne une seule valeur de x, pour 
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7 
chaque système de valeurs æ,,Æ2,..., &n_, satisfaisant à © — 0. Ce 
n’est pas à dire pour cela que le complexe considéré soit l'intersection 
complète des deux complexes (1). On va voir, en effet, que cette in- 
tersection se compose, en outre, du complexe (0 — 0, = 0). 
Supposons que, pour les valeurs infinies des coordonnées des 


. To . 
points du complexe, aucun des rapports vs) — ne soit constamment 
41 1 


nul ni infini, ce qui ne restreint pas la généralité du raisonnement, 
ainsi qu'on vient de le montrer. Supposons, en outre, que le com- 
plexe des points dont les coordonnées sont ces rapports mêmes, soit 
indécomposable. (Dans le cas ou 1l n'y a que 3 coordonnées #,, Ze, æ3, 
ces rapports sont au nombre de 2 et le complexe du deuxième ordre 


’ a , To l'a 
formé par les points dont les coordonnées sont > = $e compose 
1 1 1 


d’un nombre fini de points. L'hypothèse dont il s’agit ici revient à 
supposer 1rréductible l'équation à une inconnue qui les détermine.) 
Dans cette hypothèse, on obtient, en égalant à zéro la somme des 
termes de degré le plus élevé dans v, une relation entre les rapports 


< He . 3 > ; 
he Pie nr qui est indécomposable. Soit D la somme de ces 
1 


termes, en sorte qu'on aito —® + »,,%, étant de degré inférieur à ©. 
S1 les termes du degré le plus élevé dans # contiennent le facteur ®, 
en sorte qu'on ait 6e = V® + 6,,v, étant de degré inférieur à ©, on 
pourra remplacer, pour la représentation du complexe considéré, 
pe par 6— Vo—v,— Vo,. Si v, — Vo, contient encore, dansses 
termes de degré le plus élevé, le facteur ®, on pourra faire la même 
transformation sur cette nouvelle expression. Comme cette transfor- 
mation en abaisse le degré, on est assuré de parvenir, en la répétant 
un nombre fini de fois, à une expression pouvant remplacer », et 
dans laquelle les termes de degré le plus élevé ne contiennent pas le 
facteur D. Le même raisonnement est applicable à w. On peut donc 
supposer que ni &, ni ne contiennent le facteur ® dans leurs termes 
de degré le plus élevé. Donc, quand les coordonnées #,, æo, .…., Æn_s 
acquièrent les valeurs infinies qui annulent ®, w et e sont infinis 
d’un ordre marqué par leurs degrés respectifs. D'ailleurs x, doit être 
du même ordre que les autres coordonnées. Donc, le degré de 
étant p, celui de # est p — 1. Ainsi l'équation Pæ,— u = 0 représente 
un monoïde de degré p. 

En second lieu, x, ne peut devenir infini, d’après l'hypothèse, pour 
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l’ensemble des valeurs des autres coordonnées qui annulent à la fois 
v et ©, puisque le complexe des points à l'infini estirréductible. Donc, 
pour ces valeurs, le rapport = est fini, c'est-à-dire que le complexe 
uw = 0 passe par l'intersection de e— 0 etw# —0, et que w est infini- 
ment peut du même ordre que 6 quand le point (#,, Æo, ..., Œn_1) 
est infiniment voisin de cette intersection sur une nappe quelconque 
de ». Donc, d’après la remarque faite à la suite du théorème II, l’in- 
tersection de # et de 2, qui appartient tout entière à &, compte pour 
autant d'unités dans le degré de l'intersection de w et de ©, que dans 
celle de © et de w. C'est-à-dire que, si m est le degré de », elle 
compte pour (p —1) mn unités. Le restant de l'intersection de w et 
de « est de degré pm —(p—1)m—m. On a supposé que le com- 
plexe du troisième ordre des points à l'infini du complexe considéré 
était irréductuble. Il est facile de montrer qu'on parvient aux mêmes 
conséquences quand cette hypothèse n’est pas réalisée. Le complexe 
étant indécomposable, on peut, sans nuire à la généralité, supposer 
que son intersection avec +, — 0 est indécomposable. Il suffit, pour 
réaliser cette hypothèse, de supposer que les coordonnées ne sont 
point particularisées. Effectuons maintenant la transformation 


Dans le nouveau complexe, l'intersection avec l'infini est indé- 
composable. Ce complexe est donc représenté par des équations 
bent fee [RTS à Jane 3 ré ») act c ré ne 
px, -u—=0o, # — 0, où u'étant de degré de p, s'est de degré p — 1. 
Revenons aux anciennes coordonnées, et nous aurons, ainsi qu'on le 

voit aisément, pour l’ancien complexe, une représentation : 


Di 0 CP SO ET) 


où les degrés de « et de » sont ceux de uw’ et de v’. Donc, dans ce 
cas comme dans le précédent, l'intersection de w et de © se compose 
de celle de v et de +, dont le degré compte pour (p — 1 )m unités et 
d’un complexe de degré m. Ces conclusions s'appliquent même à un 
complexe décomposable; car soient 9 —0, Pæ,— u —0 eto'—0, 
v'xn —u'—=0 deux complexes irréductibles ; on pourra représenter 
leur ensemble par 90 = 0,(v'e6+ov')tr —(s'u+ou')=o, et l'on 
voit que cette représentation satisfait aux mêmes conditions que ci- 
dessus. 


H. 12 


178 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


Puisque w passe par toute l’intersecuon de v et de +, et que 
celte intersection compte pour autant d'unités dans le degré de 
(u—0, #—0) que dans celui de (6 — 0, © — 0), il en résulte que, si 
aucune portion de cette intersection n’est multiple dans ©, w est de la 
forme Av Bo, où À est du premier degré. Le monoïde vx, —u—=0 
se réduit alors à æy — À. Le complexe du deuxième ordre considéré 
est alors tracé sur un complexe du premier ordre et du premier 
degré. 

Par des raisonnements analogues, on voit facilement que tout. 
complexe du £*"° ordre est représenté par une équation # = 0, entre 
n—i+1 coordonnées %y, Æo, ..., Tips, €t  — 1 monoïdes 


! 


U u ne Rs 
Tnigs —= =? Tn_ir3 — ets A satisfaisant aux mêmes conditions 
(4 


que ci-dessus. On peut réduire ces monoïdes au même dénomi- 
nateur V, et l’on aura alors 


Un—;+9 Un—i+3 _ Un 
nie LAVE Tn—i+3 — l'avtTaN V ta TRE Vs 


De même que ci-dessus, chaque complexe u»_;4», ..., u, est d’un 
degré supérieur d’une unité à celui de V, et passe par l'intersection 
de V et de ©. Je vais montrer que le degré d’un tel complexe est pré- 
cisément celui de ©. 

Coupons ce complexe C par le complexe du premier ordre et du 
premier degré 


F —_— Anln+ A n-1Tn1 me À 9 Lo + Ati + B — 0: 


La substitution, dans P, des“valeurs de 29,242 
heu à 


= Anün+ An iUn +... 
+ An-itoun-ire + V(An-inæn-iri +...+ A1Ti+ B) = ?0; 


Les deux complexes du premier ordre, à nr — {+1 dimensions, 
© et , ont en commun le complexe (V = 0, 2 — 0), et l’on voit immé- 
diatement, par l'application du théorème II, que, si m est le degré 
de ©, et p — 1 celui de V, ce complexe compte pour (p — 1) m unités 
dans le degré de l'intersection de # et de Ÿ. Le reste de cette inter- 
section est donc de degré m, puisque Ÿ est de degré p. Or le degré 
de cette portion de l'intersection de v et de Ÿ n’est autre que le degré 
de CG. Donc le degré du complexe G est égal à celui de ©. 
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Par la même méthode, on démontrera bien facilement que le degré 
de l'intersection de C et d’un complexe du premier ordre est égal au 
produit des degrés de ces complexes. Pour y parvenir, on substituera, 
dans l’équation du dernier complexe, à æ, _:49, ..., æ, leurs valeurs. 
On formera ainsi un nouveau complexe du premier ordre :/, analogue 
à %. Si le degré du complexe donné est n, le degré de y sera np, et 
l’on verra aisément que le complexe (V — 0, ©—o) compte pour 
(p—1)mn unités dans le degré de l'intersection de y et de w. Le 
reste de cette intersection est de degré mn, et c’est précisément le 
degré de l'intersection des deux complexes proposés. Donc : 


Taéorgme IV, — Le degré de l'intersection de deux com- 
plexes, dont l’un est du premier ordre, est égal au produit des 
degrés de ces complexes. 


Quand on n’a à considérer que trois dimensions, le théorème IV 
exprime que Le nombre des intersections d’une courbe et d’une 
surface est égale au produit des degrés de cette courbe et de cette 
surface, principe que l’on paraît avoir jusqu’à présent admis sans 
démonstration (voir Sazmon, Géométrie analytique à trois dimen- 
sions, Ch. IT : Classification des courbes). 

Plus généralement, je vais démontrer que : 


Taéoriue V. — Le degré de l'intersection de deux complexes, 
dont la somme des ordres n'excède pas le nombre des dimensions, 
est égal au produit des degrés de ces complexes. 


La démonstration que je vais donner de ce théorème s'applique 
aussi au théorème IV. 

Soit un complexe C* du £°"° ordre à 7 dimensions, et de degré m, 
représenté par les équations 


Un—i+2 Un 


2 (° 23e.) ee; = O, _j+9 = ° = 
(1) (Ti, & Th 1-0 Tn—i+2 = V , ..) Le é 


Introduisons { — 1 nouvelles dimensions y1,ÿ2,..., Yi_1, en rem- 
plaçant 

a par m+aWyi+ af yat... + af y: , 

Ga par 2-+aÿ)yi+ afly; Lay; ;, 


L . ) / 2). (&—1) De 
Titi PA Tri + dits MAT dniri Vite + dn-iri dite 
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En faisant ces substitutions dans les équations (1), on obuent 
évidemment les équations d’un complexe CF du LME 
n+i—1 dimensions, du même degré m. Par des élimimatons, 
on peut représenter le même complexe au moyen d'équations telles 


q ue 


U Le D 
Pt Pa... Tn) = 0; Nn= 2 WW? 0 Jin= +? 


où Ÿ, qui ne contient que les anciennes dimensions 4, ..…., Zn, est de 
degré m, et où U,,..., U;, et W ne contiennent que ces mêmes di- 
mensions. Le complexe C#*71 est coupé suivant un complexe 
d'ordre 25— 1 à n—+i— 1 dimensions, et de degré mn, par un com- 
plexe du premier degré et d'ordre &— 1. C’est le cas de son intersec- 
ton avec le complexe m0 m0," PRE 

Soit maintenant un second complexe C,, d'ordre t/, à n dimensions 
Ti, Los... Æn. On le transformera de la même manière en un com- 
plexe d'ordre & à n + — 1 dimensions en remplaçant 


. (UE _ en. (E—1) 3: 
Tn—i+2 Par Ln-ÿ+2 + bite +122 br 322+..» + CES Æi'- 1° 


Ce nouveau complexe C7! est du même degré m/' que C’, et 


sera représenté par des équations telles que 


/ ! 
U; Î'—1 


ins FL MENTE 


! LA =, 
D'OR T 4 1D NERO, 21 


Les deux complexes C1 et C%*"! peuvent être tous deux 
considérés comme des complexes d'ordres t et © à n+i+w—2 di- 
mensions (Ti, :.., Tns Vis cc. Vito Sir es Zi 1). POUTODIERNERERS 
présentation de l'intersection de ces deux complexes, 1l suffira d’éli- 
miner une des premières coordonnées, +,, entre les équations d = o 
et Ÿ'—0o, ce qui donnera lieu à une équation D —o, de degré mm, 
entre (Ti, Zo, ..., La _1); de déduire de ces mêmes équations une re- 
lation telle que 6x, —u—o, et de joindre à ces deux relations P—o, 
Ta—u—0 les expressions de y,,...,7i 1, et de z,, .., zi=, four- 
nies par la représentation des deux complexes C7 et C1, et 
où l’on remplace x, par sa valeur en x,, Ze, ..., &n_,. On voit donc 
que l’on obtient ainsi la représentation d’un complexe d’ordre &+&! à 
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n+it+t—2 dimensions, de degré mm. L’intersection de ce dernier 
complexe avec 


10; CHU | J'i-1=0, y; ue &Si-1 = 0 


est un complexe du même degré mm’. Or cette intersection n'est 
autre chose que celle des deux complexes proposés C;, G;. Le théo- 
rème V est donc entièrement démontré. 


Il. L'application la plus simple de la représentation d’un complexe 
d'ordre supérieur à l’unité est la représentation d’une courbe dans 
l’espace. D’après les principes qui viennent d’être exposés, toute 
courbe C est représentée par les équations à 3 dimensions | 


o(æ,y) = 0, VZ—u —=0O, 


où w— 0 est une courbe plane, d’un degré égal à celui de la courbe 
représentée, et où w et 9 ne contiennent que æ et y. Le degré de w 
étant p, celui de 6 est p — 1, la courbe 4 —0 passe en tous les points 
communs à /—0 et à ÿ—0, et ces points comptent pour (p—1) m 
intersections de 4 —o etdes—o, m étant le degré de vw. Les m autres 
intersections de # et de © sont les points où la courbe Crencontre le 
plan 3— 0. Si, parmi les points (6 —0,»—0), il n’y en a pas qui 
soient multiples sur ©, la courbe est plane. Les points multiples de , 
qui sont communs à & et à #, sont des points multiples apparents de 
la courbe GC. Comme le lieu des points de l’espace, d’où l’on peut 
mener des droites s'appuyant plus de deux fois sur une courbe, est 
une surface, on peut toujours supposer que le point à l'infini sur l’axe 
des z n’est pas sur cette surface. Par suite, les points multiples appa- 
rents dont il s’agit sont simplement des points doubles. Si la courbe 
2= 0 à d’autres points multiples où ne passent pas les courbes 4 — 0 
et # — 0, ce sont les projections des points multiples de la courbe C. 
Nous n’aurons pas lieu de nous en occuper ici, et nous ne parlerons 
que des points doubles de +, où passent les lignes 4 —0 et 6 —0. 
Soit s le nombre de ces points ; à cause des degrés »m et p—1 dev et 


. : —I)m np . 
de #, on doitavoirs © (PM, En dehors de ces points doubles, © 
2 
ete se coupent en (p—1)mn—2s autres points. Donc &w et 6 ont 


(p—1)m—s points communs sur @& On doit donc avoir 
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(p—1)m—s£p (p—1). Ces deux inégalités donnent 


PO 2s2(p—1) (m—p}; 


\ m 
d’où l’on conclut p2 ne 


Parmi tous les monoïdes 63 — uw — 0 équivalents pour la représen- 
tation de la courbe C, il en est dont le degré p est minimum. Toute 
courbe 6'— 0 qui passe aux s points doubles de © peut servir à former 
un monoide équivalent. Car 1l est facile de voir que le produit v'w 
est de la forme w'e6+ ac, u' étant un polynome dont le degré surpasse 
celui de &’ d’une unité. Par suite, quand le point (x,y) parcourt la 
ligne © —0,ona 


! 


à u Us s u é : 
Donc le monoïde 3 — mi est équivalent às—" pour la représentation 


de la courbe C. Le nombre des points doubles de & étant inférieur à 
(m—1)(m—)2) 
2) 
m(m —1) 
3} 


les cas, faire passer par les points doubles une courbe de degré m— 1. 


> Si © est une courbe propre de“degré 71/0 


» Si © est une courbe décomposable, on pourra, dans tous 


Donc, tout d’abord, on peut supposer que p ne dépasse pas m. Gela 
étant, pour que p soit le degré minimum du monoïde, 1l faut que, 
par les s points doubles de v, on ne puisse mener une courbe de degré 
inférieur à p — 1,Ce qui exige qu'on ait 


tnt 


3 


Cette inégalité donne pour chaque valeur de s une limite du mini- 
mum de p. On peut facilement trouver une autre limite plus rappro- 
chée. Les éléments (w, »), (u!v') de deux monoïdes équivalents sont 
liés par la relation ue'— ou'— av. u et v étant connus, et w/, e' in- 
déterminés, & est assujetti simplement à cette condition que la 
courbe 4 —0 passe aux points d’intersection de « et de extérieurs 
à ©. Ces points sont au nombre de $s—(p—1)(m—p}). Pour qu'on 
ne puisse déterminer w’et w’ de telle sorte que le degré ?’ soit infé- 
rieur à p — 1,1l faut que le degré de a ne puisse descendre au-dessous 
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DU a CAN Sm) 


2 
ou 
mm —]I 
ss DRRAE — p(m—p). 
2 
Cette limite de s es pe MP 
ette hmite de $s est constamment supérieure à =, dès que P 
à 2 


est inférieur à »m — 1. Elle décroit constamment avec p jusqu’à la va- 
leur de p qui la rend minima, et qui est précisément la limite absolue 


de p trouvée plus haut, c’est-à-dire le plus grand entier contenu dans 
TEL 





A 


- Donc s ne peut, dans aucun cas, descendre au-dessous du 


minimum obtenu en faisant dans l'expression ci-dessus 





m +1 / . 
PE | = | ([æ1=le plus grand entier contenu dans r). 





( m — I 


Ce minimum est | } | Il existe toujours quel que soit m, des 


\ 


ee 





m —1 \? c . 
, ] | 
courbes de degré m ayant L( ; ) | points doubles apparents, et 1l 


n’en existe qu'une espèce. Ces courbes résultent de l'intersection 





4 x : M + I 
d’une surface du deuxième ordre et d’une surface de degré | : | 


qui ont, en outre, une droite commune lorsque m est impair. On 
peut donc dire, ainsi que Je l’ai déjà énoncé ailleurs (Comptes ren- 


AUSTIN X) : 


Les courbes gauches de degré m, qui ont le moindre nombre de 


= 


. . : 2 
points doubles apparents possible, en ont ee ) | 


Occupons-nous maintenant des complexes du (n — j jiome ordre à 
n dimensions. Un tel complexe Cest représenté par les équations 





U3 U, 138 
V(TI, )= 0, TT Ty = vé CE Tn = V ? 
\ U; » 
oubchäque groupe [p—0, zx; — y) représente une courbe dans 


l’espace. On peut donc dire que le complexe est représenté par n— 2 
courbes tracées sur un même cylindre. Chaque point multiple de o, 
où passe #, est un point multiple apparent pour toutes ces conrbes. 
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Elles ont donc les mêmes points multiples apparents. En général, par 
un complexe C; du troisième ordre et du premier degré, on peut 
mener un nombre fini de complexes C; du deuxième ordre et du 
premier degré rencontrant deux fois le complexe C du (n— 1 )*"ordre. 
Supposons que le complexe C3 soit celui des points à linfini du 
complexe du deuxième ordre (æ,= 0, æ»— 0). Alors &,, és étant les 


coordonnées d’un point multiple de +, qui ne soit qu'apparent sur 


U; 
les courbes (2 Ni ae le complexe (x, —E£6,. £&,)estun 


des complexes C> passant par G,; et rencontrant plusieurs fois le com- 
plexe GC. On voit donc que, si les coordonnées ne sont pas particula- 


risées, les points multiples apparents des courbes Er LT +) 
seront des points doubles. Leur nombre ne change pas si l’on change 
les coordonnées. 

Si l’on considère trois coordonnées x%;,x;,xx d’un point du com- 
plexe C comme les coordonnées rectilignes d’un point de l’espace à 
3 dimensions, ces coordonnées définissent une courbe de l’espace, 
que je désigne par (£, 7, k). Le complexe C est représenté par le 
groupe des courbes. (ri, 7,1), (4 Je 2) 09, 1) que Tentes 
groupe (4,7). Le passage de la représentation du complexe C par un 
groupe (£, 7) à la représentation par un groupe (',7') revient à un 
changement de coordonnées. Par suite, toutes les courbes (+, 7, #) ont 
le même nombre de points doubles apparents. 

Voici maintenant une application géométrique importante de ces 
complexes. Considérons une courbe plane définie par l'équation 


S = ALT + ART AY +... + QT + AQY —1= 0, 


OÙ (ji, &2, ..…., 4Q) sont des coefficients dont le nombre Q marque le 
nombre des conditions nécessaires pour déterminer la courbe. Sup- 
posons que l’on donne simplement Q — 1 conditions. La courbe S en- 
gendre alors un système (S) qui est défini par un complexe du 
(Q — r1)°7° ordre à Q dimensions (4,,@2,..., &g). Les valeurs infinies 
des variables & correspondent aux courbes S qui passent à l’origine 
des coordonnées (x, 7). Si toutes ces variables ne deviennent pas in- 
finies ensemble, l'équation de quelques-unes des courbes S, passant 
à l’origine, manque de quelques térmes. Or on peut choisir les axes 
de coordonnées de manière que ce fait ne se produise pas. Supposons, 
en eflet, que, dans l’équation d’une de ces courbes S passant à l’ori- 
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gine, le coefficient d’un terme tel que x’ 7” soit nul : en changeant 
arbitrairement les directions des axes sans changer l’origine, on fera 
apparaître ce terme dans l’équation de la courbe, à moins que tous 
les termes de degré +7" n'aient des coefficients nuls. Mais cette der- 
nière hypothèse est impossible si l’origine des coordonnées n’est pas 
particularisée. Car, si l’on suppose qu’en plaçant l’origine en un point 
arbitraire, 1] y ait toujours une courbe du système passant en ce 
point dont l'équation manque des termes de degré 7 +7", il en résulte 
que chaque courbe du système jouit de cette propriété relativement à 
chaque point situé sur elle. Il y a donc lieu de se demander quelles 
sont les courbes telles qu'en plaçant l’origine des coordonnées sur la 
courbe, l'équation qui les représente manque des termes d’un degré 
donné. Or il est bien facile de voir que ces courbes ne sauraient être 
des courbes propres, et qu'il faut et il suffit que leur équation con- 
tienne un facteur élevé à une puissance égale au degré des termes qui 
doivent disparaître. Cette hypothèse est donc impossible dans le cas 
d’un système de courbes propres. 

Il résulte de cette discussion que, dans le complexe du (Q — 1)"*"° 
ordre, à ( dimensions, qui représente le système (S), les Q coordon- 
nées deviennent infinies toutes ensemble. Par suite ce complexe C est 
représenté par ( — 2 courbes (5,7,1),(£,7, 2), ..., (é, 7, Q) tracées sur 
le même cylindre, rapportées à des axes quelconques. Le degré 
de ces courbes marque le nombre des courbes du système qui 
passent en un point, ou la première caractéristique à du système, 
attendu que la condition pour la courbe S de passer en un point est 
Hnéreenit,,H2.,.., Go). 

Si l’on change les axes des coordonnées (+, y}, ou si lon applique 
à ces courdonnées une transformation homographique, ces transfor- 
mations ont pour effet de remplacer les coefficients & par des expres- 
sions linéaires en fonction de ces coefficients. Elles reviennent donc 
à de simples changements de coordonnées pour le complexe CG. Par 
suite, toutes les propriétés de C indépendantes des coordonnées 
donnent dans le système (S) des propriétés subsistant lorsqu'on lui 
applique une transformation homographique. Considérons, par 
exemple, les points doubles apparents des courbes représentatives 
de G. Soit ay, , le coefficient de y? dans S. Quelle est la signification 
des points doubles apparents des courbes du groupe (1,941)? Pour 
un tel point, on aura deux valeurs de chacun des coefficients &, autres 
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que &i etay+1, répondant à une seule valeur de chacun de ces der- 
niers. On aura donc deux courbes S et S', telles que la courbe 
ou 
termes de degré le plus élevé, le facteur æy. Gette courbe passe donc 





S'—0o, qui passe à l’origine des coordonnées, aura, dans ses 


par les deux points à l'infini des deux axes de coordonnées. Le nombre 
des points doubles apparents des courbes du groupe (1, g +1) 
marque donc le nombre des couples de courbes du système, telles que 
par leurs intersections et par trois points donnés, dont deux à lPinfini 
sur les axes et un à l’origine, on peut mener une courbe du même 
degré. Le nombre des points doubles apparents des courbes du groupe 
(1, +1) ne changeant pas, si l’on transforme homographiquement le 
système (S), on peut dire que ce nombre marque le nombre des 
couples de courbes du système, telles que, par leur intersection et 
3 points arbitraires, on peut mener une courbe du même degre. 
D’après cette interprétation, on voit que les points multiples appa- 
rents des courbes du groupe (1,9+1) et, par suite, des autres 
groupes, sont des points doubles, si les axes des coordonnées æ, y 
sont quelconques. 

Si, par les intersections de chaque couple de courbes du sys- 
tème (S), on mène les courbes du même degré, ces dernières con- 
tiennent 3 arbitraires. Elles forment un complexe de courbes, qui est 
d'ordre Q — 5. Le nombre de ces courbes qu’on peut mener par 
3 points s’appellera la première caractéristique de ce complexe. Ce 
complexe sera dit dérivé du système (S). Si le nombre des couples de 





2 


courbes S ci-dessus est moindre que L( —— ) | toutes les courbes 
(£, 7, À) sont planes, le nombre de leurs points doubles apparents est 
nul. De plus, chaque coefficient ax s'exprimant alors hnéairement 
en foncuon de deux coefficients dis dj l'équation de la courbe S est 
comprise dans la forme S'+ a;S"+ a;S"—o, qui représente un 
réseau. Donc : 


Taéorëme VI. — Se la prenuère caractéristique du complexe 
2 
) f u étant celle du 


système, elle est nulle. Quand la première caractéristique du 
complexe dérivé est nulle, le système fait partie d’un réseau. 


ae : . A A DL — I] 
dérivé d’un systeme est inférieur (@/ FE 





» 


On pourrait donner différentes autres interprétations des points 
doubles apparents des courbes (1,7, k), relativement au système (S), 
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et obtenir ainsi des théorèmes sur des couples de courbes de ce sys- 
tème. Je ne m'y arrête pas, attendu que ces théorèmes découlent des 
propriétés générales des complexes de courbes, d'ordre Q — 3, tels 
que le complexe dérivé. Je ferai seulement remarquer que, dans le 
cas d’un système de coniques, la première caractéristique du com- 
plexe dérivé marque le nombre des couples de coniques du système 
qui ont une corde commune donnée. 

Toutes les considérations précédentes s'appliquent, sans modifica- 
ion, aux systèmes de surfaces et aux systèmes de complexes du pre- 
mier ordre à 7 dimensions, et donnent lieu, pour ces cas, à des théo- 
rèmes identiques au théorème VI. 

Si l’on veut astreindre les courbes d’un système (S) à une condi- 
tion nouvelle, on définira cette condition par une équation entre les 
coefficients a. Soit m le degré de cette équation. D’après le théo- 
rème IV, le nombre des systèmes de valeurs des coefficients & qui 
sausfont à cette condition et à celle du système (S) est mu, puisque 
ces dernières sont exprimées par un complexe de degré u. Ce qui 
distingue tout particulièrement les beaux théorèmes découverts par 
M. Chasles à l'occasion de cette recherche, c’est qu’ils donnent le 
nombre des courbes propres d’un système qui satisfont à une condi- 
uon. Pour parvenir à ces théorèmes, il faut donc retrancher du 
nombre mu le nombre afférent aux courbes non propres. C’est ce 
que nous allons faire pour le cas d’un système de coniques sur le 
plan. Il est facile de voir que, dans ce cas, il n’y a heu de considérer, 
parmi les courbes non propres du système, que les coniques réduites 
à une droite (!). 

Soit 

S= ax +20xy +cy?+2dr+2iy+i1=0 


l'équation d’une conique appartenant à un système défini par les rela- 


Uons 
(44 u U 
CLEO, b = —, u = +, C— —. 
e (2 p 
Les conditions, pour les coniques S, de se réduire à une droite 
sont 


a— bd—ar—o, ta4—=a—d'—= 0, do 2 0. 


(1) Voir Memoire sur la determination des coniques et des surfaces du deuxième 
ordre. Troisième Partie : Determination des surfaces du deuxième ordre. 
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On peut remplacer les cinq coefficients a, b, c, d,epara,,,æ,d,e, 
de la manière suivante : on à 
ŒE œ 


9 4 € 


a = d?'+ uw, C = €? + %o, b'= 
Étant donnée une condition, représentée par une équation entre 
les coefficients &, b,c,d,e, on y subsutuera ces valeurs de à, €, b. Si 
l'équation ainsi transformée ne contient pas de terme indépendant 
de %,4,,2», la condition est telle qu’elle est satisfaite par toute droite 
considérée comme une conique. Prenons, par exemple, la condition 
3, — 0, sur laquelle la transformation est toute faite. Cherchons main- 
tenant le nombre des coniques S qui satisfont à cette condition. Pour 
cela, mettons dans l’équation 4, = à — d?— 0, à la place de &, sa va- 


(72 , ÿ ’ tp 
leur 2e nous obtenons l’équation w, — d?v— 0, d'et e étant censées 


des coordonnées rectilignes, cette équation représente une courbe %, 
qui coupe 9 — 0 de degré Lu en des points dont, si p est le degré 
de u, 2(p—1)u sont sur w et sur #. Les 24 autres conviennent à Ja 
question. 

Supposons maintenant que le système (S) eontienne des coniques 
réduites à une droite. Soit O le point de » répondant à l’une d'elles, 
ce point pouvant être multiple sur ©. En ce point, c’est-à-dire lorsque 
d'et : sont égaux aux coordonnées de ce point, 4, &,,a, sont nuls. 
Donc la courbe Ÿ passe au point O. D’après le théorème Il, le nombre 
des intersections des deux courbes + et}, confondues en O, est marqué 
par la somme des ordres des quantités Ÿ ou &,, quand le point (d, e) est 
placé successivement à distance infiniment petite du premier ordre 
de O, sur les différentes branches de v. Soit w cette somme; nous 
voyons que la conique réduite à une droite, ou droite-conique, con- 
sidérée réduit de w unités le nombre des coniques du système saus- 
faisant à la condition &, — 0. Mais cette condition est celle de tou- 
cher l’axe des x. Si les axes sont quelconques, le nombre w devra être 
le même si l’on prend pour axe des x une droite quelconque du plan. 
On en conclut tout d’abord qu'il est le même, si, à la condition 4, = 0, 
on substitue la condition & — 0. La condition de toucher la droite de 
l'infini est b?— ac— 0. On en conclut donc encore que la somme des 
ordres de b?— ac est w, quand le point (d, s) se place successivement 
sur les différentes branches de ©, à distance infiniment petite du 
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premier ordre de O. Or on a 
a(bd+as) = bt— ae d(b?2— ac) + aux — aca. 


Par suite, la somme des ordres de & est également w. 

Prenons maintenant, au lieu des précédentes, une condition qui 
soit telle que l'équation en d, e&, 4, 4,, 4 qui la représente soit satis- 
faite pour 4—4, — 4: — 0. Soit » le moindre degré de cette équation 
en %, 4,4. O1, dans cette équation, on exprime 4, 4,, & en d,s, par 
les conditions du système (S), on obtient une équation qui représente 
une courbe y, de degré mp,m étant le degré de la condition. Cette 
courbe rencontre © en mph points dont m(p— 1) appartiennent à 
l'intersection de + et de ©. Il reste donc mp1 points. La courbe y 
passe, en outre, au point O, et la somme des ordres de y, quand le 
point (d, €) est placé successivement sur les différentes branches de o, 
à distance du premier ordre de O, est ñnw. Donc le point O compte 
pour nw intersections de et de 7. Donc la droite-conique considérée 
réduit de 72 w le nombre des coniques du système satisfaisant à la 
condition donnée. Donc si Q est la somme des nombres w analogues 
pour toutes les droites-coniques du système (S), le nombre des co- 
niques propres satisfaisant à la condition donnée est N— mu — nQ. 
En appelant y le nombre des coniques qui touchent une droite, on a 
y—ou.0. Donc, en général, on a 





N=(m—on)u + nv, 


équation qui exprime un théorème célèbre, dû à M. Chasles. 

Pour le cas d’un système de surfaces du deuxième ordre, on par- 
viendra au résultat connu en suivant une marche analogue. Les sur- 
faces non propres à éliminer sont les surfaces réduites à un plan, et 
les surfaces réduites à deux plans. On considérera d’abord les pre- 
mières relativement à la condition de contact avec une droite, et l’on 





obtiendra la relation y — 2u — Q, y étant la deuxième caractéristique 
du système. En désignant par 5 le nombre des surfaces du système qui 
touchent un plan, on reconnaîtra que ce nombre est égal à 5u — 29, 
moins le nombre afférent aux surfaces réduites à deux plans, ou 
p —3u—20—Q'. Enfin, pour une autre condition on obtiendra 


N=mp—nQ—rQ=(m—on+rin+(n—-2r)+rp, 


équation qui exprime un autre théorème de M. Chasles. 
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Enfin, de la même manière, on démontrera aisément que le nombre 
des complexes indécomposables du premier ordre, à » dimensions, du 
deuxième degré, d’un système, qui satisfont à une condition, s’ex- 
prime par la même formule à 3 termes, attendu qu'il n’y à encore que 
deux espèces de complexes non propres à éliminer. 

Il n’est pas sans utilité de remarquer que les mêmes raisonnements 
permettent de prévoir les résultats qu’on obtiendrait si l’on voulait 
éliminer certaines familles de courbes propres, d’un système (S), du 
nombre des solutions du problème proposé. Admettons, par exemple, 
qu’un système (S) de coniques dans le plan contienne des cercles. 
Cherchons maintenant les coniques du système qui coupent une 
droite donnée sous des angles supplémentaires. Tous les. cercles du 
système satisfont à cette condition. Le nombre des coniques, diffé- 
rentes des cercles, qui y satisfont, est donc moindre que dans le cas 
général. On reconnaîtra aisément qu'il est généralement égal à uw. 
Dans le cas actuel, il sera À=u—Q". Ici le nombre Q” désigne non 





pas le nombre des cercles du système, mais un nombre qui dépend 
de la manière dont les cercles existent dans le système, et qui est, de 
tout point, analogue aux nombres Q et Q’ ci-dessus. 

Si, maintenant, on considère une autre condition qui soit satisfaite 
par tous les cercles, on trouvera que le nombre des coniques, autres 
que les cercles appartenant au système (S), et qui y satisfont, est 


N=au+Gv—qgQ@"=(a—qju+8v+gÀà. 


On aura donc à considérer une caractéristique À de plus. Et, en gé- 
néral, chaque famille que l’on voudra éliminer donnera lieu à une 
caractéristique de plus. 

Les mêmes problèmes, relatifs à des systèmes de degré plus 
élevé, peuvent être traités par la même méthode. Mais ce sujet exige 
des développements que j'espère pouvoir présenter en une autre 
OCCasion. 

Les complexes à Q dimensions d’ordre inférieur à Q—1 s’ap- 
pliquent, comme ceux d'ordre Q — 1, à la représentation des condi- 
ons qui existent entre les coefficients d’une courbe plane variable. 
Si, entre les Q coefficients de la courbe : 


S = A12X1+ GX IV +...+ 49-17 + 4QY —1="0, 


il y a seulement Q —: relations, la courbe S engendre un complexe de 


RECHERCHES DE GÉOMÉTRIE A ZX DIMENSIONS. 191 


courbes, (S)4_:. Ge complexe de courbes sera représenté par un com- 
plexe d'ordre Q — x, C4 _;, à Q dimensions, &,, &:,..., @&p, dans le- 
quel les points à lPinfini forment un complexe irréductible d'ordre 
Q— 5 +1. Car l’origine des coordonnées (+, y) étant quelconque, et 
le complexe (S),_; étant censé indécomposable, il en est de même du 
complexe, d'ordre supérieur d’une unité, formé parles courbes S qui 
passent à l’origine des coordonnées. Le degré du complexe C,_ ; 
marque le nombre des courbes S qu'on peut mener par £ points. 
C’est la première caractéristique de (S)4_;. On voit que si l’on astreint 
les courbes S à faire partie de deux complexes (S),_; et (S)4_; don- 
nés, leur ensemble constituera un complexe d'ordre 20 —;— 7, re- 
présenté par l'intersection de CQ_; et Co_+. La première caractéris- 
tique de ce complexe est donc le produit de celles des complexes 
considérés. Dans le cas où la somme des ordres des deux complexes 
est égale à Q, le produit est le nombre des courbes communes aux 
deux complexes. Ces résultats doivent être modifiés si les complexes 
contiennent des courbes non propres. Mais on peut, dès à présent, 
énoncer ce théorème : 


Taéorème VII. — Q étant le nombre des conditions nécessaires 
pour déterminer des courbes S sur le plan, si l’on considère deux 
complexes de ces courbes assupetties respectivement à & et à tv con- 
ditions, et dont l’une ne contienne aucune courbe non propre, le 
produit des prenuères caractéristiques de ces deux complexes 
marque : 1° sti+r est égal à Q, le nombre des courbes qui leur 
sont communes ; 2° stt+t est inférieur à Q, la première carac- 
téristique du système ou du complexe fournt par ces courbes. 


Tout complexe de courbes, de première caractéristique égale à 
l'unité, est représenté par un complexe du premier degré, dans lequel, 
son ordre étant /, 7 coordonnées s'expriment linéairement en fonc- 
tion des Q — ; autres. Par suite, ce complexe de courbes, qu’on 
peut appeler complexe linéaire, est représenté par une équation de 
la forme. 


S=S Has" +...+ ap; 80/10 — 0, 


dans laquelle &,, &, ...,@9_;,, sont des arbitraires. La courbe S — o 
est une courbe quelconque du complexe. 
Soit maintenant un complexe de première caractéristique égale à 2, 
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il est représenté par un complexe 


—… HQE 
O(G1, @o, .…. A0=y+1) — 0; AQ— j+2 — NN F7 ut .….. 


dont le degré est 2. Par suite, le degré v est 2. Or il est aisé de voir 
que le complexe du premier ordre et du deuxième degré à Q—7+1 
dimensions, #—0 ne peut contenir un complexe double d’ordre 2 
sans se décomposer. Donc les coordonnées de ce complexe, autre 
QUE y, Any, Mpjz1, S'expriment linéarrement er fonction de 
ces dernières. Par suite, l’équation générale des courbes du complexe 
est 
SSL AS 00 SON ER 


dans laquelle les Q — 7 + 1 arbitraires & sont liés par la relation CU: 
Donc : 


Vaéoreme VIIL — Tout complexe de courbes, dont la première 
caractéristique est 2, est contenu dans un complexe linéaire 
d'ordre inférieur d’une unité. 


Dans le cas d’un complexe d'ordre (Q — 2, c’est-à-dire formé par 
des courbes contenant 2 arbitraires, la fonction © ne contient que 
3 dimensions. Égalée à zéro, elle représente une surface. Toutes les 
fois que cette surface ne contient pas de ligne double, le complexe 
est contenu dans un complexe linéaire d'ordre Q—53. Si cette sur- 
face est réglée, c’est-à-dire engendrée par une série de droites, le 
complexe peut être engendré par une série de faisceaux S'+ aS"— 0. 
Donc, si la première caractéristique est 2, c’est-à-dire si la surface 9 
est du deuxième degré, on a : 


Taéoreme IX. — Tout complexe de courbes d’ordre Q —2 et 
de première caractéristique 2 peut être engendré de deux ma- 
nières différentes par une série de faisceaux. 


S1 la première caractéristique du complexe d'ordre Q — 2 est égale 
à 5, la surface © est du troisième degré. Suivant qu’elle a ou qu’elle 
n'a pas de droite double, elle est ou n’est pas réglée. Donc : 


Taéorëme X. — Les complexes de courbes d'ordre Q — 2 et de 
première caractéristique égale à 3 sont de deux espèces : les uns 
sont contenus dans un complexe linéaire d'ordre Q — 3 et con- 
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tuennent, en général, 27 faisceaux ; les autres sont engendrés par 
une suite de faisceaux. 


Je me bornerai, pour le moment, à ces quelques conséquences si 
faciles de la théorie ébauchée au début de ce travail. Il est entendu 
que ces derniers théorèmes s'appliquent aussi aux complexes de sur- 
faces et aux complexes de complexes du premier ordre à 7 dimen- 
sions. On voit, par les applications ci-dessus, que la considération 
des complexes de courbes donne une interprétation très nette de la 
géométrie à 2 dimensions. 


— 000 — 








SUR LE 


DÉPLACEMENT D'UN SOLIDE INVARIABLE. 


Bulletin de la Société mathématique, 1. IF, 1873-1874, p. 56. 





Le nombre des conditions nécessaires pour déterminer la position, 
dans l’espace, d'un solide donné, étant six, l’étude des déplacements 
d’un solide peut être partagée en six cas distincts, suivant que ce 
corps est assujetti à Cinq, quatre, .…., une condition, ou est entière- 
ment libre. 

Le cas où les conditions sont au nombre de cinq a donné lieu à une 
théorie trop connue pour qu’il soit utile d’en rappeler ici les résul- 
tats. Les cas où les conditions sont au nombre de quatre ou de trois. 
ont donné lieu à d’'élégants théorèmes dus à M. Mannheim, et sur les- 
quels je vais revenir. Je donne ici des théorèmes analogues pour les 
autres cas, en suivant une marche uniforme qui s'applique également 
à tous, à l’exception du premier. 

Rappelons d’abord un résultat bien connu. Soient, dans un solide 
de position donnée, x, y, 3, et &, n, 6 les coordonnées de deux 
points de ce corps relativement à des axes rectangulaires fixes dans 
l’espace, le premier point étant considéré comme variable et le second 
comme fixe dans le corps. Soit £, une variable dont dépend la posi- 
üon du corps. Si l’on écarte le solide infiniment peu de sa position, en 
faisant varier £,, on à 





dx de 
di — dt 6 D) 1010 PRSEEE 
d d 
(1) UE = tale t) (#6) 
Z df 
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Dans ces relations, &,, b,, c, sont des constantes relativement au 
point (x, », 3,) considéré. Les trois plans, représentés par les équa- 


da CU dz 
tions obtenues en égalant à zéro les trois dérivées —— 
Ati dr: dif 
sont parallèles à la droite = — = =<. Il n’y a donc pas de point com- 
1 Il 


mun à ces plans. Par do dans le mouvement imprimé à ce corps, 
aucun point n'est immobile. Admettons maintenant que la position 
du corps dépende d’autres variables, £:, 3, .... En faisant varier sé- 
parément chacune d’elles, on obtiendra des relations analogues aux 
relations (1), que nous figurerons en affectant, dans les relations (1), 
les constantes «a, b, c du même indice que la variable correspon- 
dante. Si d’ailleurs on fait varier simultanément les différentes x va- 
riables, on a 


dx 
Hg — dt, + — dt + dre ste. 


Seine ee ee a als lool ne s 41/6160 ele, elaie à Years à ee 


En posant donc 


(44 dti + @2 dts + 3 RAR EE A 
b; dti + D: dta + Da dt +. —= B; 
Ci dti + C2 dits + C3 dis +...— C, 


on aura 
dx = dd +C(y—-n)—B(z —6), 
(2) dy = dn+A(s —{) —C(x —&), 
dz = dé + B(x —E) — A(y — 3). 


Les trois plans, dont on obtient les équations en égalant à zéro ces 


trois différentielles, sont parallèles à la droite == Par suite, 


comme précédemment, aucun point n'est immobile. Mais si l’on 
choisit les variations de #4, {, {3, .... de manière à vérifier l’équa- 


uon 
(3) MS die CI OT 


ces trois plans se coupent suivant une même droite dont tous les 
points sont alors immobiles. 

Quand les variables sont au nombre de deux, l’équation (3) déter- 
mine le rapport qui doit exister entre d{, et dt, pour que cette con- 
dition soit satisfaite. Or l'équation (3) est du deuxième degré relati- 
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dt, 

dt 
1ères d I iables s b 

d’une droite de deux manières. Quand les variables sont en nombre 





vement à - On peut donc satisfaire à la condition d’immobilité 


supérieur à deux, équation (3) a lieu entre plusieurs inconnues, et 
admet une infinité de systèmes de solutions. En résumé, dès que le 
nombre x des variables surpasse l'unité, 1l est toujours possible de 











trouver des systèmes (w!, wi, .…,;w/}, (© OS RE 
(W®,w7, .…, wY) de x nombres chacun, et au nombre de », tels qu'en 
faisant 

dt; dt die 

«wi % wi Fe D w, 


une droite du solide reste immobile. 
Substituons maintenant aux variables £,, {o, ..., th les variables 4,, 
0, .…, 0,, définies par les relations linéaires 


TEE D ln WT. (Win) SEEN 
w? W 5 &w? A Lo Un 
Û1 — W ? 5 u)5 , 0 — DE & 5 w à : : 
DONNE ne THE w} | 
1 1 1 
0 DS wo} 
2 2 2 
On OE ü);, 
0 = | wè wi wa |; 
ty do Un | 


on obliendra le mouvement le plus général du solide en faisant 
varier successivement Ü,, 02, ..., 0}. Or, si l’on suppose nulles les diffé- 
rentielles de toutes ces variables, à l'exception de celle de b;, on en 


conclut 
dt dt maire 








wi w! w?, ? 
c'est-à-dire qu'une droite du corps est immobile. Ainsi le déplace- 
ment le plus général du corps s’obtient par » rotations arbitraires 
autour de » droites restant les mêmes. 

Appliquons maintenant ces résultats aux différents cas. S'il y a 
deux variables seulement, les deux axes de rotation sont déterminés 
par l’équation (3). Donc : 
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THÉéoOREME 1. — T'ous les déplacements d’un solide assujetti à 
quatre conditions s'obtiennent par deux rotations autour de deux 
droites déterminées. | 


Ce théorème est dû à M. Mannheim (Etude sur le déplacement 
d'une figure de forme invartable, p. 32). On en conclut que les 
points de ces deux axes décrivent des éléments de lignes, tandis 
que les autres points décrivent des éléments de surfaces. 

Ce corollaire peut facilement être démontré directement par le 
calcul. Pour faciliter l’écriture, j'emploierai, dans la suite, la notation 
suivante : 4,0, ...,# élant ? fonctions de 44, ls, ..., tn, Je représentera 

















par (UyPa w,) le déterminant 
du Cd du 
dti dt at” 
dv de do 
ATOM dis 0N dent 
dw  dw dæ 
CIC TE UNIT 


Cela posé, dans le cas de deux variables, les points des deux axes 
sont ceux dont les coordonnées, mises pour #, 7, 3 dans les équa- 
DD 472--0 dy—0,dz—0,ou 


dx dx 


— dti+ — dt:=0 
dt: : dt h { 
dy dy 

= dt + = dt:=0 
HA 1e ci OUR 
PT. + tie à 
dt; , dt g : 


’ Le C e , dt . 
rendent ces équations possibles, en y considérant Se comme incon- 
2 


nue. Par suite, les coordonnées des points des axes satisfont aux équa- 
ons simultanées ; (Z1Y2) = 0, (Y1 32) — 0, (3, æ2) — 0. Il st facile 
de vérifier qu’en effet les paraboloïdes représentés par ces trois équa- 
tions se coupent suivant les deux droites définies ci-dessus. Considé- 
rons maintenant l’un de ces paraboloïdes, le premier, par exemple, 
qui a pour plan directeur le plan des xy ; menons, par chaque point M 
du corps, une parallèle à une droite fixe, et soient p, p' les deux points 
où cette parallèle rencontre le paraboloïde. Les produits Mp.Mp' 
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sont proportionnels aux valeurs du déterminant (x, y2), où l’on 
met, pour +, y, =, les coordonnées de chaque point M. D'ailleurs, 
dt; dts (x, 72) est la projection, sur le plan des xy, de l’élément de 
surface décrit par le point M. On a donc ce théorème, qui comprend 
le corollaire ci-dessus : 


Taéorème.ll. — Les projections, sur un plan donné, des élé- 
ments superficiels décrits par les points du corps, sont propor- 
tionnelles aux produits des segments interceptés, sur des sécantes 
parallèles issues de ces points, par un paraboloïde passant par les 
deux axes, et ayant le plan donné pour plan directeur. 


Supposons maintenant qu'il y ait trois variables. Dans ce cas, on 
peut, par l’équation (3), déterminer trois axes, dont chacun renferme 
une arbitraire. Ces axes forment donc une surface gauche, dont on 
obtient facilement l’équation comme ci-dessus, en remarquant que 
les coordonnées de chacun de ses points rendent possibles les trois 
équations simultanées : dx —0, dy —0o, dz—0, qui ne renferment 

! dt; dt: 
que deux inconnues PAU TR 
(Zi Ye 33) — 0. En effectuant les calculs, on s’apercevra que cette 





; L’équation de cette surface est donc : 


équation s’abaisse au deuxième degré. On peut aussi s'assurer de cet 
abaissement, en remarquant que le déterminant (x, y: z3), multiplié 
par dt, dt, dts, représente l’élément de volume décrit par le point 
dont les coordonnées sont x, y, z. Si l’on suppose que les conditions 
données soient la fixité d’un point, chaque point du corps décrit seu- 
lement un élément superficiel. Par suite, le déterminant ci-dessus est 
nul, si toutes les dérivées partielles de &, n, £ s’annulent. Or, par cet 
évanouissement, ce déterminant se réduit aux termes du troisième 
degré en æ—5%,y—"n,z—%,etiln'a disparu que des termes de degré 
inférieur à 3. Donc les premiers sont toujours nuls. Ainsi 
(T1 Ye 43) — 0 est un hyperboloïde dont chaque génératrice peut être 
prise pour un des trois axes de rotation. Donc : 


THéorëME III. — Tous les déplacements d’un solide assujetti à 
trois conditions s’obtiennent par trois rotations autour de trois 
mémes droites prises arbitrairement parmi les génératrices d’un 
hyperboloide. Les points de cet hyperboloïde décrivent des élé- 
ments super fictels. 
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Ce théorème a été énoncé par M. Mannheim (loc. cit., p.35). Mais 
la démonstration donnée par cet auteur ne s'applique qu’au cas où les 
trois conditions sont de nature à être ramenées chacune au mouve- 
ment d’un point sur une surface. D’après ce qui vient d’être dit, il y 
a toujours, dans un Corps assujetti à trois conditions, une infinité de 
points qui se meuvent sur des surfaces. Le mouvement peut donc 
être défini par celui de trois de ces points; mais cette propriété 
n'est pas évidente a priori. Comme plus haut, on peut encore dire 
que : 


Taéorkme IV. — Les volumes décrits par les points du corps 
sont proportionnels aux produits des segments interceptés sur 
des sécantes parallèles, issues de ces points, par l’hyperboloïde 
destares. 


Supposons actuellement qu'il y ait quatre variables. L’équation (3) 
laisse subsister deux arbitraires pour la détermination de chaque axe 
de rotation. Ces droites forment donc une congruence. Pour trouver 
celles qui passent par un point donné, 1l suffit de déterminer les rap- 
ports de dt,, dts, dts, dt; par les équations simultanées dx—o, 
dy =0, dz—0, où x, y,z sont les coordonnées du point donné. On 
a ainsi trois équations linéaires. Donc, par un point passe une droite 
de la congruence. On trouvera aussi facilement qu’il y a une droite 
de la congruence dans un plan donné. Par suite, les droites de la 
congruence rencontrent deux droites fixes. J’admets 1c1 la connais- 
sance de cette propriété de la congruence d’ordre et de classe 1. [est 
d’ailleurs bien facile de montrer directement ici que les droites c1- 
dessus rencontrent deux droites fixes. 

En effet, les droites de la congruence sont indéterminées si on les 
astreint à passer par un point dont les coordonnées annulent à la fois 
les quatre déterminants 


(T1, 2, 33), (To, 33 34); (TR Kia en: (Ti,,Y1 32). 


Chacun de ces déterminants égalé à zéro représente un hyperboloïde, 
d’après une remarque faite plus haut. Remarquons maintenant que 
les deux droites communes aux trois paraboloïdes obtenus en égalant 
à zéro (x, V2), (Y132), (31 Te) appartiennent à deux de ces hyperbo-. 
loïdes, savoir : (Z1Y2233) — 0 et (T1 Y1 32) — 0. Désignons ces deux 
droites par (1,2)et (1,2). Nous avons six pareils couples de deux 
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droites : (2,3) et (2, 3)', (3, 4) et (3, 4)’, etc. Les deux hyperboloïdes 
(Zi Y233) —0 et (XV: 32) —0$e coupent suivant deux autres droites 
qui rencontrent dix des douze droites ci-dessus. Il en résulte que 
ces deux droites appartiennent aux deux autres hyperboloïdes. Ainsi 
les quatre hyperboloïdes ont deux droites communes, et ces droites 
sont rencontrées par tous les axes. On voit immédiatement que la 
propriété des points de ces deux droites, de faire évanouir à la fois 
les quatre déterminants ci-dessus, peut être interprétée en disant que 
ces points décrivent des volumes nuls. Il est évident, en effet, que ces 
droites sont normales à tous les déplacements de leurs points. Par con- 
séquent, ces points décrivent des éléments superficiels. On peut donc 


dire que : 


Vaéorkme V. — Tous les déplacements d’un solide assujetti à 
deux conditions s’obtiennent par quatre rotations autour de 
quatre mêmes droites prises arbitrairement parmi celles qui ren- 
contrent deux droites déterminées. Les points de ces deux der- 
nières droites décrivent des éléments superficiels. 


S'il ya cinq variables, l'équation (3) laisse subsister, dans chaque 
axe de rotation, trois arbitraires. Ces droites forment un complexe. 
Cherchons celles de ces droites qui passent par un point (x, y, s) et 
sont dans un plan contenant ce point : 


MIX —x)+N(Y—-y)+P(Z—3z)=o. 


La condition que la droite passe par le point donné fournit, comme 
précédemment, trois équations linéaires et homogènes entre les cinq 
différentielles dt. On exprimera que la droite est, en outre, contenue 


dans le plan donné par l'équation ; 
MA + NB+PC— 0, 


qui est aussi linéaire et homogène. Par suite, 1l y a une droite satis- 


faisant aux conditions données. Donc : 


Taéoreme VI. — Tous les déplacements d'un solide assujetti à 
une condition s'obtiennent par cing rotations autour de cinq 
mêmes droites, prises arbitrairement dans un complexe linéaire 


détermine. 


Si la condition donnée est celle du mouvement d’un point sur une 
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surface, le complexe est formé des droites qui rencontrent la normale 
à cette surface, et les points de cette normale décrivent des éléments 
superficiels. Mais ce fait ne se produit pas en général. On verra sans 
peine qu'il faut et qu'il suffit, pour qu'il se produise, qu'il y ait 
une droite commune aux dix hyperboloïdes obtenus en égalant à 
zéro les dix déterminants (x;7y; 3x), où les nombres £, 7, À sont 1, 2, 
dd OU D. 

Enfin, s'il y a six variables, on parvient immédiatement à ce théo- 


rème : 


Taéorëme VII. — Tous les déplacements d’un solide libre s’ob- 
tiennent par six rotations autour de six mêmes droites prises 
arbitrairement. 


En terminant cette Note, je ferai remarquer que l’on peut parvenir 
rapidement aux résultats qu'elle renferme, en faisant usage de deux 
théorèmes que j'ai communiqués à l’Académie des Sciences en 1871 
et en 1872, et que J'ai déjà eu l’occasion de signaler à notre Société. 
Ces théorèmes sont relatifs aux droites communes à des complexes ou 
des congruences données. On en déduit immédiatement, dans les cas 
les plus simples : 1° que l’ordre et la classe de la congruence formée 
par les droites communes à deux complexes linéaires sont l’unité, ce 
qui d’ailleurs est évident a priori; on en conclut aisément que cette 
congruence est formée par les droites rencontrant deux droites fixes ; 
2° que les droites communes à trois complexes linéaires forment un 
hyperboloïde ; 3° que les droites communes à quatre complexes li- 
néaires sont au nombre de deux. 

Remarquons maintenant que, pour un déplacement dépendant 
d’une seule variable, les droites normales aux déplacements de leurs 
points forment un complexe linéaire. En prenant ce point de départ, 
dû à M. Chasles, nous en concluons que, pour les déplacements dé- 
pendant de deux variables, les droites normales aux déplacements de 
leurs points sont les droites communes à deux complexes linéaires. 
Elles rencontrent donc deux droites fixes, ce qui est le théorème de 
M. Mannheim. Pour les déplacements dépendant de trois variables, 
les droites normales aux déplacements de leurs points sont les droites 
communes à trois complexes linéaires. Ces droites forment donc un 
hyperboloïde. C’est le théorème IIT, ou, du moins, la seconde partie 
de ce théorème, d’où l’on peut déduire la première. Pour les dépla- 
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cements dépendant de quatre variables, on a de même deux droites 
normales à tous les déplacements de leurs points. C’est la seconde 
partie du théorème V. J’ajoute que cette théorie pourrait facilement 
être faite par la considération de la composition des rotations ; mais 
je me borne à cette simple indication. 


SUR QUELQUES PROPRIÈTÉS 


DES 


COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 


Bulletin de la Société mathématique, t. I, 1873-1874; p. 69. 


Une des plus importantes propriétés qu’on rencontre, dès le début, 
dans l'étude des courbes algébriques planes, consiste en ce que 
toutes les courbes d’un degré donné sont des cas particuliers d’un 
même être géométrique, la courbe plane générale de ce degré. On 
conçoit donc immédiatement l’existence, pour toutes ces courbes, de 
propriétés communes et ne dépendant que d’une seule variable, le 
degré. C’est ainsi que le nombre des points d’inflexion, celui des 
sommets, celui des points de rencontre avec une ligne donnée, 
s'expriment par des fonctions du degré. 

Pour les courbes gauches algébriques, il n’en est point de même. 
On ne connaît, en effet, aucun être géométrique qui comprenne, 
comme cas particuliers, toutes les courbes gauches d’un degré donné. 
On ne peut donc, pour aucune propriété des courbes gauches, si gé- 
nérale qu’elle soit, affirmer a priori qu’elle ne dépend que du degré. 
Il existe cependant de telles propriétés : c’est ainsi que le nombre des 
points de rencontre d’une courbe gauche avec une surface donnée ne 
dépend, quant à la courbe, que de son degré. 

En avancçant davantage dans l’étude des courbes gauches algé- 
briques, on y a reconnu l’existence de plusieurs propriétés ne dépen- 
dant que de deux variables, le degré et le nombre des points doubles 
apparents. Mais 1l faut bien se garder de croire que loutes les 
courbes gauches, pour lesquelles ces deux nombres ont des valeurs 
données, soient des cas particuliers d’une seule et même courbe gé- 
nérale satisfaisant à cette même condition. Ce fait est, 1l est vrai, 
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exact pour les degrés les plus simples. Mais dès qu’on envisage les 
courbes de degré un peu élevé, on en reconnaît facilement l’inexac- 
titude, ainsi qu'on s’en convaincra par l’exemple suivant, choisi 
parmi les plus simples. 

L'intersection complète de deux sufaces du troisième degré est une 
ligne du neuvième degré ayant, d’après une formule bien connue, 
18 points doubles apparents. On reconnaît aisément que cette higne est 
déterminée par 18 de ses points, c’est-à-dire qu’elle renferme 56 ar- 
bitraires. Désignons-la par la lettre C. 

Considérons, d’autre part, la ligne C, tracée sur un hyperboloïde 
et rencontrant les génératrices rectilignes de la surface respective- 
ment en 6 et en 3 points. Cette ligne, qui est aussi du neuvième 
degré, possède aussi 18 points doubles apparents. D'après les formules 
bien connues qu'a données M. Chasles, elle renferme 23 arbitraires, 
l’'hyperboloïde étant donné. Par suite, cette surface n’étant pas don- 
née, la ligne C renferme 25 + 9 = 36 arbitraires. 

Si l’on demande les courbes du neuvième degré, sans singularités, 
etayant 18 points doubles apparents, on obtent donc, par les 
courbes C et C/, deux solutions du problème. Ces solutions sont d’ail- 
leurs les seules; elles diffèrent entre elles et ont le même degré de 
généralité, puisqu'elles renferment le même nombre d’arbitraires. Ces 
deux courbes ont en commun toutes les propriétés ne dépendant que 
de ces deux nombres, le degré et le nombre des points doubles appa- 
rents. Mais elles diffèrent à l'égard des autres. Elles diffèrent au point 
de vue du degré minimum des surfaces qui les contiennent. Elles dif- 
fèrent encore au point de vue du degré minimum des surfaces mo- 
noïdes qui y passent : pour la courbe C, ce degré est 5; RES la 
courbe C', ce degré est égal à 6. 

Il AE d'un très grand intérêt de connaître le caractère général 
des propriétés des courbes qui ne dépendent que du degré et du 
nombre des points doubles apparents. La détermination des formules 
relatives à ces propriétés en serait généralement rendue très facile 
par le moyen des équations fonctionnelles. 

Qu'il s'agisse, par exemple, de déterminer le degré de la surface 
engendrée par les droites qui rencontrent en trois points différents 
une courbe gauche algébrique. En admettant que ce degré ne dé- 
pende que de celui de la courbe et du nombre de ses points doubles 
apparents, on le détermine avec la plus grande facilité au moyen 
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des équations fonctionnelles (Voyez Sazmon-Fienzer, À nalytische 
Geometrie des Raumes, 1. II, p. 528; Leipzig, 1865). Mais l’hypo- 
thèse n'étant nullement jusufiée & priori, la démonstration n’a 
aucune valeur. Elle serait au contraire entièrement rigoureuse, et la 
plus rapide de toutes, si l’on possédait le moyen de reconnaître 
a priort que l'hypothèse est exacte. 

Le degré de la surface dont il s’agit, ainsi que les formules relatives 
à beaucoup d’autres propriétés des courbes, ne dépendant que de 
leur degré et du nombre de leurs points doubles apparents, a été dé- 
terminé en toute rigueur par M. Zeuthen (Annali di Mat., sér. Il, 
t. III). Je me propose de donner ici quelques autres formules, qui 
sont dans le même cas, et qui ne me paraissent pas avoir été publiées 
Jusqu'à présent. 

Je m'appuierai sur les deux lemmes suivants, dont la démonstra- 
tion est si facile que je crois pouvoir me dispenser de la donner : 


Lemme I. — Par chaque point d’une courbe gauche algébrique 
passent deux séries de plans, relatifs à ce point. Soient m et m, 
les nombres respectifs de ces plans relatifs à un méme pornt, et c 
et ©, les classes respectives de leurs enveloppes. Soit enfin x le 
nombre des couples de plans des deux séries, relatifs à un méme 
point, et qui coincident. Les intersections des plans de l’une et 
l’autre série, relatifs à un méme point, forment une surface de 
degré mc; + m,c—x. 


Lemme Il. — Sur une surface réglée de degré p, considérons 
une courbe Q, de degré q, qui soit rencontrée en t points par les 
génératrices rectilignes de la surface, et par chaque point de la- 
quelle passent y génératrices. Soit de plus i le nombre des géné- 
ratrices de la surface situées à l'infini. Par chaque point de Q, 
on mène les plans perpendiculaires aux génératrices quiy passent: 
la classe de l'enveloppe de ces plans est pt + qgy —1it(y +1). 


Appliquons le lemme Il à une courbe ©, sans singularité, de 
degré g et de classe 7', et à la surface développable dont elle est l’arête 
de rebroussement. Nous avons 1c1 


HR, Pi) = U==.0. 


Nous trouvons alors que la classe de l'enveloppe des plans normaux 
à Q est g + r, ce qui est bien connu. 
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Appliquons le’lemme I à la même courbe, en considérant les deux 
séries des plans normaux êt osculateurs. La classe de l’enveloppe de 
ces derniers est, comme on sait, égale à 3(r—q). D'ailleurs, il 
n'existe aucun point de la courbe où le plan normal et le plan oscu- 
lateur coiïncident. Donc on a 


CT; Cn—= 679), M My T0, 
Par suite, le degré de la surface des normales principales est 
C+C=ir—29; 


Appliquons le lemme IT à la courbe Q et à la surface de ses nor- 
males principales. Remarquons que la normale principale relative à 
un point à l'infini est, en général, à l'infini. Nous avons 1c1 


LT, p=4r—-2g, 1, EC 


Nous trouvons ainsi la classe de l'enveloppe des plans rectifiants de ©, 
qui est égale à 47 — 3q. 

Ce dernier résultat s'obtient encore au moyen du lemme I. Consi- 
dérons, en effet, les deux séries des plans osculateurs et rectifiants. 
On aura 1c1 


COEUR 


et c, sera inconnu. Mais on sait que le degré de la surface formée par 
leurs intersections, qui est la développable dont Q est l’arête de re- 
broussement, est égal à 7. D'ailleurs le nombre x des points de Q où 
les deux plans coïncident est facile à déterminer. C’est, en effet, le 
nombre des plans osculateurs £sotropes. Il resterait à démontrer que 
chacun de ces plans ne figure que pour une unité dans le nombre x. 
Je ne m'arrêterai pas sur ce point, facile à élucider, et j’écrirai donc 


æ—=6(r—q), Ci RS (M7) = 17 HIOUr EURE 
d’où 


= ND: 


On obüendra aussi de deux manières le degré de la surface engen- 
drée par les binormales de Q : 

1° Parle lemme 1, en considérant les deux séries des plans normaux 
et rectfiants. Ils coïncident quand la tangente est ésotrope ; c'est- 


SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 207 
à-dire 27 fois. Le degré cherché est donc 
(4r—3q)+(g+r)—2r=3r—92q. 


2° Par le lemme If, en remarquant que 4 binormales sont à l'infini, 
et que, par suite, le degré cherché, diminué de 9, reproduit la classe 
de l'enveloppe du plan osculateur. Donc cette classe 3 (7 —q), aug- 
mentée de g, estle degré cherché : 57 —2g. 

Nous résumons ces résultats de la manière suivante : 


TuéorÈme. — Pour une courbe gauche de degré q et de classe r, 
sans singularité : 


1° L’enveloppe des plans rectifiants est de la classe Ar —53g, 
2° La surface des normales principales est de degré 4r—2q;, 
3° La surface des binormales est de degré 3r —2q (*). 


J'ajoute encore qu'on peut aisément déterminer : 


Le nombre des normales principales qui rencontrent de nou- 
veau la courbe, qui est égal à(q—1)(4q—2r)—3r; 

Le nombre des binormales qui rencontrent de nouveau la courbe, 
et quiest égal à(q —1)(3r—2q)—r; 

Le nombre des droites à distance finie qui sont normales à la 
courbe en deux points différents, et qui est égal à 


07 AT alt attree 2 A 
2 


DETE 


Ce dernier résultat s'applique également aux courbes planes; on 
doit alors faire r — q(q—1). 


(!:) Dans l'Ouvrage précédemment cité, M. Fiedler donne, sans démonstration, 
pour les degrés de ces deux dernières surfaces, et dans un cas particulier, des éva- 
luations inexactes. 


SUR 


UN POINT DE LA THÉORIE DE CONTACT. 


Bulletin de la Société mathématique, t. II, 1873-1874, p. 94. 


Quand deux surfaces se touchent le long d’une ligne, il peut se 
présenter, en certains points de cette ligne, des particularités sur les- 
quelles je me propose de dire quelques mots. L'étude de ces paru- 
cularités se fait aisément au moyen des conditions analytiques du 
contact supposé. 

En chaque point de la ligne de contact C, les dérivées partielles 
des divers ordres d’une coordonnée par rapport à deux autres, prises 
relativement aux deux surfaces, satisfont à des équations de condi- 
uon, que l’on peut obtenir directement, ainsi que je vais l’expliquer 
brièvement pour le cas le plus simple : celui où les deux surfaces S 
et S' ont, le long de C, un contact du premier ordre. 

Désignons par z et z' les ordonnées de S et de S’. En chaque point 


de G, on a, outre 3 — z/— 0, 


d(s— 3) d(z—3) 
@) dx Te dy 


—= ©. 


Les dérivées de tous les ordres des premiers membres de ces deux 
équations, prises le long de C, sont aussi nulles en chaque point 


n | LUE Ce ® ,’ » dy 
de GC. En dérivant une fois, on obtient deux équations contenant ns 


Eliminant cette quantité, on a une relation entre les dérivées par- 
uelles jusqu’au deuxième ordre. Dérivant une seconde fois, on intro- 


. d FAI à NE ; ; 
duit _- et l'élimination conduit à une nouvelle relation entre les dé- 
Ace? 


rivées partielles jusqu’au troisième ordre. Continuant ainsi, on 
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obtient, à chaque nouvelle dérivation, une relation nouvelle entre les 
dérivées partielles relatives aux deux surfaces. 

Si les deux surfaces S et S' avaient, le long de GC, un contact d’un 
ordre plus élevé, on formerait facilement, et d'une manière analogue, 
les relations nécessaires. On peut aussi, par un autre procédé, par- 
venir d’un seul coup à ce résultat pour le cas général. 

Soient 

3 = (x, y), 3 =%(x,y) 


les équations des deux surfaces. Nous en concluons 
3— 2 — o(r,7) bé À D'(T,Y) = F (æ, ÿ). 


Il est clair que F(x,7) = 0 est l'équation de la projection, sur.le 
plan des zy, de la ligne commune aux deux surfaces S, S'. Une por- 
uon de cette projection est la projection de la ligne C. Soit 


CE H)=10 
l'équation de cette projection. On a donc 
(2) 2 5 Fr y)—Y%(x,7) béaerle, 


m étant un nombre positif et (x,7) ne contenant plus le facteur 
f(x, y). Si l’on prend un point (x, y) à distance infiniment petite du 
premier ordre d’un point M arbitraire de la courbe f(x,y)—=o, 
Ha anuné-valeur finie, et [f(x,7)]7 est infiniment petit de 
l’ordre m. On a donc, sur les surfaces S, S’, deux points dont la dis- 
tance 3 — z/ est infiniment petite d'ordre m. Donc m — 1 est l’ordre 
du contact des deux surfaces le long de la ligne C. Donc : 


St deux surfaces ont un contact d'ordre m— 1 Le longe d'une 
te 
ligne dont la projection a pour équation f(x,y)—0, leurs or- 
données satisfont à une relation telle que (2). 


Je n’ai pas besoin d'insister sur la marche à suivre pour obtenir, 
au moyen de la relation (2), les équations dont il a été parlé plus haut 
et dont je n'ai pas à faire usage. 

Je fais observer que l'équation (2) s'applique à tous les cas, sans 
excepter ceux où rm» est fractionnaire, cas dans lesquels la ligne C 
est une ligne singulière sur l’une au moins des deux surfaces. Je 
déduis maintenant quelques conséquences relatives au cas où 7» est 

H. 14 
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entier, et où la ligne GC est une ligne simple de chacune des deux 
surfaces. 

Soit À un point de la ligne GC; je le suppose de multiplicité & sur 
cette courbe, et simple sur les deux surfaces. Je suppose de plus que 
la courbe complémentaire D d’intersection des deux surfaces y passe 
aussi, et que y soit la muluplicité de À sur D (je n’exclus pas le cas 
où y— 0). Cela étant, l'équation (2) montre immédiatement qu'au 
point À les deux surfaces ont un contact d'ordre MU HV 1. Donc : 


Taéorime. — Si deux surfaces ont, tout le long d’une ligne, 
simple sur chacune d'elles, un contact d'ordre m—1, et qu'un 
point particulier de cette ligne, simple sur les deux surfaces, et 
multiple d'ordre y sur la ligne elle-même, soit de multiplicité y 
sur la ligne complémentaire d'intersection des deux surfaces, 
le contact des deux surfaces est, en ce point, d'ordre mu + v—1. 


La réciproque est vraie ; c’est-à-dire que si, en un point À, les sur- 
faces ont un contact d'ordre M — 1, supérieur à » — 1, on a néces- 
sairement 


mu +v= M. 


De là résulte que, sur la courbe D, le point À a une multiplicité au 
moins égale au reste de la division de M par m, et, sur la ligne C, 


une multiplicité au plus égale au plus grand entier Contenu dans a 


De notre théorème résulte ce corollaire que : 


Siun point de la ligne de contact des surfaces ci-dessus, sumple 
sur les deux surfaces, est, sur cette ligne, de multiplicité x, le 
contact des deux surfaces est, en ce point, au moins d'ordre 
m He Rule 


Il est entendu que tout ceci s'applique quelle que soit la nature 
des points multiples considérés. Ainsi ce qui résulte du théorème 
pour le cas d’un point double en résulte également pour le cas d’un 
point de rebroussement ordinaire, etc. 

Un exemple du contact de deux surfaces le long d’une ligne est 
offert par la considération d’une surface mobile et de son enveloppe. 
Ces deux surfaces se touchent le long de la caractéristique, qui est 
l'intersection de deux surfaces consécutives. Si la caractéristique a un 
point multiple d'ordre , et d’ailleurs simple sur la surface mobile, 
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c'est que les deux surfaces consécutives ont, en ce point, un contact 


d'ordre 4 — 1. Nous en concluons, conformément à notre corollaire, 
et en faisant m — 2 : 


Si, dans une série de surfaces, deux surfaces consécutives ont, 
en un point, un contact d'ordre n — 1, la surface enveloppée a, 
en ce point, avec l’enveloppe, un contact d’ordre au moins égal 


“ 


d2h— I. 


> QC Q-— 





SUR LES POINTS SINGULIERS 


DES 


COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. T8, 1874, p. 1105. 


Dans le Mémoire que j'ai l'honneur de soumettre à l’Académie, je 
me suis proposé d'étudier l'influence des points singuliers tant sur 
les propriétés générales des courbes algébriques planes que sur les 
affections des courbes dérivées, notamment les courbes corrélatives 
et les développées. Ge travail est divisé en sept articles. 

Dans le premier artucle, après quelques considérations générales, je 
m'occupe du problème suivant : Deux courbes se rencontrant en un 
point singulier, quelest le nombre de leurs intersections qui y sont 
confondues ? Ce problème a fait l’objet de plusieurs travaux, dus no- 
tamment à MM. Cayley, de la Gournerie et Painvin (!). Je ne m'oc- 
cupe pas du problème, plus spécialement considéré par M. Painvin, 
et qui consiste à trouver ce nombre sans former les développements 
en série qui représentent, aux environs du point considéré, les bran- 
ches des deux courbes. La solution de ce problème est facile, grâce 
aux propositions que Je donne ; mais, Comme cette question m'a paru 
ne pas tenir au fond même de la théorie, j'ai cru devoir la réserver 
pour un travail séparé. Je démontre donc simplement les propositions 
qui montrent quels sont les éléments géométriques intervenant dans 
la question, en particulier ce théorème, contenu implicitement dans 
un Mémoire de M. Cayley et généralement accepté : 


(1) Quarterly Journal, t. VII. — Journal de Mathematiques, 2° série, t. XIV 
et XV. — Comptes rendus, t. LXXVII. — Bulletin des Sciences mathématiques et 
astronomiques, t. IV et V. 
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Taéorëme. — Le nombre des intersections de deux courbes, réu- 
nies en un point, est égal au produit des multiplicités de ce point 
sur les deux courbes, augmenté de la somme des ordres des con- 
tacts des branches d’une courbe avec les branches de l’autre. 


Ce théorème, qui est, comme on le voit, une extension des principes 
élémentaires relatifs aux points simples, est lui-même un cas particu- 
lier d’une proposition plus générale que j'ai déjà énoncée (!), et qui 
est entièrement démontrée dans le présent Mémoire. 

Dans l’arucle Il, j'applique aux courbes quelques-uns des prin- 
cipes contenus dans le Mémoire sur les fonctions algébriques, 
de M. Puiseux (?), et J'en donne, comme 1l suit, l'interprétation 
géométrique : 


TaéorÈme. — Aux environs d’un point singulier quelconque, 
une courbe plane algébrique est représentée, avec telle approxi- 
malion qu'on veut, par la projection de plusieurs courbes gauches 
distinctes, aux environs de points simples de ces courbes. 


Dans les articles IT et IV, je donne des développements algébriques 
propres à faire connaître la nature intime des points singuliers, leur 
transformation dans les courbes corrélatives, l’abaissement qu'ils pro- 
duisent dans la classe d’une courbe, le nombre des points d’inflexion 
qu'ils absorbent. Ces dernières questions sont traitées, dans l’ar- 
ticle V, par une autre méthode, dérivant des propositions de 
l’article 1°". J'indique les plus importantes des propositions contenues 
dans cette partie de mon travail. 


TaéorÈme. — La somme des ordres des contacts des branches 
d'une courbe avec une de ses tangentes est égale à la multiplicité 
du point correspondant à cette tangente dans la courbe corré- 
lative. 


Taéoreme. — La somme des ordres des contacts de deux courbes 
en un point est égale à la méme somme pour les courbes corréla- 
Lives aux points correspondants. 


D SE 


1) Bulletin de la Societe mathématique, t. I, p. 130. 
) Journal de Mathématiques, 1850. 
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Tuéorime. — L'abaissement de la classe d’une courbe, dû à un 
point singulier quelconque, est égal au double de la somme des 
ordres des segments infiniment petits et infiniment voisins de ce 
point, interceptés par la courbe sur une sécante dont la distance 
au point singulier est infiniment petite du premier ordre, et qui 
fait des angles finis avec les tangentes de la courbe en ce point. 


Ce théorème est implicitement contenu dans un Mémoire de 


M. Cayley. 


Taéorkue. — Le nombre des points d’inflexion absorbés par un 
point singulier est égal au triple de l’abaissement que ce point 
produit dans la classe, diminué de sa multiplicité, et augmenté de 


la somme des multiplicités des points qui lut correspondent dans 
la courbe corrélative. 


Dans les articles VI et VII, je m'occupe des développées. Je déter- 
mine les abaissements qui se produisent dans le degré et dans la 
classe de la développée d’une courbe, par suite de la présence de 
points singuliers quelconques sur cette courbe. Je détermine aussi la 
nature des points correspondants sur cette développée. Les proposi- 
ons que je démontre sont très simples et tout à fait générales. Il a 
été nécessaire de considérer plusieurs cas différents, ce qui multiphie 
le nombre de ces propositions ; aussi ne les énoncerai-je pas ici. Il 
suffira de dire qu’il m’a été possible d'en déduire deux lois géné- 
rales auxquelles sont soumises les développées successives d’une 
courbe algébrique donnée. Ces courbes, à partir d’un rang déterminé 
dépendant de la courbe initiale, sont soumises aux lois suivantes : 


Taéorëme. — À partir d’un certain rang, tous les points non à 
l'infini de l’une quelconque des développées sont tels que leurs 
correspondants, dans toutes les suivantes, ne sont jamais à 
l’Enfinr. 

THéoRÈMEe. — À partir d’un certain rang, les degrés et les 
classes des développées successives d’une courbe algébrique quel- 
conque forment deux progressions arithmétiques de même raison. 


Ainsi, par exemple, la ni°"e développée d’une parabole est du degré 
et de la classe (2+n). 


Pour une courbe générale de degré m, le degré et la classe de la 
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première développée sont, comme on sait, 
M =3M(mMm—I1), CP nr. 
pour la deuxième développée 
Ma = M(9mMm—13), C>o—=4m(m—1), 
et pour la (n+2)ime 
Mn+2 = M+2nm(3m—5), Cn+2 = Co+2nm(3m —5). 


Je donne encore d’autres exemples où le rang à parur duquel la loi 
s'applique est une fonction numérique. Les cas les plus particulière- 
ment intéressants sont ceux où la raison des progressions arithmé- 
tiques est nulle : c’est ce qui se produit pour les épicycloïdes algébri- 
ques et pour deux catégories de courbes comprises dans les énoncés 
suivants : 


THéorëue. — Soit une courbe de degré 2n, ayant à distance finie 
(n—1) points de rebroussement ordinaires et (n—1) (n—2) points 
doubles, et à l’infint sur un cercle deux points corrélatifs du point 
de (n—1)Pte inflexion. Ses développées successives sont du même 
degré et de la même classe ; l'arc de cette courbe est algébrique. 


J'appelle point de (n —1)P{ inflexion un point simple où une 
courbe a avec sa tangente un contact d'ordre n 272. 
La courbe dont 1l est question dans ce dernier énoncé est la corré- 


. + ; » TOUTE 
lative d’une courbe unicursale de degré (2 +1), douée de fee 


points doubles et de deux points de (n — DL inflexion. Un cas parti- 
cuher de cette dernière est fourni par l'équation 


PILE ve DEV pri 
TY——"— + ——— —— = 0, 
LT — y T—Y 
où nest entier. 
Un théorème entièrement semblable a lieu pour la corrélative de la 


courbe 
D EE ln P — O. 


P étant un polynome homogène de degré (2n+1); cette corrélative 
doit être prise de telle sorte que les points circulaires à l’infini 
y soient les transformés des axes de coordonnées. On voit qu'il s’agit 
encore d’une courbe unicursale. 





MÉMOIRE 
SUR LES POINTS SINGULIERS 


DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 


Mémoires présentés par divers savants à l’Académie des Sciences (1), 
L'XXVIS NE ? 


INTRODUCTION. 


Je me propose d'étudier, dans ce Mémoire, l'influence des points 
singuliers des courbes algébriques planes, tant sur les propriétés gé- 
nérales de ces courbes que sur les affections des courbes dérivées, 
par exemple, les corrélatives et les développées. 

L'Ouvrage le plus important qui ait été écrit sur cette matière est 
dû à M. Cayley (Quarterly Journal, t. VIN. Le Mémoire sur les 
fonctions algébriques de M. Puiseux (Journal de Mathématiques, 
1890) contient implicitement, sous la forme algébrique, des résultats 
fondamentaux sur la théorie des points singuliers. M. de la Gournerie 
lui a consacré plusieurs recherches (Journal de Mathématiques, 
t. XIVet XV; Comptes rendus, t. LXXVIT). Enfin M. Painvina, 
en diverses occasions (notamment Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques et astronomiques, t. IV et V), traité quelques-unes des ques- 
tions de cette théorie (?). 


(1) Voir sur ce Mémoire le rapport de M. de la Gournerie, concluant à l’insertion 
dans le AÆecueil des Savants étrangers (Comptes rendus de l’Académie des 
SCLéniCEs, L'ASIE SIN 185, D 07) [Note des éditeurs.] 

(?) Le Mémoire actuel a été présenté à l’Académie au mois d’avril 1874. On ne 
s'étonnera donc pas de n’y pas voir citer les recherches de M. Smith (Soc. math. 
de Londres) et celles de M. Zeuthen (Math. Ann.), dont la publication est 
postérieure. 
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Je vais indiquer succinctement le plan du présent travail, en men- 
uonnant au fur et à mesure les résultats empruntés à ces géomètres. 

Ce Mémoire est divisé en sept articles. 

Dans l'Article 1*, après avoir défini les points singuliers des 
courbes algébriques, je fais remarquer la différence essentielle qui 
existe entre deux espèces de points singuliers : ceux où une courbe 
peut être considérée comme la superposition de plusieurs courbes 
distinctes en un point, simple sur chacune d'elles; ceux où il n’est 
pas possible de le faire. Ces derniers seuls exigent une théorie spé- 
ciale. Deux courbes se coupant en un pareil point, on doit se de- 
mander quel est le nombre de leurs intersections qui y sont réunies. 
M. Cayley a indiqué la solution de ce problème, et M. de la Gournerie 
a appliqué cette solution à plusieurs exemples. Je donne une dé- 
monstration complète du principe de cette solution, que j'énonce 
sous forme de théorème. J’en ai déjà fait usage dans un Mémoire anté- 
rieur (Bulletin de la Société mathématique, t. À. p. 130). Pour ap- 
pliquer cette solution, 1l faut, comme l’a fait M. de la Gournerie, 
calculer certains développements en série, ou du moins quelques 
termes de ces développements, qui représentent des branches des 
courbes considérées. M. Painvin a, dans quelques cas, du reste fort 
étendus, résolu le même problème sans recourir à ces développe- 
ments. La généralisation des solutions de ce géomètre peut se faire 
facilement au moyen des principes contenus dans l’Article I‘ du Mé- 
moire actuel. Mais cette question m'ayant paru ne point tenir au 
fond même de la théorie, j'ai cru devoir la réserver pour un travail 
séparé. | 

L’Article Il contient la démonstration des résultats que j'ai signalés 
plus haut dans le Mémoire de M. Puiseux, et leur interprétation géo- 
métrique, qui est la suivante: Aux environs d'un point singulier 
quelconque, une courbe algébrique peut être considérée comme 
la projection de plusieurs courbes distinctes aux environs de 
points simples de ces courbes. 

Dans les Articles II et IV, je développe les résultats algébriques de 
l'Article précédent; je montre comment, des équations des branches 
d’une courbe en un point singulier, on peut déduire celles des branches 
corrélatives. Ce calcul avait été déjà indiqué, mais moins compléte- 
ment, par M. Cayley. J'en conclus le nombre des points d’inflexion 
absorbés par un point singulier quelconque. 
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Ces trois Articles doivent être considérés comme servant principa- 
lement à faire connaître la nature intime des points singuliers. Ils ne 
sont pas indispensables pour l'intelligence des suivants, où il n’est 
plus fait usage des équations séparées des branches de courbe. Jai 
rejeté, à une Note placée à la fin de ce Mémoire, quelques calculs in- 
dispensables, qui, dans le cours de l’Article IV, auraient ralenti la 
suite des raisonnements, et qui se simplifient par leur réunion. 

Dans les Articles suivants, je fais usage d’un procédé de calcul 
assez expéditif, qui prend naissance dans les propositions de l’Ar- 
ticle [°", J’applique ce procédé, dans l’Article V, au calcul de l’abais- 
sement de la classe d’une courbe dû à un point singulier quelconque, 
en reproduisant un raisonnement de M. Cayley, rendu rigoureux, 
grâce aux propositions de l’Article I*". Je calcule aussi de même le 
nombre des points d’inflexion absorbés, et je détermine de nouveau 
la nature des points correspondants dans la courbe corrélative. 

L’Artcle VI est consacré à l’étude de la développée d’une courbe 
algébrique quelconque, point sur lequel M. de la Gournerie avait 
tout spécialement attiré l’attention des géomètres. Je résous les 
questions qui s'offrent dans cette étude assez complètement pour 
pouvoir y comprendre les développées successives de la courbe et 
donner, dans l'Article VIT, une loi tout à fait générale et très simple, 
suivant laquelle varient les degrés et les classes de toutes les déve- 
loppées successives d’une courbe algébrique entièrement arbitraire. 
J'indique, enfin, par deux exemples, comment on peut déduire de 


ces résultats des catégories étendues de courbes algébriquement rec- 
ufiables. 


ARTICLE PREMIER. 


1. Les premiers principes de l’Analyse infinitésimale conduisent 
immédiatement à la notion de la tangente à une courbe plane en un 
point quelconque de cette courbe, et à la connaissance des propriétés 
fondamentales de cette tangente. Je vais rappeler brièvement ces 
propriétés, en faisant observer toutefois que je n’ai en vue, pour la 
suite de ce Mémoire, que les courbes algébriques. Je n'aurai donc pas 
égard aux dificultés particulières qui s'offrent, dans le cas où l’équa- 
uon de la courbe en coordonnées rectilignes étant F(x, y) =o, la 


foncüon F (x, y), aux environs d’un point de la courbe, n’est pas 


développable par la formule de Taylor. 
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Soit À un point d’une courbe plane. A distance infiniment petite 
du premier ordre de À menons une sécante de direction arbitraire. 
Parmi les points où cette sécante rencontre la courbe, il y en a, en 
général, un et un seul qui soit infiniment voisin de A. Cela étant, le 
point À est un point sémple de la courbe. Il existe alors une droite 
unique passant en À, et telle que le segment infiniment petit unique 
intercepté par cette droite et la courbe sur la sécante soit d’un ordre 
supérieur au premier. Cette droite est la tangente en A. L'ordre de 
ce segment est, en général, égal à 2; ou, d’après une définition 
usuelle, la tangente et la courbe ont, en À, un contact du premier 
ordre. Cela étant, on trouve cette nouvelle propriété que deux des 
points d'intersection de la tangente et de la courbe sont réunis en A. 

Parmi les points simples, il en existe pour lesquels ces deux der- 
nières propriétés n’ont pas lieu. Ce sont les points simples exception- 
nels, où l’ordre du contact de la courbe et de sa tangente surpasse 
l'unité. En ces points, l’ordre de ce contact est toujours un nombre 
entier. On trouve alors que, si » est l’ordre de ce contact, le nombre 
des points d’intersection de la courbe et de la tangente réunis au point 
de contact est nr + 1. Tel est le cas des points d’inflexion. 


2. Un point B d’une courbe plane est dit multiple ou singulier, 
si, parmi les points d’intersection de la courbe et d’une sécante infi- 
niment voisine de B, il y en a plusieurs (réels ou imaginaires) qui 
soient infiniment voisins de B, quelle que soit la direction de la sé- 
cante. Le nombre de ces points est la multiplicité du point B sur la 
courbe. La distance de la sécante arbitraire au point B étant du pre- 
mier ordre, les segments infiniment petits interceptés sur cette sé- 
cante par la courbe et une droite (B) quelconque, menée par B, sont 
aussi du premier ordre. Mais 1l existe une ou plusieurs droites (B) 
telles que, parmi ces segments, il y en ait d'ordre supérieur au pre- 
mier, quelle que soit la direction de la sécante. Ces droites (B) sont 
les tangentes de la courbe au point B. Si le nombre de ces tangentes 
est égal à la muluplicité du point B, on reconnaît aisément, ainsi 
qu'on le verra bientôt, que l’ordre du contact de chacune d’elles avec 
la courbe est, comme précédemment, un nombre entier, La courbe 
peut alors, aux environs du point B, être assimilée, avec telle approxi- 
mation que l’on voudra, à plusieurs courbes distinctes, se coupant 
au point B, qui, sur chacune d'elles, est un point simple. On conçoit 
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donc que de tels points singuliers n’exigent aucune étude spéciale, 
toutes leurs propriétés découlant immédiatement de celles des points 
simples. Par exemple, on reconnaît de suite que le nombre des points 
communs à la courbe et à une de ses tangentes réunis en un tel point 
est égal à la multiplicité de ce point, augmentée de l’ordre du con- 
tact de la tangente et de la courbe. 

Une pareille assimilation n’est évidemment plus possible si, au 
point B, une tangente a, avec la courbe, des contacts d'ordre fraction- 
naire. C’est ce qui arrive, par exemple, au point de rebroussement 
que présente, à l’origine des coordonnées, la courbe x? —7*. Ce 
point est double. La courbe y possède une tangente unique, l’axe 
des y, avec laquelle elle a deux contacts d’ordre . Pour de tels points 


singuliers, quel est le nombre des intersections de la courbe et 
d’une de ses tangentes, réunies au point de contact? Étendant à ce 
cas les résultats relatifs aux points simples que je viens de rappeler, 
M. Cayley résout la question au moyen d’un raisonnement qu'il suffira 
d'appliquer à l'exemple ci-dessus pour le faire comprendre. 


I 
L'axe des y a un contact d'ordre - avec chacune des deux branches 


, 4 ; I \ s. 5 
de la courbe à l’origine. Il a donc, en ce point, (= +1) points d’in- 
tersection, avec chacune de ces branches, réunis. Par suite, à l’ori- 
gine, le nombre des RE d'intersection réunis de cette droite et de 


la courbe est 2 (+1)=3 . Ce dernier résultat est, en effet, exact. 


Mais 1l est indispensable de s'assurer que pareil raisonnenent con- 
duira, dans tous les cas, au résultat cherché. Nous y parviendrons 
aisément au moyen d’une proposition qui va être établie immédiate- 
ment. 


3. J'établis d’abord un lemme, conséquence immédiate d’une pro- 
position bien connue. 

Soit F(x, y)—o l’équation sous forme entière d’une courbe algé- 
brique; soient, dans son plan, deux points quelconques m, x, ayant 
pour coordonnées &, b et «,f$. Par ces deux points menons deux 
sécantes parallèles rencontrant la courbe respectivement en des 
POINTE SEEN CLIN VERRE 


On a la relation 
TON TI LIL 0e puy. pv”. 


F{&,.8}100m F(2,8). 
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Le point y restant quelconque, supposons que le point » soit in- 
finiment voisin d’un point À de la courbe, et dont la multiplicité 
soit p. Dans ce cas, pour une direction quelconque des sécantes, 1l y a, 
parmi les points », n',..., p points infiniment voisins de m». Si la 
direction des sécantes coïncide avec celle d’une des tangentes en A, 
le nombre des points x, n', ..., infiniment voisins de m, est supé- 
rieur à 9. Dans l’un et l’autre cas, tous les segments uy, ay’, ... sont 


finis. Par suite, la somme des ordres des segments infiniment petits 


mn, mn,...,est égale à l’ordre de F (a, db), quelle que soit la direc- 
) ) ù D ? 14 I 

ion des sécantes, pourvu que les segments ny, 4v', ..., soient tous 
finis. 


Il reste à considérer ce qui arrive quand cette dernière supposition 
n'a pas lieu, c’est-à-dire lorsque les sécantes deviennent parallèles à 
une asymptote de la courbe. Soit donc D une sécante issue de m», et 
dont la direction soit celle d’une asymptote. Je vais montrer que, 
dans ce cas encore, la somme des ordres des segments infiniment 
Dé er, .., cst égale à l’ordre de F(a, D). 

Pour calculer les segments tels que mn, on procède de la manière 
suivante. On transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au 


oint »»7, en posant 
P ; 
Le dE, Vy=b+Nn. 


Désignant par 6 l’angle de la sécante avec l’axe des £, on rem- 
place et n par r cosb, r sinÿ. On obtient ainsi 


(1) o=F(xr,y)=F(a+éi,b+n)=Ao+Air+Aort+.... 


Cette équation détermine les valeurs de 7° ou des segments mn, 
mn',.... Dans le cas où quelques-uns de ces segments sont infini- 
ment petits, 1l en est de même de quelques-uns des coefficients A, 
A,,.... Pour déterminer la partie principale d’une quelconque des 
racines 7, infiniment petites, on peut ne prendre dans l'équation (1) 
qu'une partie de ses termes. Si, par exemple, A;est le premier des coef- 
ficients A5, À,,..., À; qui ait une valeur finie, il sera inutile de con- 
sidérer les termes suivants. Si donc j'ajoute, dans le second membre 
de (1), des termes Bz7”, de degré supérieur à £, et à coefficients finis, 
la nouvelle équation contient le même nombre de racines infiniment 
petites que (1), et ces deux groupes de racines ont les mêmes parties 


principales. 
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Je prends pour chaque coefficient B; un polynome homogène de 
degré k en cos et sinf. De cette façon, la simple substitution de x 
et y à a—+rcosÿ, b+rsint, dans le second membre modifié, 
donne lieu à un polynome en +, y, que je désigne par ®(x,y). Je 
considère la courbe (x, y) —o, et les points n,, n;, ... infini- 
ment voisins de m, où la sécante D la rencontre. La somme des 
ordres des segments mn,, mn',... est égale à celle des ordres des 
segments mn, MN, .... 

D'ailleurs, en vertu de (1) on a 


F(a 0) AR 
et de même 
Dash) An 
donc 
ET) = DUT ET 


Or on peut disposer des termes que l’on a ajoutés au second mem- 
bre de (1), de manière à fixer, à volonté, la direction des asymptotes 
de la seconde courbe. On peut donc supposer que D n’a pas pour di- 
rection celle d’une asymptote de cette dernière. 

Donc la proposition ci-dessus s'applique à cette courbe, et la 
somme des segments mn,, mn,.... est égale à l’ordre de (a, b). 

Donc la somme des ordres des segments mn, mn', ...est égale à 
l’ordre de F(a, b). 


J'ai donc, sans aucune restriction, la proposition suivante : 


Lemme. — St, par un point m, infiniment voisin d’une courbe 
algébrique, on mène une sécante de direction quelconque, la 
somme des ordres des segments infiniment petits interceptés sur 
cette sécante, entre le point m et la courbe, est indépendante de la 
direction de la sécante. St F(x, y)—o est l'équation dela 
courbe en coordonnées rectilignes et sous forme entière, cette 
somme est égale à l’ordre de F(a, b), a et b étant les coordonnées 
du point m. 


4. Prenons maintenant, pour la sécante issue du point m, la 
droite mA, qui joint le point #7 au point À de la courbe. Soit w le 
nombre des points d’intersection de cette droite et de la courbe, 
réunis en À. Nous avons alors w segments infiniment petits, égaux 
à mA. Si nous supposons mA infiniment petit du premier ordre, la 
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somme des ordres de ces segments est égale à w. Par suite, w est égal 
à l’ordre de F(4, b). 

Mais, en vertu du lemme précédent, cet ordre est égal à la somme 
des ordres des segments infiniment petits interceptés entre le point » 
et la courbe sur toute sécante issue de m. On peut donc énoncer le 
théorème suivant : 


Taéorkue 1. — Le nombre des intersections d’une courbe algé- 
brique et d’une droite réunies en un point À est égal à la somme 
des ordres des segments infiniment petits interceptés par la courbe 
et la droite sur une sécante quelconque, rencontrant la droite en 
un point dont la distance à À est infiniment petite du premier 
ordre. 


Corozzaire 1. — La somme des ordres de ces segments est tou- 
Jours un nombre entier. 


Désignons par (À) la droite issue de À et par D la sécante que 
nous supposerons donnée, à distance infiniment petite du premier 
ordre du point À, et faisant des angles finis avec les tangentes de la 
courbe en A. 

Si la droite (A) a une direction quelconque, les segments infini- 
ment petits interceptés sur D par cette droite et la courbe sont du 
premier ordre. La somme w de leurs ordres est égale à leur nombre 
ou à la multiplicité o du point A. 

Si la droite (A) coïncide avec une tangente de la courbe en A, 
quelques-uns de ces segments sont d’ordre supérieur au premier. 
Soient alors (1 +), (1+@2), ..., (1 +a,) les ordres de ces seg- 
ments, quelques-uns des nombres positifs 4 pouvant être nuls. 

D'après le théorème I, le nombre des intersections de (A) avec la 
courbe, réunies en À, est égal à 


d'a+ 4) = 0 +D 2. 


Donc : 


Corozzaire Il. — Le nombre des intersections d'une courbe algé- 
brique avec une de ses tangentes, confondues au point de con- 
tact, est égal à la multiplicité de ce point, augmentée de la 
somme des ordres des contacts de cette tangente avec les diffé- 
rentes branches de la courbe au même point. 
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Par suite, la somme des ordres de ces contacts est toujours un 
nombre entier. 

Si le nombre des tangentes, au point À, est égal à la multiplicité 
du point, en faisant coïncider (À) avec l’une d'elles, on n'a qu'un seul 
segment dont l’ordre surpasse l'unité. L'ordre de ce segment est 
donc un nombre entier. Ainsi, dans ce cas, chaque tangente a, avec la 
courbe, un contact d’un ordre entier, comme on l’a annoncé plus 
haut. ; 

On remarquera que le corollaire IT justifie pleinement le procédé 
employé par M. Cayley pour compter le nombre des intersections 
d’une courbe et de sa tangente, confondues au point de contact. 

». C’est en procédant d’une manière analogue à celle que j'ai rap- 
pelée pour ce dernier problème, que M. Cayley parvient à compter le 
nombre des intersections de deux courbes algébriques, confondues 
en un point singulier commun à ces deux courbes. La solution de ce 
dernier problème va m'occuper maintenant. Il serait aisé d’y parvenir 
directement par l’application des principes généraux de l’élimi- 
nation. Je suivrai ici, de préférence, une marche analogue à celle qu'a 
suivie M. Chasles pour la démonstration géométrique du théorème de 
Bezout. (Comptes rendus, t. LXXV et LXXVI.) 

Soient S, S’ deux courbes algébriques d’un même plan. Prenons 
pour points correspondants, sur l’une et l’autre courbe, les points 
qui ont même ordonnée y, et considérons la courbe , engendrée par 
un point dont les coordonnées rectilignes 6, n soient les abscisses x, x! 
de deux points correspondants. Chaque couple de points corres- 
pondants est représentée par un point de Ÿ; un couple de points 
correspondants et confondus, par un point d’intersection de E et de 
la bissectrice des axes. Pour compter le nombre des intersections de 
S et de S’ réunies en un point O, il suffit donc de compter le nombre 
des intersections de E et de la bissectrice des axes réunies au point 9, 
qui représente le point O. Pour compter ce dernier nombre, on 
n'aura qu à appliquer le théorème I. 

Prenons le point O pour origine des coordonnées x, y. Le 
point Q est alors l’origine des coordonnées £, 1. Menons une sécante 
parallèle à l'axe Qrn, d'abscisse £ infiniment petite du premier ordre. 
S1 n est l’ordonnée d’un point de Ÿ, d’abscisse £, les segments inter- 
ceptés par £ et la bissectrice des axes sont proportionnels aux diffé- 
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rentes valeurs de (n—£). Le nombre cherché est donc la somme des 
ordres des valeurs infiniment petites de (n—£). 

Cherchons maintenant ce que représentent ces valeurs de (n—£) 
relativement aux courbes S, S'. Par définition £ et n sont les ab- 
scisses z, x' de deux points, de même ordonnée, des courbes S et S”. 
Donc (n—£) est un segment rm! intercepté par S et S' sur une pa- 
rallèle à Ox, le point » de S ayant pour abscisse x —EË. 

Nous avons donc à considérer les différents points m de S, infini- 
ment voisins de O, situés sur la sécante æ —£; par chacun d’eux 
mener une parallèle D à Ox; sur chacune de ces parallèles D prendre 
les points »/, infiniment voisins de O et appartenant à S’, et faire la 
somme des ordres des segments 7m situés sur ces droites D. 

Soit F'(x, y)=o l’équation sous forme entière de la courbe S/. 
L'ordre de F'(x, y), où l’on met pour x et y les coordonnées d’un 
des points m, est précisément, d'après le lemme, égal à la somme 
des ordres des segments rem situés sur la droite D issue de m. Donc, 
en premier lieu, le nombre des points d’intersection des deux courbes 
réunis en O est égal à la somme des ordres des quantités F'(x, y) 
quand on prend successivement pour le point (x, y) tous les points 
d’intersection, infiniment voisins de O, de la conrbe S et d’une sé- 
cante æ — Ë à distance infiniment petite du premier ordre du point O. 

En second lieu, d’après le même lemme, nous pouvons remplacer 
la somme des ordres des segments »#1m/, situés sur D, par celle des 
ordres des segments interceptés, à partir de mn, par la courbe S', sur 
une autre sécante issue de »#, par exemple sur la droite x—£. Alors 
tous les segments qu'on à à considérer à partir des divers points m2 
sont situés sur la même droite. Nous pouvons donc dire que : 


THéoreMme Il. — Le nombre des intersections de deux courbes, 
réunies en un point O, est égal à la somme des ordres des seg- 
ments infiniment petits et infiniment voisins de O, interceptés 
par les deux courbes sur une sécante quelconque dont la distance 
au point O est infiniment petite du premier ordre. Et, sous une 
autre forme, st F(x,7y)=o est l'équation, sous forme entière, de 
l’une des deux courbes, le méme nombre est égal à la somme des 
ordres des quantités infiniment petites F(x,7y), le point (x,Y) 
étant placé successivement aux différents points, infiniment vot- 
sins de À, où l’autre courbe rencontre la sécante. 

H, 19 
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Si la sécante a une direction différente de celle d’une quelconque 
des tangentes des deux courbes en O, le nombre des points, infini- 
ment voisins de O, où elle rencontre une quelconque des deux 
courbes est égal à la multiplicité du point O sur cette courbe. Si 


! sont les multiplicités du point O sur S et sur S/, le 


donc petp 
nombre des segments à considérer est pp’. Ces segments sont d’ail- 


leurs alors tous d’ordre au moins égal à l’unité, Soit, en général, 
1+ a l’ordre de l’un d’eux. La somme de leurs ordres est po’ + o. 


On a donc cette autre forme du théorème II dans un cas particulier : 


CorozLaire. — Le nombre des intersections de deux courbes, 
réunies en un point, est égal au produit des multiplicités de ce 
point sur les deux courbes, augmenté de la somme des ordres des 
contacts des branches d'une courbe avec les branches de l’autre. 


ARTICLE II. 


1. Parmi les résultats de l’Article précédent, remarquons celui-ci 
(n° 4, théor. 1, coroll. Il): La somme des ordres des contacts, en 
un point d'une courbe algébrique, entre cette courbe et une tan- 
gente, est toujours un nombre entier. Ainsi, en un point d’une 
courbe algébrique, une branche ayant avec sa tangente un contact 
d'ordre fractionnaire ne saurait exister seule. 

De cette remarque naît l’idée d’une recherche importante. Com- 
ment se groupent les diverses branches dont la coexistence est ainsi 
nécessaire ? La réponse à celte question est fournie par un des résul- 
tats contenus dans l'important Mémoire sur les fonctions algé- 
briques, de M. Puiseux (Journal de Mathém., 1850). Pour le but 
que Je me propose, ce résultal peut être obtenu très brièvement, 
comme on va le voir, et recevoir de nouveaux développements. 

Soit f (x, y) —=0 l'équation d’une courbe algébrique passant à l’ori- 
gine des coordonnées. Pour une valeur donnée, infiniment petite, 
de y, cette équation admet des racines x infiniment peutes. Soient + 
l’une d’elles et cy” sa partie principale (*). Posons x—cy"*=—Ë;, et 


soit AU] ti “ncipale de £.: co LIVE 7 PRE = TES 
soit C, y": la partie principale de &,; posons &, —c, y“1—%;, et soit 


(') D’après le parallelogramme de Newton, l'exposant n est toujours commen- 
surable. 
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Ca y':, la partie principale de &,, et ainsi de suite. Nous mettons la 
racine æ sous la forme 


Vu (F4 ls LE Cr Ca Va. + 408 ALL On Éj+1. 


Les quantités €, c,, ...,c; sont des constantes; les nombres n, 
Ri,-.., Ai, Qui peuvent n'être pas entiers, croissent avec leurs in- 
dices, et l’ordre de £;,, est supérieur à celui de y". 

L'expression de (x — £i11), donnée par cetle équation, constitue 
l’ensemble des (£+1) premiers termes du développement de x sui- 
vant les puissances croissantes de y, ou ce qu’on peut appeler une 
exæpression approchée de la racine x. 

Réduisons les exposants n, n,,..., n; à leur plus petit dénomi- 
nateur commun N. Posons y=1n". L'expression approchée de x de- 
vient un polynome entier F (n), s’'évanouissant avec la variable. Pour 
une valeur donnée de y, la variable à est susceptible de N détermina- 
uons différentes. Il est tout d’abord bien aisé de voir qu’à ces N va- 
leurs de n répondent aussi N valeurs différentes pour F(n). Il suffira 
de démontrer que, pour deux déterminations différentes de n, il est 


impossible que tous les termes de F(n) se reproduisent à Ja fois. 
Soient 


= —) I Dar ALIAS ETS 
Î N 


Désignons par w une racine primitive de l’équation binome x 1, 
et par n une des déterminations de n. Une quelconque des autres va- 
leurs de n est w®n, à étant un entier inférieur à N. Pour qu'un 
terme n”# de F(n) ait la même valeur quand on donne à n les deux 
valeurs n et wn, il faut et il suffit que l’on ait w®#4 1, c'est-à-dire 
que am, soit divisible par N, puisque w est une racine primitive de 
l'équation binome de degré N. Pour que tous les termes de F(n) ac- 
quièrent tous les mêmes valeurs avec les deux déterminations de n, 1l 
faut donc que am, am,,..., am; soient à la fois divisibles par N. 
Comme a est inférieur à N, il faut que tous les nombres 2 aient un 
même facteur commun avec N; ce qui est impossible, puisque, par 
hypothèse, N est le plus peut dénominateur commun des fractions 


m mi Mi 
| — 2 . , ——— 0 


N N N 


Il est donc prouvé que, pour une valeur donnée de y, l'expression 
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approchée F(r) de la racine x est susceptible de N valeurs. Je vais 
montrer maintenant que ces N valeurs sont les expressions appro- 
chées d'autant de racines de l’équation f(x,y)=0. 

Remplacons, pour un instant, dans f, y par n°. Nous avons une 
nouvelle équation © (x, n)—o, et il est clair que F (n) est l’expres- 
sion approchée d’une racine x de cette dernière. Par suite, si l’on 
remplace n par Àn, À étant une constante arbitraire, on voit que 
F (An) est l'expression approchée d’une racine x de 2 (æ, An) = 0. 
Prenons pour À une racine N° de l’unité, nous avons pour F(An) 
une des autres déterminations de F(n). Comme on a, d’ailleurs, 


v(x,n)=gp(r, JN) = f(x, y), 
on a encore 
p(r, An) = 9x, ANnN) = g(x, NN) = f(x, y). 


Par suite, F(An) est l'expression approchée d'une autre racine de 
éCUATION EL AH) 0 

Voici maintenant une conséquence immédiate de cette proposition. 
Le nombre des racines d’une équation algébrique étant toujours fini, 
si loin qu'on pousse le développement de la racine x, on aura néces- 
sarement pour N un nombre fini. En d’autres termes, une racine 
étant développée en série illimitée, les exposants de tous les termes 
de cette série se réduisent à un plus petit dénominateur commun 
fini N. Cela étant, la série représente N racines différentes de l’équa- 
ion proposée. 

Nous venons de voir que l’on passe de l’une à l’autre de ces racines 
en changeant la détermination de r. Ce passage peut être effectué 
d’une autre manière. Considérons, en effet, pour y une valeur imagi- 


naire quelconque, de module 7° et d’argument 2, 
vV= reV-1. 
Une détermination quelconque de % est de la forme 


Vv—1(P+24T) 


1 
1 —— 7Ne N 
Cette détermination est précisée si l’on précise l’enter arbitraire Æ. 
Une autre détermination sera de la forme 


1 V—1[D+2(k4+4)T] 
re N 


— RE 
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Or, on peut la considérer comme la même détermination que 
précédemment, appliquée à la valeur suivante de y : 


Y=re V=1(9+24"7) 


Par suite, diverses racines x considérées se permutent les unes 
dans les autres quand la variable imaginaire y décrit un cercle. 

Cette propriété a fait attribuer par M. Puiseux, au groupe des 
racines dont 1l s’agit, le nom de groupe circulaire. J'emploierai 
dorénavant cette dernière dénomination. 

En résumé, nous avons obtenu ce résultat qu’une racine x de 
l'équation f(x, y)=0, infiniment petite avec y, fait partie d’un 
groupe circulaire de N racines, représentées toutes à la fois par 
un développement procédant suivant les puissances entières de 1, 
s’évanouissant avec n, et tel qu'il n'existe aucun facteur commun à 
la fois à N et à tous les exposants de n dans ce développement. 
Limitons ce développement à un terme, qui sera aussi éloigné que 
l’on voudra, mais défini, et tel que le développement ainsi limité 
n'ait pas moins de N valeurs. Le groupe circulaire est alors repré- 
senté approximalivement par les équations 


ET DE TP RE Te, 


où F(n) est un polynome entier s’évanouissant avec n et tel qu’il 
n'existe aucun facteur commun à la fois à N et à tous les exposants 
de n dans ses termes. Ces deux équations définissent une courbe 
algébrique qui représente approximativement une portion de la 
courbe f(x, y) —=0 aux environs de l’origine des coordonnées. Si 
les valeurs de x fournies par les équations (1) ne sont pas d'ordre 
inférieur à l’unité, relativement à y, c’est-à-dire si le premier terme 
de F (n) n’est pas de degré inférieur à N, l’axe des æ n'est pas 
tangent à la courbe (1). Alors, par définiuon, l’origine est, sur cette 
courbe, un point multiple d'ordre N. Les N équations qu'on obtient 
en remplaçant successivement, dans æ=F(), n par ses N déter- 
minations, définissent N branches de la courbe que, d’après M. Cayley, 
Jappelle branches partielles. Leur ensemble constitue un groupe 
circulaire. Chacune d’elles représente approximativement une branche 
parüelle de la courbe primitive f(x, y) —0, dans les environs de 
l’origine. 

Si l'équation f(x,y)—o admet une racine infiniment petite qui 
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ne fasse pas partie du précédent groupe circulaire, cette racine fait 
partie d’un second groupe analogue, comprenant N' racines, et ainsi 
de suite. Si de même l’axe des x n’est pas tangent aux branches 
partielles du nouveau groupe, on a, dans ce groupe, N’ branches 
partielles, etc.; en sorte que l’origine est, sur la courbe, un point 
multiple d'ordre N + N'+.... 


Nous résumons ce qui précède dans l’énoncé suivant : 


Taéorkue |. — Une courbe algébrique quelconque, aux envi- 
rons d’un de ses points, se compose de branches partielles dont 
le nombre est égal à la multiplicité de ce point. Ces branches se 
répartissent en groupes distincts, nommés circulaires, de telle 
sorte que les branches d’un méme groupe circulaire sont repré- 
sentées toutes à la fois, indépendamment de toutes les autres, et 
avec telle approximation que l’on veut, par les branches d’une 
même courbe algébrique qui, au point considéré, ne contient 
aucune autre branche. 


2. Il sera bon de remarquer que, si le développement qui repré- 
sente un groupe circulaire est à coefficients réels, ce développement 
même ne peut avoir qu'une valeur réelle si N est impair, et deux 
si N est pair. Par suite, parmi les N branches partielles d’un groupe 
circulaire, 1l y a toujours (N — 1) ou (N — 2) branches imaginaires, 
suivant que N'est impair ou pair. Dans la suite, 1l demeurera entendu 
que je ne ferai aucune distinction entre les branches réelles ou ima- 
ginaires. 

Voici une autre remarque : les divers groupes circulaires de 
branches partielles d’une même courbe se séparent comme appar- 
tenant approximativement à des courbes distinctes. Si l’équation 
de la courbe proposée est à coefficients rationnels, il arrivera géné- 
ralement que l'existence d’un groupe circulaire entraînera forcé- 
ment la coexistence de plusieurs autres groupes circulaires analogues. 
C'est ce qui se produira si les coefficients du développement qui 
représente ce groupe circulaire sont des fonctions d’une racine d’une 
équation irréductible. Cela étant, si l’on remplace, dans les coeffi- 
cients du développement, cette racine par une quelconque des 
autres racines de la même équation, le nouveau développement 


représente un nouveau groupe circulaire de branches de la courbe 
proposée. 
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Sans m'arrêter à démontrer cette proposition, ce qui serait au 
reste bien facile, je fais observer qu'il est alors impossible de repré- 
senter séparément ces divers groupes circulaires par des courbes 
distinctes, dont les équations soient à coefficients rationnels. Pour 
le but que j'ai en vue, ce nouveau groupement n’est pas utile à 
considérer; et Je n'aurai pas à faire usage de ces liaisons qui peuvent 
exister entre les divers groupes circulaires relatifs à un même point 
d’une courbe. 


3. Une autre remarque conduit à donner au théorème Î une forme 
très différente. Reprenons les équations (1), en y mettant z au lieu 
de n et y supposant m > N, 


M N(z) = csMm+ cs + ..., ras 


F (z) étant, comme précédemment, un polynome entier, ces 
équations définissent une courbe algébrique dans l’espace. Le 
point O, origine des coordonnées, est un point simple de cette 
courbe, mais généralement un point simple exceptionnel. Si l’on 
écarte le cas de N—1, pour lequel il n’est pas besoin de considérer 
cette courbe auxiliaire, on voit avec la plus grande facilité que la 
tangente en O, qui est l’axe Oz, a avec la courbe un contact d'ordre 
(N—1}, et que le plan osculateur en O, qui est le plan des y 3, a, 
avec la même courbe, un contact d'ordre (m —1). 

Ainsi : 


Taéorème Il. — Les branches partielles d'un même groupe 
circulaire constituent la projection d'une courbe aux environs 
d’un point simple. 


Passons maintenant au cas d’un point singulier composé de plu- 
sieurs groupes circulaires, et nous voyons que : 


Taéorème IT. — Aux environs d'un point singulier quelconque, 
une courbe plane algébrique est représentée, avec telle approxt- 
mation que l’on veut, par la projection de plusieurs courbes 
distinctes aux environs de points simples de ces courbes. 


Cette proposition procure le moyen de former un point singulier 
quelconque par la déformation continue d’une figure ne contenant 
que des points simples et des points doubles. Je ne développerai pas 


A 
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ici cette notion, point de départ d’une théorie géométrique que je 
me propose d'étudier dans une autre occasion, et J'indiquerai simple- 
ment un exemple de la déformation dont il s’agit. 

Je prendrai pour exemple la courbe 


TT VE. 


q et P étant des entiers premiers entre eux, et P> g(!). 
Cette courbe est la projection de la suivante CG 


DCE VENT: 


La projection de GC, parallèlement à une direction arbitraire, ne 
contient, à distance finie, comme points singuliers, que des points 
doubles, pieds des projetantes qui rencontrent C en deux points 
différents. Sur cette projection, la projection de l’origine des coor- 
données est un point simple, où la courbe a, avec sa tangente, un 
contact d'ordre (q—1). 

Si la direction des projetantes vient à coïncider avec l’axe Oz, 
un certain nombre des projetantes doubles ci-dessus coïncide avec 
cet axe et la déformation est opérée. D'une théorie qui sera bientôt 


exposée ici (?), 1l résulte que le nombre de ces projetantes doubles 
; .(g—=rn (Pl) 
est égal à (RURReUE 
2 
Ainsi le point singulier considéré résulte de la déformation d’une 
(g—1)(P—1) 


1] ) CLR 
courbe dont —— points doubles se réunissent avec un 


point simple où la courbe a, avec sa tangente, un contact d'ordre 
(g —1). On verra aussi que les boucles de courbe qui s’évanouissent 
conliennent (P —1) points d'inflexion. 

J'ajoute que c'est là une généralisation de faits bien connus dans 
le cas d’un point de rebroussement ordinaire. 


ARTICLE II. 


1. La répartition des branches d’une courbe, aux environs d’un 
point singulier, entre divers groupes circulaires, est indépendante 


(') Cet exemple est emprunté à M, de la Gournerie. Recherches sur les surfaces 
réglées tétraédrales symétriques, p. 206 et 207. 
(?) Voir Article III. 
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des coordonnées employées pour y parvenir. Bien que ne ressortant 
pas immédiatement des raisonnements précédents, cette conclusion 
paraît si naturelle que je ne m’arrêterais pas à la jusufier, si je ne 
devais pas rencontrer en même temps d’autres résultats importants : 
le classement des branches d’un même groupe circulaire sera le 
premier de ces résultats. 

Je reprends donc l'équation d’un groupe circulaire 


PTE C4 1 M) CAE Goiace ie 


dont le second membre peut être illimité, mais où les exposants 
R, a, le, .., à linfini ont un plus petit dénominateur commun 


fini N. 


Je réduis tous les exposants » à leurs plus simples expressions. 
WP NE 
Soit — celle du premier n. Posons y —7y?, et réunissons tous les 
q ; 


termes dont les exposants ont en dénominateur de simples diviseurs 
de q, jusqu'au premier de ceux qui ne sont pas dans ce cas. L’en- 
semble de ces termes constituera une expression de la forme 
J\F,(y1), F, ne contenant que des puissances entières et positives 
et commençant par un terme constant. 

Je considère le plus petit exposant des termes non compris dans 
ce premier eroupe. Le plus petit dénominateur commun à cet 


A (te . . re … - 
exposant et à : est un multiple de 4, que je désigne par gg1. Soit 





Pi TRS < 2 1 for 
DC hosant POUSIUérC- Jesse Je et jeNlOrme, en 
> 


commençant par le terme dont il s’agit, un groupe analogue au 
précédent, et de la forme y!'F,(72), F, ne contenant que des puis- 
sances entières et positives et commençant par une constante. 
Dans ce groupe sont compris tous les termes dont les exposants 
5 | [ ] 
le = ’ 5 , e A 
admettent avec — un plus petit dénominateur commun supérieur à q 
q 
et diviseur de gg,, jusqu’au premier de ceux qui ne sont pas dans 
ce cas. 
En posant de même y; —7y#:, on formera un nouveau groupe 
1 3), F3 étant de même définition que F,. Dans ce groupe 
3 3 , 2 D 
seront compris tous les termes dont les exposants admettent avec 


P P ; : : ue à 
ét un plus petit dénominateur commun supérieur à qq: et 
1 


diviseur de ggig», ce plus petit dénominateur commun étant d’ail- 
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leurs précisément gqgige pour l’exposant du premier terme du 
groupe. 

En continuant de la sorte, je répartis tous les termes du déve- 
loppement en un nombre fini de groupes, dont le dernier commence 
par un terme dont l’exposant n’admet pas avec tous les précédents 
de dénominateur commun inférieur (à N. Soit (s+1) le rang de ce 
dernier groupe. On y parviendra après avoir posé successivement 


Q) Y=rT,, pif, az y, ..., ps=yh4,, N=gqgigs...gs. 
Le développement prend la forme 
(2) = y Fiyi) 7h Fay) + y Fa(ys) +. + y Es) 


Les fonctions F ne contiennent que des puissances entières et 
positives, et commencent chacune par un terme constant. 

À l’égard des exposants entiers P, il résulte de leur formation 
même qu'on à constamment P;> P;_;g;, quel que soit #, et que 
chaque nombre P; est premier avec le nombre g; de même indice. 
Ces nombres ne remplissent pas d’autre condition. Il est, en effet, 
aisé de voir, et je ne m'y arrête pas, que cette dernière condition 
suffit pour que les fractions 


PART P, P, 


q'O4di 9di92 Qigr-..Qs 








n'aient point de dénominateur commun inférieur à celui de la 
dernière d’entre elles, ou N. Par suite, cette condition remphe, 
N est le plus peut dénominateur commun des exposants de y dans 
le développement (2). Donc, sous cette condition, la formule (2) 
donne la représentation générale d’un groupe circulaire. 

On n'aura généralement à considérer dans la suite que le premier 
terme de chaque groupe. Quand il en sera ainsi, on pourra se borner 
à figurer chaque groupe par ce premier terme caractéristique, que, 
pour éviter toute confusion, on entourera d’une parenthèse. Ainsi 
la formule (2) s’écrira 


X — (&y\) _” (ay) “ee (ay) Ne (asyh, L 


ou, plus simplement, si l’on n’a pas à considérer les valeurs des 
coefficients. 


(3) ee (7? ren (EE AG EURE 


SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 299 


2. Ainsi qu'on l’a expliqué plus haut, on obtient les N valeurs 
1 


de æ en prenant une seule détermination de y", et faisant ensuite 
décrire (N —1) circonférences à la variable y. Précisant davantage, 
je suppose y donné, son argument Ÿ étant choisi entre o et 27. Les 
équations (1) déterminent les modules de y, Yo, ..., Yi. Nous 
précisons ces variables en prenant leurs arguments égaux à 

) (] 0 

Re y 
q qgi Jr gs 
c'est-à-dire en prenant, pour ces variables, les déterminations qui 
sont réelles et positives avec y. 

À la valeur de x, ainsi déterminée, nous donnerons le premier 
rang. Si l’on conçoit que la variable y décrive un cercle de rayon 
égal au module de la valeur donnée, son argument partant d’ail- 
leurs de zéro, on voit que la valeur de x, de rang 1, s'obtient 
pendant le premier tour. De même, pendant chacun des N pre- 
miers tours, on obtient une nouvelle détermination de x. Je dé- 
signe chacune d'elles par le rang du tour pendant lequel on l’obtient. 

On voit immédiatement que deux valeurs de x, dont les rangs 
ne diffèrent que par un multiple de gqg:...qi, ne diffèrent elles- 
mêmes qu à partir des termes du groupe de rang (+2). Si y est 
infiniment petit du premier ordre, la différence de ces deux valeurs 


est de l’ordre 
ER 


4q41---qiqi+1 


Ainsi, pendant les g premiers tours, on obuent les valeurs de 
rang 1, 2, ..., g, dont les différences sont d’ordre ge 

Auprès de chacune d'elles viennent ensuite se grouper d’autres 
valeurs de æ qui n'en différent que par des infiniment petits 
d'ordre supérieur, et qui se distribuent de la même façon. Ainsi, 
pendant les tours de rangs 9 +1, 2941, .. , (gi —1)qg+1, on 
obtient (q, — 1) valeurs de x quise groupent avec la première et n’en 


34 , : : P 
diffèrent que par des infiniment petits d'ordre CFA 
1 


Auprès de chacune de ces dernières, nouveau groupement. Par 
exemple, pendant les tours de rangs 


(ggi+1), (2gqi+i), ..., [(ge—1)ggi+il, 
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on obüent (9, — 1) valeurs de x, qui ne diffèrent de la première 


Jqi 2e 
Ce classement des valeurs de x, nous l’appliquons naturellement 


> ELC: 





que par des infiniment petits de l’ordre 


aux branches partielles représentées par le groupe circulaire. Il 
faut toutefois observer que le groupe circulaire (3) ne content, 
par définition, N branches que s’il n’est pas tangent à l’axe des x. 
Sous cette condition, qui revient à PZ9, j'applique le classement 
précédent aux branches partielles, qui seront ainsi numérotées 
der AN \07 RTE 

Je vais montrer maintenant que ce classement est indépendant 
des axes de coordonnées. 


3. Je suppose d’abord ce classement eflectué au moyen de 
l'équation (5), l'axe des y étant tangent au groupe circulaire, et Je 
change l’axe des x seul. Ge changement s’effectuera en remplaçant x 
par _ et y par y + fx, à et $ étant deux constantes. Si l’on fait ces 
susbstitutions dans l'équation (3), qu'on y développe le second 
membre, on parvient facilement, grâce à l'hypothèse P>g, à 
apercevoir que les termes caractéristiques du second membre sont 
les mêmes que précédemment. Par suite, le changement d’axes 
effectué, l'équation (3), bornée à ses termes caractéristiques, subit, 
pour tout changement, celui qui provient de la multiphication par & 
des coefficients de ces termes. Faisant abstraction des coefficients, 
nous pouvons dire qu'elle n’a pas changé. 

Nous observons de plus que la nouvelle variable y ne diffère de 
la première que par la quantité fx infiniment petite par rapport 
aux deux variables y. Ces dernières ont donc même partie principale, 
et si on les fait tourner simultanément, elles sont toujours simulta- 
nément dans un tour de même rang. 

Si donc je prends un point de la courbe et que je classe la branche 
à laquelle il appartient avec les nouveaux ou avec les anciens axes, 
j'assigne toujours à cette branche le même rang. 

Il faut toutefois observer que cette conclusion n’est absolument 
exacte que si la constante & est réelle et positive. Dans le cas opposé, 
son argument n’est pas nul, et l’on voit que le classement absolu des 
branches peut être modifié, mais non leur ordre. Ainsi, par exemple, 
Je considère la courbe 
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Pour y = 1,Jje distingue un point sur chacune des quatre branches. 
Les abscisses de ces points sont : 


Si je change x en — x, ce qui équivaut à un changement de l’axe 
des æ, la troisième branche devient la première, la quatrième devient 
la deuxième, etc. 

Ainsi, l'axe des y étant la tangente au groupe circulaire, le 
changement de l'axe des x n'altère pas l’ordre de succession des 
branches partielles. 

Je change maintenant l'axe des y, en substituant yy à y et x —0y 
à æ. L’équation (3) se change alors en 


(4) D y + (pr) + (ph) ++ (ph). 


Ici encore les deux variables y décrivent en même temps le même 
nombre de circonférences. Donc le changement de l'axe des y 
n'altère pas l’ordre de succession des branches partielles. 

Combinant ces deux changements, nous voyons subsister cet 
ordre de succession avec des axes quelconques, pourvu que celui 
des x ne soit pas la tangente du groupe circulaire. De là la propo- 


sition suivante : 


Taéorëue I. — Socent O un point singulier d'une courbe algé- 
brique et, à distance infiniment petite de O, un point m sur l’une 
des branches appartenant à un groupe circulaire de multiplicité N. 
On place l’origine des coordonnées en O et l’on augmente 
l'argument de l’ordonnée y du point m de 1,2, ..., (N —1) circon- 
férences. L’abscisse x de ce point se modifie successivement, de 
telle sorte que le point (x,y) se place successivement aux points 
d’intersection, infiniment voisins de O, de la sécante menée de m 
parallèlement à Ox, avec les (N—1) autres branches du groupe, 
et cela dans le même ordre, quels que soient les axes, pourvu 
que Ox ne soit pas la tangente du groupe circulaire en ©. 
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4. L'ordre de succession des branches d’un même groupe cir- 
culaire, comme on vient de le voir, est indépendant des axes de 
coordonnées, pourvu que l’axe des x ne soit pas tangent à la courbe 
à l’origine. Mais ilen est encore de même quand cette condition 
n’est pas observée, et c'est ce que je vais actuellement prouver. 

Pour y parvenir, je me propose de déduire de l'équation CALE 
développement de y en +. Ce calcul peut facilement s'effectuer d’une 
manière directe (!). Mais les résultats précédents nous en fournissent 
facilement le résultat. A cet effet, je remarque que, de l'équation (3), 
on à déduit avec deux axes arbitraires, mais non tangents à la 
courbe, l'équation (4), qui peut s’écrire, suivant les conventions 
admises, 


É ; P, 
(5) REA (MOST) UNSS 

Nous en déduirions de même, en interverussant les deux axes, 
(6) 7 = (a) + (25) (e5) ue (2009 


les variables æ,, æ, ..., #4, étant liées à æ par les mêmes rela- 
tions que Yi, Var -.., Vsui à Y, et étant déterminées de même”De 
plus, les variables x et y doivent effectuer le même nombre de tours 
pour que les équations (5) et (6) représentent simultanément la 
même branche. 

L’axe des 3 étant la tangente du groupe circulaire (3), l’éque- 
tion (3) n’est pas de la forme (5); mais elle y entre si je la résous 

l 

par rapport à xP, que je désigne pour un instant par £. J’élève les 
deux membres de l’équation (3) à la puissance 5’ et Jordonne le 


second membre suivant les puissances croissantes de y. J’aperçois 
alors sans difficulté que l'équation ainsi obtenue est de la forme 


7" ë = Ga) + (98) + C7) ++ (hi) 


les exposants R étant définis par la relation générale 


Par MERS RTS 
7192-.. di 


(*) Voir à ce sujet, la Note placée à la fin du Mémoire, paragraphe 2. 
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Cette équation (3) étant de la forme (5), j'en conclus 


se pa (E)+ (ER) + (ER) +. (EP), 
en posant 
: HONTE HACEr. 


. k ta L A 
et la variable £ devant effectuer le même nombre de tours que Yi. 
Je mets maintenant, d’une manière générale, au lieu de £;, æ;,4, 
en sorte que l'équation (8) devient 


(8 bts) MENU) ER) (rh) He His, ). 


Ss+1 


De même que l’équation (3) provient de l’équation (3), de même 
l'équation (8 bis) provient d’une équation telle que 
(o) D = (9) + (29e) + (ad) ++ (at), 
qui ne diffère de (3) que par l'échange des nombres Pet get par 
la substitution, au nombre P;, du nombre Q;, défini par la rela- 
tion 

R; — DRE DAS CE à q —— (ILE. 
q1g...4i 

ou 


Qi— qggig2...qi= Pi— Pgig2...qi. 


L'équation (9) fournit donc le développement demandé; il im- 
porte d'y remarquer que, pour que les équations (3) et (9) repré- 
sentent simultanément un même point, il faut que les variables x, 
et y, exécutent le même nombre de tours. 

Réciproquement on peut passer de l’équation (9) à l'équation (3) 
en répétant les mêmes rarsonnements. Il est donc manifeste que 
la décomposition des branches d’une courbe en groupes circulaires 
ne dépend en aucune façon des axes de coordonnées. 

L’équation (9) nous offre une facile vérification du théorème I 
(Art. I). L’axe des x n'étant pas tangent au groupe circulaire, 
nous savons que le nombre de ses intersections avec ce groupe, 
confondues à l’origine, est égal à la muluplicité gg, ... g, de ce 
groupe. Suivant le théorème 1, ce nombre doit être aussi donné 
par la somme des ordres des valeurs de y répondant à une valeur 
de æ infiniment petite du premier ordre. Or l'équation (9) donne, 
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“| 


en effet, Pqig» ... gs valeurs de y, de l’ordre ÉÈ La somme de leurs 


ordres fait donc bien gg5 ... qs. 


9. Voici maintenant une question qui s'offre naturellement. Ces 
points qui répondent à une même valeur de x, et qui sont en nombre 
supérieur à celui des branches partielles, comment se répartissent-ils 
entre ces branches? 

Considérons une valeur donnée de x, et soit © son argument 


compris entre o et 27. L’argument de x, est £- Conformément à ce 


quia été remarqué plus haut, l'argument de la partie principale 
* 
P 
cient du premier terme de l’équation (3) réel. (La supposition 


de y, doit être en même temps pris égal à +; en supposant le coeffi- 


contraire entraîne simplement à remplacer dans tout ce qui va 
suivre © par © + w,w étant une constante, c’est-à-dire à prendre 
simplement + entre w et 27 + w au lieu de o et 27.) 

Par suite, on a, pour largument correspondant de la partie 
principale de y, 1, lequel est compris entre o et 27, puisque g est 
inférieur à P. J’ai donc ainsi un point de la première branche. 

Pour avoir les autres points, Je fais maintenant tourner x. Après 


k tours faits par x, y aura fait dk tours. L’argument de sa partie 


HR (p+2ÂT, 1 
principale sera Pi S11 on0a 
- g(e k 
(10) à A0 ee RE CDI 


P 


c’est que y exécute alors son n°" tour. Jai donc un point de la 
nième branche. | 
De la formule (10) Je conclus aisément quels sont les points S1- 
tues sur la n'°"° branche. J'en déduis 
P Er 10 Ê @ 
(n—1)- — SK <Ln— — —. 
PNR PO Tr 
Ces points s’obtuennent donc en prenant pour 4 les divers entiers 
compris entre les deux limites. Il est facile de voir quel est leur 
nombre. 


Désignant par 7: le reste de la division de P par q et par || le 
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plus grand entier contenu dans la quantité entre crochets, j'écris 
l'inégalité ci-dessus : 


4 à DURE F r ( 
(mn [= ]+m-n2-E£sken(s lent 2. 


@ 7 g 
Alonme — ete 
TE q k 





27T 


La différence des deux limites est [| Mo 


sont des fractions plus petites que l'unité, nous voyons que le 


h 
OU —-| +1. 
q. 


Pour qu'il soit égal à ce dernier nombre, 1l faut et il suffit qu'il y 


: : ; i "à 
nombre des entiers compris entre elles est toujours Ë 





, . . A © . . nr o 
ait un entier € compris entre (7 —1) er inclusivement et ae 


exclusivement, c'est-à-dire 


r r © 
Por ere ne — —; 
q 2T q HTC 


d’où enfin 


(11) n—i=|f(ee 2) 
2 27H 


L’entier { a pour limite inférieure 0, attendu que 7 a pour limite 
inférieure l’unité. Ainsi on obtient Ü + 1 points d'intersection 
sur les branches dont le rang n est compris dans la formule (11), 
et [| points sur les autres. 


MAOUrS O0, 1,12, ... —1) de l’entier urnissent celles 
Les val (7 de l’entier & fo t cell 
A F : 

des 7 premières branches, sur lesquelles nous avons | — 1 points. 

Soient £ une de ces valeurs de £ et 7 le rang de la branche corres- 
pondante. Si l’on fait t— mr +1, m étant un entier quelconque, 
nous obtenons la branche de rang (mg +t). Grâce à celte remarque, 
nous vérifions aisément que le nombre total des points obtenus 
est 


P \ 
D. S Q a ma de = P 2e. Ts; 
gig2...q (11 ] ) Pia eq 


ainsi que cela devait être. 
| TE: P 
Mettons au lieu de P le nombre (a+1)g+r, a étant l’entier = |: 


et nous pouvons résumer les résultats ci-dessus comme il suit : 


Taéorème Il. — Soit un groupe circulaire de bq branches, 
Hi, 16 
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ayant avec la tangente Oy, au point singulier O, des contacts 
| 44 2 Ê 1: , . Ê r 

d'ordre (a —- 2) » a, Tr, q étant des entiers et æ une fraction irré- 

À 

ductible plus petite que l'unité. À distance infiniment petite 

de O, d'argument ©, on mène une parallèle à Oy. Cette droite 

rencontre les branches du groupe en br + bq(a+1) points ünfi- 

niment voisins de O, qui se répartissent comme il suit entre ces 

branches : le nombre de ceux qui sont situés sur la ni°"€ branche 

est(a+ 2), st (n—1)est le plus grand entier contenu dans l'un 


\ 


des nombres Z (e+2) , l’entier t ne devant pas être négatif; à 
& 3e 


est égal à (a+i)si(n—1) n'est pas de cette forme. 





Remarque. — Les cas les plus intéressants à considérer sont ceux 
où la distance x de la sécante à O est réelle. Elle est réelle et posi- 
3 é # . oO I 
tive pour © — 0, réelle et négative pour =—-. 
i 2 F) 


Pour les exemples de la proposition, on peut se borner, d’après 
une remarque ci-dessus, à considérer le cas où b 1. 


Premier exemple. — Soitr =1. On a (a +1) points sur toutes 
les branches, sauf sur une seule, qui en possède (+2). Pour x 
réel et positif, cette branche est la première; pour x réel et négatif, 


cette branche a le rang 1 + [2 | + Cet exemple comprend le cas du 
point de rebroussement ordinaire (q = 2, a = 0). 


Deuxième exemple. — Soit r—=q—1.On a(a+2) points sur 
toutes les branches, sauf sur une seule, où l’on n’en trouve que 
(a +1). Pour x réel, positif ou négatif, cette branche est la ge. 
Le cas de 7 — 2 doit être excepté et rentre dans l'exemple précédent. 

6. Notre dernier théorème est susceptible d’une interprétation 
remarquable, qui, pour être bien saisie, exige que l’on se reporte 
un instant à la manière dont a été établi le théorème I de l’Arucle 1®. 
Malgré la forme géométrique du raisonnement employé, on y voit 
aisément que c'est à un point de vue tout algébrique qu’a été défini 
le nombre des points d’intersection d’une droite et d’une courbe, 
réunis en un point de cette courbe, et voici comment : on a considéré 
une droite quelconque; cette droite rencontre une courbe algébrique 
en m points, » étant le degré de la courbe. On a fait passer cette 
droite par un certain point À de la courbe; on n'a plus trouvé, en 
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[ee 


dehors de À, que m —w points d’intersection, Le nombre w a été 
pris pour définition du nombre des points d’intersection de la courbe 
et de la droite réunis en A. Je dis que cette définition nous place à 
un point de vue:tout algébrique, attendu qu’elles ne permet en 
aucune façon de voir comment ces w points d’intersection viennent 
se confondre en À ; et, en particulier, si le point A est multiple, à 
quelles branches de la courbe ces points appartiennent. 

Pour se placer à un point de vue géométrique, il convient de faire 
parvenir la droite à sa position limite par degrés insensibles. Si, 
dans cette position limite, la droite n’est pas tangente à la courbe 
en À, on aperçoit immédiatement comment les choses se passent. 
On a vu, en effet, dans le courant du présent Article, qu'une sécante 
infiniment voisine du point singulier, et non parallèle à la tangente 
d'un groupe circulaire, rencontre chaque branche de ce groupe 
en wñ point infiniment voisin du point singulier. Par suite, une 
droite passant en À, et non tangente à la courbe, parvient à cette 
position limite en rencontrant constamment, dans les positions 
infiniment voisines, chaque branche en un point infiniment voisin 
de À. À la limite, elle a donc un point d’intersection avec chaque 
branche confondu en À, ce qui est d'accord avec ce résultat trouvé 
dès le début de l’Article 1°, à savoir que le nombre w est, en ce cas, 
égal au nombre des branches de la courbe. 

Les choses se passent autrement si, dans sa position limite, la 
droite est tangente en À à la courbe. Le théorème I (Art. [*) nous 
a appris à trouver, dans ce cas aussi, le nombre w; nous pouvons 
aussi reconnaître par cette proposition même, et nous avons trouvé 
dans l'Article actuel, que le même nombre w est aussi celui des points 
d'intersection, infiniment voisins de À, de la courbe et d’une paral- 
lèle à la tangente, infiniment voisine. Ces w points confondus en A 
se présentent donc encore, ainsi que la continuité l’exige d’ailleurs, 
comme les limites de w points infiniment voisins de A. On doit donc 
les répartir entre les diverses branches, à la limite, comme ils sv 
répartissent avant d'y parvenir. C’est cette répartition que le théo- 
rème II nous permet de faire. À ce point de vue, chaque branche 
partielle de la courbe a, avec sa tangente, un nombre de points 
confondus au point de contact, parfaitement déterminé, quand on 
connaît la manière dont la droite variable vient coïncider avec 
la tangente. Toutefois, ce nombre ne peut varier que d’une unité 
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suivant ce mode de variation de la droite, et le mode de variation de 
la droite elle-même n'intervient que par l’argument limite de sa 
distance au point singulier. Il est, par exemple, entièrement déter- 
miné pour chaque branche si la droite variable est réelle et se rap- 
proche de la tangente d’un côté déterminé. J’énonce donc ce 
théorème : 

Vaéoreme IL. — Dans le groupe circulaire défini au théorème 
précédent, parmi les points d’intersection des branches de ce 
groupe et d’une droite qui vient coïncider avec la tangente au 
point singulier, ceux qui viennent s'y réunir sont au nombre de 
(a—+1)sur chaque branche; il y a, en outre, br branches qui en 
contiennent un de plus. Les rangs de ces branches dépendent de 
la lot suivant laquelle la droite se rapproche de la tangente, 
conformément au théorème IT. 


C’est là ce qu’on doit substituer à l’ingénieuse fiction rappelée 
au début de l'Article [‘* (2), et dont l’énoncé ne peut être main- 
tenu qu'à titre de moyen mnémonique. Ainsi, dans le cas le plus 
simple, celui d’un point de rebroussement ordinaire, au lieu de 


La] 
: J 
dire que la tangente rencontre chacune des deux branches en : 


points confondus au point singulier, on doit dire qu’elle rencontre 
l’une en un point, l'autre en deux points; et cette dernière branche 
est celle qui est située, par rapport à la tangente, du côté où l’on 
suppose qu'une droite variable et réelle, parallèle à la tangente, 
vient coincider avec elle. | 

Ces notions sont susceptibles d'extension au cas où l’on consi- 
dère deux courbes au lieu d’une courbe et d’une droite. C'est par 
là que commencera l'Article suivant. 


ARTICLE IV. 


1. Soient S, È, deux courbes algébriques ayant en commun un 
certain point À, où 1l y ait w points d’intersection des deux courbes 
confondus. La définition de ce nombre w est la suivante : Soient », u 
les degrés des deux courbes; (mu —w) est le nombre de leurs 
points d’intersection autres que A. 

Si donc on déplace infiniment peu l’une d'elles, X, les deux 
courbes auront, en vertu de la continuité, (mu —w) points d'inter- 
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section à distance finie de À, et w points d'intersection infiniment 
voisins de À. La direction du déplacement n’intervenant pas, on a 
celte proposition, qui se présente comme évidente : 


Taéorkue 1. — Sc deux courbes algébriques onten commun un 
point À, et qu’on déplace infiniment peu l’une d'elles, le nombre 
des points d’intersection des deux courbes, infiniment voisins 
de À, après le déplacement, est indépendant de ce déplacement 
méme. 


Ce qui doit particulièrement attirer l’attention sur cette propo- 
sition tout intuitive, c'est qu'elle souffre une exception bien remar- 
quable, et tout aussi facile à apercevoir. Cette exception a lieu dans 
le cas où les courbes S et Y, dans leur première position, ne forment 
qu'une seule et même courbe S. Il est clair que le raisonnement 
ci-dessus n’est pas applicable à ce cas. Voici ce que l’on peut lui 
substituer : 

Considérons une translation infiniment petite de la courbe S, 
et soit S’ sa nouvelle position. La théorie du déplacement nous 
apprend que les points d’intersection de S et de S’ diffèrent infini- 
ment peu des points de contact des tangentes menées à S, parallè- 
lement à la direction de la translation. Par conséquent, le nombre 
de ces points, infiniment voisins de À, est égal au nombre des 
tangentes à S, parallèles à cette direction, pour lequel compte une 
droite issue de A dans cette direction. Si la direction de la trans- 
lation est quelconque, ce nombre est l’abaissement de la classe de 
la courbe S, dû au point singulier À. Si, au contraire, la direction 
de la translation est celle d’une tangente à S en A, ce nombre 
s’augmente de la multiplicité du point qui, dans une courbe corré- 
lative de S, correspond au point À et à cette tangente. 

Le théorème et l'exception que Je viens de signaler concernent, 
par le mode de raisonnement, les courbes algébriques. Il est bien 
certain qu'ils s'étendent d'eux-mêmes aux autres courbes, à la 
condition d'y considérer seulement les points singuliers algébriques, 
c’est-à-dire ceux où la courbe se représente approximativement par 
des groupes circulaires, comme une courbe algébrique. Car les 
équations des groupes circulaires doivent évidemment suffire à 
démontrer ces propositions, trouvées par une autre voie. Îl en est 
de même du théorème II de l'Article I‘. Je vais donner ces démons- 


4 
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trations directes, qui nous conduiront d’ailleurs à des conséquences 
nouvelles. 


2. Je considère deux groupes circulaires au point O, 
s=f(y), æ=e(ÿ), 


et les désigne par les lettres f et v. Je fais subir au second une 
translation infiniment petite , parallèle à l'axe des æ, en sorte que 


son équation devient 
Th = p() 


D'où je conclus, pour ses points d’intersection avec /, 
Le (00 = VOA. 


Pour être entièrement exact, 1l convient de dire que / et o étant 
susceptibles chacun de plusieurs déterminations, il en est de même 
de d, et que de plus on peut avoir plusieurs équations différentes 


telles que 
h = (y). 


On doit les considérer toutes et conclure que, dans tous les 
cas, les variables (k, y) forment un ou plusieurs groupes circulaires. 
On cherche le nombre des valeurs infiniment petites de y répondant 
à une valeur infiniment petite donnée de . dans l’ensemble de ces 
groupes circulaires. Mais on sait, d’après les résultats de l'Article 
précédent, que ce nombre est égal à la somme des ordres des valeurs 
infiniment petites de À répondant à une valeur infiniment petite de y, 
c'est-à-dire, d’après la signification de , à la somme des ordres des 
segments infiniment petits interceptés entre les deux groupes circu- 
laires, dans la position initiale, sur une sécante parallèle à l'axe 
des x et à distance infiniment petite du premier ordre de l’origine 
des coordonnées. On obtient donc, sans aucune restriction, la 
proposition suivante, plus générale que le théorème II de l’Arucle I°': 


TaéorÈme II. — Soient deux courbes quelconques S, 3, et O, Q, 
deux points de S et de Ÿ infiniment voisins. Pour obtenir le 
nombre des points d’intersection des deux courbes, infiniment 
voisins de O, on transporte la courbe È parallèlement à elle-méme 
en ramenant le point Q en O, et l’on fait la somme des ordres 
des segments infiniment petits et infiniment voisins de O inter- 
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ceptés par les deux courbes sur une sécante parallèle à OQ et à 
distance infiniment petite du premier ordre de cette droite. Cette 
somme est le nombre cherché. 


Remarque. — Ce théorème s'applique même quand la courbe X, 
étant égale à S, vient coïncider avec S aprés le déplacement. Il 
fournit alors le nombre des tangentes menées à S, parallèlement 
à OO, pour lequel compte la droite OQ. Il faut seulement observer 
que chaque segment doit être compté deux fois, car on doit considérer 
sucessivement une extrémité de ce segment comme appartenant à 
la courbe fixe et à la courbe déplacée. 

Par le raisonnement ci-dessus, il n’y a aucune difficulté à traiter 
la même question en considérant seulement une branche déter- 
minée de chacune des courbes S et Y. En s’aidant du théorème II 
(Art. II, 5), on voit aisément que, si OQ n’est pas tangent à ces 
branches, le théorème IT subsiste, sous la condition qu’on substitue, 
dans son énoncé, à l’ordre du segment unique intercepté par les 
deux branches sur la sécante, le plus grand entier contenu dans cet 
ordre, ou ce plus grand entier augmenté de l’unité, suivant l'argument 
du déplacement OQ. 

Cette question, pour être traitée complètement, exige quelques 
détails, dont je m’'abstiens ici. 


3. Pour passer du théorème IT à la vérification du théorème I, je 
n'ai qu'à calculer, pour deux groupes circulaires donnés, la somme 
des ordres des segments interceptés successivement sur une parallèle 
à Ox et Oy, à distance infiniment petite du premier ordre de O, et 
à reconnaître l'identité des deux résultats. Je prends l’axe Oy tan- 
gent aux deux groupes, car la proposition est évidente d’elle-même 
dans le cas où les deux groupes n’ont pas même tangente. 

Ce calcul ne présente pas de difficulté, et j'en indique simplement 
le résultat. 

Soit | 

DEN ES Ele n on detre 


l’un des groupes circulaires, où Je rappelle que les variables y sont 
hées par les relations 


Y =; Ji= y, J2=Y®, ss Js= 7 
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J'en considère un second, ayant, comme le précédent, la tan- 
gente Oy. Je suppose d’abord que l'équation de ce second groupe 
circulaire diffère de la précédente dès le premier terme. 

Soient alors, pour ce second groupe, 


l 


3; ! : f / 
PRE TR UE ES hEis tre s' 
les nombres analogues à 


JAN TI RUES PAR 


+ 
l 


. P P 2 , 
Si l’on suppose nr la somme des ordres des différences des 


abscisses relatives à toutes les branches des deux groupes est 
! ! Ë 
RCE DCR EE 


Si l’on transpose les axes, il faut changer, comme on sait, g et g' 
! 
PET 


en P et P', et inversement. On a d’ailleurs UT Le résultat est 
alors 
(Pgiger m9) (Big4 1090) PL 


c'est-à-dire identique au précédent, ainsi qu’on devait le trouver. 
Le résultat a une forme plus compliquée dans le cas où les deux 
groupes circulaires commencent par les mêmes termes. Il faut alors 
que plusieurs des premiers nombres P', q’ coïncidentavec les nombres 
P, g de même indice 
Soient 
d'=q) 010 NT 
AA ne PY= Re RE P'— 11 


et supposons que tous les termes des deux développements de x 


P; 


coïncident au moins jusqu’au premier terme de (r; ) inclusive- 
ES 


pa 
ment, et au plus jusqu’au premier terme de ( R ) exclusivement. 
; on me À 


Soit nr l’ordre minimum des termes différents dans les deux 


œ7 - , A P; « 
développements. Ce nombre est au moins égal à 20 00 : d’après 
1 CT 
l'hypothèse admise. 


Désignons par K le nombre positif 


K= 991." -gixkn—P; 
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Enfin, pour réduire la formule à son expression la plus simple, 
remplacons les nombres P,,P:, ..., par d’autres, p:,p», ..., dont 
l'emploi sera très utile. Ces nombres seront définis par les relations 


Ps=Ps1gs+ ps. 
Pour l’autre groupe, les nombres analogues p seront encore 
P; Pi» .…. Pi; 
puis 


! ! 
PEACE Ps" 


Ces définitions posées, la formule cherchée est 





(1) R=U|K+Pg.(gig2...qi) + Di AT NDS CE 
uw) 


où l’on a posé, pour abréger, 
= QiniQirs 95 X Qiry Dita + - + Gén 


et où R est la somme cherchée. 

S1 l’on transpose les axes des coordonnées, on a vu, dans l’Article 
précédent, que les lettres P et 4 se permutent entre elles; les lettres 
D 9. ne changent pas, et les: lettres P,,P,, ..…., P; se 
changent en Q,, Q:, ..., Q.. Ces dernières sont définies par l’équa- 
uon générale 

Qj—ggig2...q;=Pj—Pgqigr...qj. 


On en déduit facilement que les nombres Q satisfont aux rela- 
tions 
Qi=9q1 +Ps 
Q2 = Q192+ po, 


Q, —= Qs-1 gs + Ps: 


en sorte que les nombres p se conservent. 
En outre, il est facile de voir (!) que le nombre K ne change pas. 





(!) Voir, à ce sujet, la Note placée à la fin du Mémoire, paragraphe 3. 


_ 
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Par suite, la transposition des axes ne modifie pas le nombre KR, 
ainsi qu'on l'avait prévu. 
Une remarque utile à faire sur la formule (1) ci-dessus est la 


suivante : 
à . pe ' , 
Si l’on remplace P par p + g, le nombre F étant alors l’ordre du 


contact des branches considérées avec la tangente Oy, on peut 
séparer, dans l'expression de R, le nombre 


H(ggig2...qi}; 


qui est le produit des mulüplicités des deux groupes circulaires. 
En retranchant ce nombre de R, on a (Art. I, théor. Il, coroll.) 
la somme des ordres des contacts des branches des deux groupes 
entre elles, qui est ainsi 


DO —=i—1 


(2) C=1l| K+pg(gig2...qi) + Ÿ 
ASIE 


_ D = 0 





PT 
Ji-vw 


4. En dernier lieu, il reste à indiquer ce que deviennent ces 
formules quand on considère la somme des ordres des segments 
interceptés entre les branches d’un même groupe circulaire. En 
désignant cette somme par £, on obtient la formule suivante : 





P 
(3) me CA UE EEE E } 
O—=S—1 
Ps—w 
Ex Is Is—1-: + Js-w(9s9s—1 -.Qs-@ A), 
D = 0 “ETS 


pour les segments non parallèles à la tangente. 
Pour la transposition des axes, on n’à qu’à transposer les lettres 
Petits Cette transposition donne pour le résultat cherché 


\ 


(4) LL +qgege (ei). 


Or, le dernier terme de cette formule est le produit du nombre 
des branches du groupe circulaire par l’ordre de leur contact avec 
leur tangente Oy. Donc, si l’on considère une courbe quelconque, 
ayant égard à la remarque faite à la suite du théorème Il, on peut 
énoncer cette proposition : 
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Taéonème HI. — La somme des ordres des contacts des branches 
d’une courbe avec une de ses tangentes est égale à la multiplicité 
du point correspondant à cette tangente dans la courbe corré- 
lative. 


Malgré l’importance de cette proposition, je n'ai pas détaillé le 
calcul qui y a conduit, attendu qu’on la retrouvera bientôt par deux 
autres voies. 

IL y a lieu de faire, sur la formule (5), une remarque analogue 
à celle qui a été faite plus haut sur la formule (1). Le nombre £ peut 


être décomposé en deux parties : 


N(N 


— ] > 
1° L'une 1, N étant le nombre des branches 


N=ggi...qs 


à laquelle se réduirait £, s’il s'agissait d'un point de multiplicité N 
où 1l y aurait N tangentes différentes ; 
2° L'autre ©, dont l’expression est, en posant, comme ci-dessus, 


P=p +a,. 


OD=S—1 


(5) BENIN —1)S + > LES 2e CAC CE RREE 2 





= 0 


Et © est la somme des ordres des contacts des branches entre 
elles. 


5. Les dernières applications que je ferai de la considération 
des groupes circulaires auront trait à ce qui concerne les courbes 
corrélatives. 

Je montre d’abord qu’un groupe circulaire à pour corrélatif un 
groupe circulaire unique. Pour y parvenir, j’emploie une transfor- 
mation corrélative simple. À la droite 


X—AY+B 


je fais correspondre le point 


tb: n— "A" 


Si la droite est tangente à une courbe ou groupe circulaire 


( Ÿ) 
n —= T dy = == dy 
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P btenir l’équati £ et n, iln’y a qu’à exprimer x et = 
our obtenir l’équation en & et r, yaq P ne 
. 1° AU ; L ) ps 
en fonction de y, et éliminer y. Or, si l’on suppose que le groupe 
circulaire (+, 7) est donné par la formule 


2= (4) + (78) Ras r 20): 


on peut, sans faire l’élimination, écrire immédiatement l’équation 
en (6,n) réduite de même à ses termes caractéristiques. Elle sera 
de même (!) 


En ET ) Eh se(ne 


La seule modification consiste en ce que le nombre g est remplacé 
par le nombre P — 9 = p. Ainsi l’on a 


Ne on D a an ns 
nn, Men, nn, =", 


On remarquera d’abord que la multiplicité de ce groupe cireu- 

laire (£,n) est 

pgigre..qs = N% 
ce qui est conforme au théorème III, qui reçoit ainsi une nouvelle 
démonstration. 

En second lieu, nous voyons apparaître le groupe circulaire (É, n) 
comme corrélatif du groupe (x,y), sans distinguer quelles sont les 
branches des deux groupes qui se correspondent. Une étude plus 
approfondie, que je ne ferai pas ici, conduirait à faire cette dis- 
tinction, variable avec le mode de transformation. Toutefois, comme 
toutes les branches d’un même groupe circulaire ont un contact 
du même ordre avec leur tangente, on peut énoncer, pour deux 
branches corrélatives, la relation qui lie l’ordre de ce contact 





: _ ; : , P— 
dans les deux figures. Dans la première, il est égal à + dans la 
, P—(P— MA 
seconde, à Het Qi LR ET Ainsi : 
| P—g Le 
Taéoreme IV. — Dans deux figures corrélatives, les branches 


correspondantes ont avec leurs tangentes aux points correspon- 
dants des contacts d'ordres réciproques. 


(1) Voir, à ce sujet, la Note placée à la fin du Mémoire, paragraphe 4. 


SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 253 


Cette proposition peut d’ailleurs se démontrer directement avec la 
la plus grande facilité. Je ne m'y arrête pas. 

Je considère maintenant deux groupes circulaires au point O, par 
exemple ceux pour lesquels on a établi plus haut les formules fiiette) 
Portons notre attention sur la formule (2), et substituons aux deux 
groupes les groupes corrélatifs. La transformation n’'altérant ni les 
nombres Di, D2, ..., ni les nombres 9,,g2, ..., et transposant les 
nombres p el g, nous voyons que tous les termes se conservent, à 
l'exception du terme IK, IT ne changeant d’ailleurs pas. Or le 
nombre K se conserve aussi (!). Donc la formule (2) ne change pas. 
Il en est encore de même dans le cas plus simple où les deux groupes 
circulaires n’ont pas de terme commun. De là cette proposition : 


Tuéorëme V. — La somme des ordres des contacts de deux 
courbes en un point est égale à la méme somme pour les courbes 
corrélatives aux points correspondants. 


Dans quelques cas, ce théorème peut être utile pour réduire un 
problème à un plus simple, comme dans l’exemple suivant : 


Exemple. — Deux courbes ont en un point À, simple sur ces 
deux courbes, un contact d'ordre entier t avec leur tangente 
commune, et ont entre elles un contact d'ordre entier sZt. On 
demande combien la tangente commune en À absorbe de tangentes 
communes aux deux courbes. 


Pour résoudre la question, 1l suffit de savoir combien, au point 
correspondant à À, les courbes corrélatives ont d’intersections con- 
fondues. Or (th. IIL) ce point est, sur les deux courbes corrélatives, 
de la multiplicité #. Le nombre cherché surpasse donc 4? de la somme 
des ordres des contacts de ces dernières (art. I, th. Il, coroll.). Mais, 
d’après la dernière proposition, cette somme est égale à s. Donc /e 
nombre demandé est égal à (+5). 


6. Je considère maintenant un groupe circulaire unique, et, fixant 


mon attention sur la formule (5), je cherche comment elle se 
transforme quand je passe au groupe corrélatif. Je remarque que le 


(1) Voir, à ce sujet, la Note placée à la fin du Mémoire, paragraphe 4. 
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seul terme qui se modifie est celui-ci 


Orona 


£ ) 
NE = pg(gigs... gs): 


Les lettres p et q étant transposées, ce terme ne change pas. Quant 


au terme 


NS = PY12...4s; 


il se change. pour la courbe corrélative, en 
9Q192...9s= N. 
Soit © le nombre analogue à © pour la seconde courbe, et 


N'=pgig2...qse 
Nous avons ainsi 


22—N—=92€C— N° 


Soient -& et .L’ les abaissements que produisent dans la classe les 
deux groupes circulaires considérés; on a vu que 


dd =N(N—1)+2€, 
= N'(N—1)+2€", 
Donc 
cb — JL'— N2— N'?, 


Si l’on considère, sur deux courbes corrélatives, deux groupes 
de points correspondants, c’est-à-dire tels que l’un quelconque de 
ces points ait son corrélatif dans le groupe opposé, on obtiendra 
immédiatement, par l’application de cette formule, la proposition 
suivante : 


TaéorëmE VI. — S% l’on considère, sur deux courbes corréla- 
Lives, deux groupes de points correspondants, la somme des abais- 
sements de la classe dus aux points d’un groupe, diminuée de la 
somme des carrés des multiplicités de ces points, est la même 
pour les deux groupes. 


Exemple. — On demande l'abaissement de la classe dû au 


L 
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potnt corrélatif d'un point simple où une courbe a, avec sa tan- 
gente, un contact d'ordre t. 
On a ici 
db = 0, NET Ni. 
Donc 


db! — C1, 


Le nombre demandé est égal à 1? — 1, résultat bien connu. 


ARTICLE V. 


1. Les points de contact des tangentes menées d’un point à une 
courbe algébrique sont, comme on le sait, les intersections de cette 
courbe avec une autre courbe algébrique, nommée polaire du point 
considéré. Cette polaire passe par chaque point multiple de la courbe. 
La méthode qui s'offre donc naturellement, pour chercher l’abaisse- 
ment de la classe dû à un point multiple, consiste dans la recherche 
du nombre des intersections d’une courbe et d’une polaire, confon- 
dues en un point multiple de la courbe. La considération de la polaire 
ne diffère pas de celle du déplacement de la courbe, considération 
employée dans l'Article précédent : car, au point de vue de ses 
intersections avec la courbe, l'équation de la polaire ne diffère pas de 
celle de la courbe déplacée. Ce n’est donc pas par le fond, mais 
simplement par le procédé de raisonnement que la méthode ci-après 
diffère de celle qui a été employée précédemment. 

Soit O un point d’une courbe algébrique f(x,7)= 0, rapportée 
à des axes dont l’origine est en O. Soit d(x,y) = 0 l’équation, sous 
forme entière, de la polaire d’un point (X, Y). Pour calculer le 
nombre des intersections des deux courbes réunies en O, on appli- 
quera le théorème II (Art. 1), c’est-à-dire qu'on fera la somme des 
ordres des quantités d(x,y), y étant un infiniment petit du premier 
ordre, et æ étant l’une quelconque des racines infiniment petites 
de f(x, y)}=0, Je supposerai l'axe des x non tangent à la courbe f 
au point O. La fonction (zx, y) étant, comme on sait, un covartant, 
c'est-à-dire ne changeant pas de forme si l’on change les axes de 
coordonnées, Je peux, pour calculer une quelconque des quantités 
U(x,y), supposer que, l’axe des x restant fixe, celui des y est tan- 
gent à la branche de la courbe f, sur laquelle se trouve le point (x,7). 


256 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 
Suivant un usage assez ordinaire, je dénote par /,, f, les dérivées 

. ATOUT : ; _ ; : 6 
artielles LA Lu etde même Je désignerai plus loin, quand il en 

É Ur y es 1 
sera fait usage, par fi1, fio, [oo les dérivées partielles du second 
"ex À} P 1145 1 P 
ordre. | 
L'équation de la polaire du point (X, YŸ) est, comme on sait, 
VE MN)EX PE Three: 


fs étant la quantité (mf — xf, — yf2), où m est le degré de f. Il est 
manifeste que, lorsqu'on prend pour x et y les coordonnées d’un 
point de f infiniment voisin de l’origine, la quantité f, est toujours 
d’un ordre supérieur à celui de Xf, +Y}f:. Au point de vue où Je 


me place, je peux donc écrire simplement 
DL P)=X it Ya. 


Pour abréger, je désignerai par la notation (w) l’ordre infinité- 
simal auquel appartient une quantité w fonction dex et de y, pour 
les valeurs considérées de ces variables. 

Soit x une racine de l'équation f{x,y)=0o,ona 


fi dx + f: dy = 0; 
d’où 


Si l’on suppose l’axe des y tangent à la branche de courbe sur 
laquelle se trouve le point d’ordonnée y et d’abscisse æ, soite > 0 
l’ordre du contact. Pour y infiniment petit du premier ordre, x est 

dx : i 4 : : À 
d'ordre (1+:), et Fi d'ordre :. Donc, d’après la notation indiquée, 
LH 
j'ai 
(fa) = (fi) + e. 
Par suite, X et YŸ étant quelconques, 


CODE 07). 


Ici f(x,y)—o est l'équation de la courbe, la tangente de la 
branche considérée étant prise pour axe des y. Mais si lon change 
l’axe des y sans changer celui des x, les nouvelles coordonnées 
étant x’ et y’, et l'équation de la courbe devenant f'(x!,y}= 0, 


on N ENT: 
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Par suite, la relation ci-dessus est toujours exacte, quel que soit 
l’axe des y, et la somme des ordres des quantités L(x,y) est égale à 
la somme des ordres des quantités f,(x;y), l’axe des x étant diffé- 
rent des tangentes de la courbe f. 

L’axe des æ pouvant être pris arbitrairement, je suppose que la 
courbe n'ait pas d’asymptote parallèle à cet axe. Cela étant, si 
y, ds, ..., An Sont les racines x infiniment petites de f(x,y)—0 
pour y infiniment petit, on a 


f(æ,7)=(x— a )(x— a2)...(æ — a) Q = PQ, 


Q étant une fonction qui reste finie pour x —0 et y — 0, et P étant 
le produit des nr binomes (x — a). J’en conclus 


Jfi(z, 7) = QPi+ PQ, 
et pour —@, ‘.. ns 
f(x J)= QPi, (fi) = (Pi). 
ONCE A—G;, on à 
Pi=(a;—a)(a;—as)...(a;— ai-;)(a;— ajïr1)...(ai— an); 


d’où 


(Pi)= D (ai a); 
j 


D'P)= da aj). 
i i, j 


Dans le second membre, l’ordre de chaque binome a;— a; est 
répété deux fois. On a donc cette proposition : 


par suite 


THéoRÈMe [. — L’abaissement de la classe d'une courbe, dû à 
un point singulier quelconque, est égal au double de la somme 
des ordres des segments infiniment petits et infiniment voisins 
de ce point, interceptés par la courbe sur une sécante dont la 
distance au point singulier est infiniment petite du premier 
ordre, et qui fait des angles finis avec les tangentes de la courbe 
en ce point. 


Ce théorème.est conforme au théorème II (art. IV, S2). 
H. 17 


258 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


Si le point (X, Ÿ) est situé sur une des tangentes de la courbe en O, 
le calcul précédent se modifie. Cette tangente étant prise pour axe 
des y, la quantité d(x,y) se réduit, à cause de X—=0, à Y/:: Par 
suite, on a alors 

(Y)= (2) = (fi) +, 
en considérant un point (7,7) situé sur une branche ayant un con- 
tact d’ordre : avec l’axe des y. La somme des ordres de Ÿ se trouve 


Le 


donc augmentée de la somme des quantités e. Par suite : 


Taéorkue I. — La somme des ordres des contacts des branches 
d'une courbe avec une de ses tangentes est égale à la multiplicité 
du point correspondant à cette tangente dans la courbe corré- 
lative. 


C’est le théorème V de l’arucle IV, $ 5. 

Voici une vérification de ces propositions : 

Soient » une courbe corrélative de /, A la tangente de v, corrélative 
du point O, et Q le point de A corrélauif d’une des tangentes D de f 
en O. 

D'après le théorème Il, la muluplicité de Q est la somme De 
des ordres des contacts des branches de f tangentes à D. De plus, 
si n est le nombre de ces dernières branches, 7 est aussi la somme 
des ordres des contacts des branches de © tangentes à A et Q. 
Donc (th. 1, art. 1) le nombre des intersections de À et de © réumies 


en Q est n + D 

Je considère les différentes tangentes D, D’, ... de f en O, et les 
différents points Q,Q', ... corrélatifs sur A. J’en conclus que le 
nombre des intersections de & et de A réunies en ces divers points 


’ LT '4 
D Ci +... + e+ÿe Se Re 


Or ce nombre n’est autre que la différence des nombres de tan- 
gentes qu'on peut mener à f d’un point quelconque ou du point O. 
C’est cette vérification qu'il s’agit d'effectuer. 

Pour trouver directement combien de tangentes, menées à f du 
point O, disparaissent, il suffit d'appliquer la méthode ci-dessus à la 
polaire du point O. Cette polaire se réduit simplement à 


ENTER Es 0, 


est 
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et, pour les vakeurs considérées, à 
æf: + Y f> —= ©. 


Pour un point d’une branche de f, tangente à l’axe des y, et ayant 
avec cette droite un contact d’ordre :, on voit que les deux quantités 
æf, et yf} sont toutes deux d'ordre (f,)+1+2.1l est, de plus, facile 
de montrer, et je ne m’y arrête pas, que les termes de cet ordre ne 
sauraient se détruire dans la somme. Il en résulte 


D imite 


Par suite 


D )=S (fnrn+n +... + e +Ù +... 


ainsi qu'on l'avait trouvé précédemment par un moyen détourné. 


2. C'est avec la plus grande facilité que la méthode précédente 
: 5 ‘ ; 
s applique à la recherche du nombre des points d’inflexion absorbés 
par un point singulier. Les points d'inflexion d’une courbe sont ses 
points d'intersection avec une autre courbe nommée hesstenne. On 
sait que, si, par l'introduction d’une troisième variable 3, on rend 
que, >» P ; 
homogène l’équation d'une courbe f(x,y,3)—0o, l’équation de la 
hessienne est 
Put fast is 
ER Ji 22 23 —="0,. 
fai fs 3 


La variable z est égalée à l’unité après les différentiations. 

Ici je n’ai pas besoin d'introduire celte troisième variable. On 
peut, en effet, en tenant compte des propriétés des fonctions homo- 
gènes, el désignant par 77 le degré de f, écrire 


H = (m—1) (2 f1 fe fo — fi fas —f3 fu) + mm — 1) f( fui fe — ir). 


Par suite, pour les valeurs de + et y qui annulent f, on a, au fac- 
teur constant (m2 — 1)? près, 


H = 2 f1 fe fia — fr fer — F8 fu. 


Pour la question à traiter ici, je prends cette forme de la hessienne. 
Si. comme plus haut, j'appelle œune racine x del’équation f(x, y)—=0, 
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on trouve aisément, pour æ = 4, 


da 


Ut ; 
H — daim y) 


Si l’axe des y est tangent à la branche de courbe sur laquelle se 
trouve le point d’ordonnée y et d’abcisse «4, et que l’ordre de contact 


0} 


soit e, 1] est manifeste que Pr pour y infiniment pelit du premier 


ordre, est de l’ordre (e—:1), c’est-à-dire infiniment petit de cet 
ordre pour s >1, fini pour e —1,etinfiniment grand de l’ordre (1—e) 
pour s<C1. Mais il n’est pas nécessaire, pour l'exactitude de cette 
conclusion, que l’axe des y soit tangent à cette branche de courbe. 
Elle subsiste aussi dans les autres cas, pourvu que l’axe des x ne 
soit pas la tangente de la branche de courbe; car la courbure de cette 
branche en O a pour expression la limite de 


toc 


: da ; «Rire ; ALES 
Par suite, pourvu que — ne soit pas infini, c’est-à-dire pourvu 
) dy P ) 
que l’axe Ox ne soit pas tangent à la branche de courbe, l’ordre 


da : ; VE 
de a St celui de la courbure. Ce nombre est donc indépendant de 


l'axe des y, et, par suite, toujours égal à (& —1). 

Je n'ai donc pas besoin ici de supposer que l’axe des y coïncide 
successivement avec chaque tangente de la courbe f, pour aperce- 
voir facilement le résultat, comme je l’ai fait dans l'application 
précédente, et comme on pourrait cependant le faire également 
ici, l’équation de la hessienne ayant pour premier membre un 
covariant. | 

D'après ces observations, pour chacune des valeurs de z,y con- 


sidérées, on a 
(H) = EE 


e étant l’ordre du contact, avec sa tangente, de la branche de courbe 
où se trouve le point (x,y). Par suite, 


(:) VO =Sd + EN. 
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Or »> (f,) est l’abaissement de la classe, et de est (théor. IT) 


la somme des multiplicités des points qui, dans la courbe corrélative, 
correspondent au point singulier considéré. Donc : 


Taéorëme II. — Ze nombre des points d'inflexion absorbés par 
un point singulier est égal au triple de l’abaissement que ce 
point produit dans la classe, diminué de la multiplicité de ce 
point et augmenté de la somme des multiplicités des points qui 
lui correspondent dans la courbe corrélative. 


3. Remarque. — Dans ce qui précède, je n’ai considéré que des 
points singuliers à distance finie, et les résultats ne s’en étendent pas 
moins aux points singuliers placés à l'infini, comme ou le sait par la 
théorie des transformations homographiques. Dans les applications 
qui vont suivre, et qui auront trait à l'influence des points singuliers 
sur les développées des courbes, cette extension ne pourra être faite, 
et Je serai forcé de faire la distinction des deux cas. Pour le moment, 
je vais appliquer les propositions précédentes à un exemple, que je 
choisirai précisément de telle sorte qu'il y ait à considérer un point 
singulier à l’infini. 


Exemple. — L'exemple dont 1l s’agit sera fourni par la courbe 
(S) CROMEAMVP) 


p et g étant des entiers, gp, et p et q pouvant être supposés 
premiers entre eux, sans quoi la courbe serait décomposable en 
plusieurs autres. Si l’on cherche à calculer directement l'équation de 
sa corrélative d’après les équations données dans l’article précédent, 
on trouve facilement la suivante : 


D cn 


/ \ 


d, 


URRS 





On voit donc par cette équation, que la courbe proposée est de 
classe égale à son degré p. On y reconnaît encore à l’origine Q des 
coordonnées (£,n) le point qui correspond à l’origine O des coor- 
données (x,y) sur la courbe proposée. 

En O, on a la multiplicité (p—g), et des contacts d’ordre 


17 avec la tangente Oy. En.Q, on a la multiplicité 


{rue | HET 
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1 =) 


gente Qn. Tout ceci est donc bien conforme aux théorèmes ci- 


» et des contacts d’ordre = ee. avec la tan- 





dessus. 

Par une transformation homographique bien connue, l'équation 
de la courbe S se change en z7?— yP?. On voit donc que le point à 
l'infini de S, qui sur cette dernière courbe est venu à l’origine des 
coordonnées, est composé comme le point Q, corrélatif du point O 


de S. 


L'’abaissement de la classe dû au point O est (théor. 1) égal à 





CO) 100 EEE ET) i = p\p —q—1). 


PET 


L’abaissement dû au point à l’infini sur S est égal à p(q —1). La 
somme de ces deux nombres est p(p —2), et la classe de S est donc 


PEAR RAS D) 


comme on l’a trouvé par l’équation de X. 

Si l’on applique le théorème IIT à ces deux points, qui sont corré- 
laufs l’un de l’autre, on voit que la somme des nombres de points 
d'inflexion qu'ils absorbent est égale au triple de l’abaissement 
qu'ils produisent dans la classe, c’est-à-dire à 3p (p — 2). Done la 
courbe S n'a pas de point d'inflexion en dehors des deux points 
considérés. Il en est de même de la courbe X. 


4. On définit souvent les points d’inflexion, considérés seulement 
à distance finie, par cette propriété qu’en ces points la courbure est 
nulle. On sait, ainsi qu'on l’a d’ailleurs vu un peu plus haut, que 
cette propriété appartient à toute branche de courbe ayant avec sa 
tangente un contact d'ordre supérieur à l’unité. Au contraire, dans 
le cas où ce contact est d'ordre inférieur à l’unité, la courbure est 
infinie. Îl paraît donc naturel de considérer une branche de courbe 
comme contenant une ou plusieurs inflexions, dans le premier cas; 
comme n'en contenant pas, dans le second. 

Cette notion se précise davantage, si l’on considère la développée 
de la courbe. D’après la définition ci-dessus, un point d’inflexion est 
un point à distance finie, et tel que le point correspondant de la 
développée soit à l'infini. 11 est donc naturel de définir le nombre 
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des inflexions effectives contenues en un point singulier d'une 
courbe par le nombre des intersections de la développée avec la 
droite de lPinfini qui correspondent à ce point. Je suis donc conduit à 
étudier cette développée. Pour ne pas avoir à revenir sur cette défi- 
mition, je fais usage d’un résultat qui va bientôt être obtenu, à savoir 
que, st, en un point d'une courbe à distance finie, n est le nombre 
des branches ayant avec une même tangente en ce point des con- 
tacts d'ordre :>>1, le point correspondant de la développée est 
à l'infini et est de multiplicité n (e —1). D'après ce résultat, Je 
puis dire que n (se —1) est le nombre des inflexions effectives conte- 
nues dans ce groupe de branches au point singulier considéré. 

Cette définition admise, soit, en un point, »'le nombre des bran- 
ches ayant avec une tangente des contacts d'ordre e’ 1. Elles four- 
nissent, dans la relation (1) qui exprime le théorème IT, paragraphe 2, 
le terme 


, 
=n(e)=- ne (ii). 


[y 


\ © 


Or ce nombre est, en vertu de la définiuon et des théorèmes IV et V 
(art. IV, $ 3), le nombre des inflexions effectives contenues dans 
les branches correspondantes de la courbe corrélative au point 
correspondant. 

Soit aussi z le nombre des branches ayant avec une même tangente 
des contacts d’ordre s ©>1. Elles fournissent, dans la relation (1), le 
terme 7 (e —1), qui est le nombre des inflexions effectives qu'elles 
contiennent. Je remarque, en outre, que les branches correspondantes, 
dans la courbe corrélative, ne contiennent pas d’inflexion, puisque 
l’ordre de leur contact avec leur tangente est 


I 
— I. 
E 
Je remarque enfin que les branches ayant avec leurs tangentes des 
contacts d'ordre égal à l'unité disparaissent du terme de LUINe 


D’après ces observations, retranchant du nombre des inflexions 
absorbées par le point singulier celui des inflexions effectives qui 
y sont contenues, je puis énoncer le théorème III sous cette autre 
forme : | 


_ Taéonèue IV. — Le nombre des inflexions effectives que fait 
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disparaitre un point singulier est égal au triple de l'abaissement 
qu'il produit dans la classe, diminué du nombre des inflexions 
effectives contenues dans les points corrélatifs. 


À cet énoncé il faut ajouter que le nombre des points d’inflexion 
absorbés par un point singulier est égal au nombre des inflexions 
qu'il fait disparaitre, augmenté de celui des inflexions effectives 
qui y sont contenues. 

J'aborde maintenant l'étude de l'influence des points singuliers sur 
les développées des courbes algébriques, étude liée, comme on le 
voit, de la manière la plus intime, aux théories précédentes. 


ARTICLE VI. 


1. L'étude de l'influence d’un point singulier d’une courbe sur 
la développée de cette dernière offre les questions suivantes : Quel 
est l’abaissement du degré? Quel est l’abaissement de la classe de la 
développée dû au point singulier? Quelle est la nature des points 
correspondants dans cette développée? Pour répondre à ces questions, 
je suis la méthode employée dans l’article précédent, de la manière 
suivante : 

Je prends une droite arbitraire D, et je cherche les points d’une 
courbe donnée f, tels que les centres de courbure correspondants 
soient sur D. Pour déterminer ces points, j'obtiens une équation qui 
définit une courbe Ÿ, dont les intersections avec f.sont les points 
cherchés. Si O est un point singulier de f, la courbe 4 passe en ce 
point, et le nombre des intersections des deux courbes réunies en O 
est l’abaissement du degré de la développée dû au point O. 

J'ai donc ainsi la réponse à la première question. Mais je puis 
aller plus loin dans cette voie. Soit a le nombre que je viens de 
trouver ainsi en laissant la droite D arbitraire. Je fais maintenant 
passer la droite D par un des points Q, correspondant à O dans la 
développée. Je trouve alors, au lieu de &, un autre nombre (a + &,). 
J’en conclus que &, est la multiplicité du point Q sur la développée. 
Enfin, et en dernier lieu, je prends pour D une tangente de la déve- 
loppée en Q. Je trouve un nouveau nombre (a+ a; + &2). J’en 
conclus (art. 1, théor. I, coroll. 2) que «> est la somme des ordres 
des contacts de la développée avec D au point Q. Cela suffit pour 
connaître la nature du point Q. Ilest, en effet, évident que, si, au 
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point O, la courbe f se décompose en plusieurs groupes circulaires 
donnant lieu à un même point Q, sa développée, en Q, se décompose 
également en autant de groupes circulaires correspondants, et qui 
sont les mêmes que si chacun des premiers existait seul au point O. 

Il suffira donc de calculer les nombres à, et a, dans l'hypothèse 
où la courbe f possède, en O, un seul groupe circulaire, ainsi qu’on 
le comprendra immédiatement par l'application de la méthode. Avant 
de procéder à cette application, Je poursuis l'exposition de la méthode 
elle-même. | 

D'une manière analogue, je détermine directement la classe de la 
développée de f. À cet effet, je prends un point A arbitraire, et je 
cherche les points de f tels que les normales passent par A. Ces 
points sont les intersections de f et d’une autre courbe 4. Soit à le 
nombre des intersections de 6 et de / réunies en O. J'en conclus que 
le point O abaisse de D unités la classe de la développée. Je place 
maintenant le point À sur la normale N en O. Je trouve alors, au lieu 
de b, un nombre différent (b+b,). J'en conclus que b, estle nombre 
des tangentes qu'on peut mener en moins à la développée d’un point 
de sa tangente N, c’est-à-dire (théor. LE, art. V, $ 2) la somme des 
ordres des contacts de la développée avec N. En dernier lieu, Je 
place À en Q, et je trouve le nombre b+ D, +b,. J'en conclus que b, 
est (théor. IL, art. V, $ 2) la multiplicité de Q. J'ai donc déter- 
miné de deux manières différentes les mêmes nombres, et si je con- 
sidère un seul groupe circulaire de f, Je suis assuré de trouver 
bi = @2, b2 = à,, ce qui donne lieu à une vérification. 

Enfin je puis, au moyen de la seule courbe 4, répondre à la pre- 
mière question sans faire usage de la courbe Ÿ; car je puis, par ce 
moyen, connaître tous les points de la développée situés à l’infini, et 
en déduire le degré de cette courbe. 

IL serait fastidieux de donner, pour chacun des cas que je vais avoir 
à examiner, l'application de ces trois procédés. Je choisirai, pour 
chaque cas, le procédé le plus expéditif, sauf cependant pour le 
‘premier, au sujet duquel je vais immédiatement appliquer les trois 
méthodes, à utre d'exemple. 


2. La courbe f étant représentée par l'équation f(x,y)=0 en 
coordonnées rectangulaires, soit 


D=Ar+By+C=o 
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l'équation d’une droite D quelconque. Il est facile de former l’équa- 
uon de la courbe Ÿ, dont les intersections avec f sont les points pour 
lesquels les centres de courbures de f sont sur D. Désignant par H, 
comme dans l’article précédent, le hessien de f, 


H = 2 fifa fie — fi f22 — fé fu 
j'obtiens, pour la courbe Ÿ, l’équation suivante : 
L—=(Axz+By+C)H+(ff+f2)(Bf:+ À fi) = 0. 


Je suppose que l’origine O des coordonnées -soit un point sin- 
gulier de f, ce qui restreint l'analyse actuelle au cas des points à 
distance finie; et, pour me conformer à la méthode indiquée, je 
cherche l’ordre de Ÿ en supposant le point (x,y) placé à l'intersection 
de f et d’une parallèle à l'axe des æ à distance y du premier ordre 
de O. 

L'ordre de (Ax + By + C) H n’est autre que celui de H. Or on a 
vu précédemment que, : étant l’ordre du contact de la branche de 
courbe (x,y) avec sa tangente, on a 


(CHY= SUP NES ET 


E 


Si l’on suppose l’axe des y quelconque, f, et f; sont du même 
ordre, et f5+f5 est de l’ordre 2(/f,), à moins que les termes de 
cet ordre ne se détruisent dans la somme de ces deux carrés. Or 


on a 
fi dx + fs dy = 0; 


ER 
1 


d’où 


Donc, si f? + f5 est d'ordre supérieur à /?, 1l en résulte 


fie 
1 + dy —= 0, 


c'est-à-dire que la tangente de la branche de courbe considérée est 
une asymptote de cercle, ou, suivant l’expression de M. Laguerre, 
une droite isotrope. J’écarte ce cas d’exception pour le moment, et, 
sous cette restriction, je vois que l’ordre de 


(JE+SE)(Bfe+ A1) 
est 3(/1). 
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Ainsi Ÿ est la somme de deux fonctions, l’une d'ordre 3(f,), 
l’autre d'ordre 3(f,)+ s—1. Donc l’ordre de Ÿ est le plus petit de 
ces deux nombres, c’est-à-dire le premier pour 51, le second 
pour e< 1. Pour s—1, ces deux nombres sont égaux. Il n’y a pas 
à craindre qu'alors l’ordre de la somme des deux fonctions s'élève 
au-dessus de 3(/f,), à cause de l’indétermination des coefficients 
A, B, C. 

Si Je considère tous les points de /, d'ordonnée y et infiniment 
voisins de O, j'ai donc 


la somme Ve s'appliquant seulement aux nombres s 1, et 7» étant 
pe 
le nombre des branches correspondantes. Or (Y: n ) est précisé- 


, \ t \ 
ment égal à (n me :!) où n'ete Z>1 se rapportent aux branches 


{ 


correspondantes de la courbe corrélative. Ce nombre » —Ÿ:, changé 


de signe, n’est autre chose que celui des inflexions eflectives conte- 


nues dans ces branches. Donc : 


Taéonème 1. — L'abaissement du degré de la développée d’une 
courbe, dû à un point singulier à distance Jinte, et où aucune 
tangente n'est isotrope, est égal au triple de l’abaissement que 
ce point produit dans la classe de la courbe elle-même, diminué 
du nombre des inflexions effectives contenues dans la courbe 
corrélative de cette dernière, aux points correspondants. 


3. Pour suivre l'application de la méthode indiquée, je dois main- 
tenant disposer de la droite D de manière à élever l’ordre àe 9. 
Conformément aux explications données, je puis actuellement me 
borner à considérer en O, sur la courbe f, un groupe de branches 
ayant, avec une même langente, que Je peux prendre pour axe 
des y, des contacts du même ordre e. Ici je suis obligé de distinguer 
deux cas, suivant que + est inférieur ou supérieur à l'unité. 

Je prends le premier eas. Soit x le nombre des branches de j, 
ayant en O, avec Oy, des contacts d'ordre 5 1. 

Les termes du moindre ordre, dans L, proviennent du terme CH, 
d'ordre 3(f,)+s—1. Pour élever l’ordre de %, il faut donc faire 
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C=— 0, c’est-à-dire faire passer D par le point O. Ainsi, comme on le 
savait, les branches de la courbe ont leurs centres de courbure 
en O. 

Grâce à l'hypothèse C = 0, l’ordre des termes provenant de 
(Ax + By + C) H est celui de yH, ou 3(f,)+e, y étant du premier 
ordre. D'ailleurs, l’ordre des autres termes est toujours 3 (7,). Ce 
sont donc ces derniers qui marquent maintenant l'ordre de Ÿ. Pre- 
nons les diverses branches de /, nous avons 


d CU) — 5 D (A) = d + Qi 


tandis que nous avions précédemment 
SU= DS DU) LES 


da —=n(I—E€). 


Donc 


J'ai ainsi la multiplicité du point O sur la développée, 

Actuellement, c’est le terme Af* qui fournit, dans Ÿ, le terme du 
moindre ordre. Pour élever l’ordre de Ÿ, 1l faut donc faire A — 0, 
ce qui réduit la droite D à l’axe des x. Ainsi, comme on le savait, la 
normale de f est la tangente de sa développée. Actuellement d se 
réduit à B(Hy + ff). 

On a montré plus haut (art. V, 2) que x étant une racine de /, 
on à 


dx l 
FE A : Er 3 
f=- fu, HE EEE 


in négligeant le facteur constant B, je peux donc écrire, pour une 
telle valeur de x, | 


Soit maintenant Ky'*T la partie principale de x, on voit que la 
parte principale de la quantité entre parenthèses est 


K(1+e)(e—1)ye, 


qui ne peut se réduire à zéro, puisque € est, par hypothèse, inférieur 
à l’unité. Donc 
(Y)=3(f1) +, 
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et 


D'H=3d (f)+ne= a+ a+ a. 


Donc 


= n€;: 


Telle est donc la somme des ordres des contacts des branches de la 


développée avec leur tangente. Leur nombre étant n(1—e), l’ordre 
(5 





du contact de chacune d'elles est 


Re 

Au sujet de cette application, je ferai remarquer que ce dernier 
résultat s'obtient directement avec la plus grande facilité. 

S1 l’on suppose, en effet, que la partie principale de x est, comme 
précédemment Ky!+, on peut calculer au moyen de cette seule 
donnée les parties principales des coordonnées du centre du cercle 
osculateur de la branche de courbe. En employant les formules 


connues, on trouve 





[U] 


Pour e<1, X et Ÿ sont infiniment petits avec y, et l’on a, pour 
1 


la partie principale de Y, une expression telle que AX'*, A étant 
une constante. On a ainsi une branche de courbe, dont le contact 


[ss 


— ——, comme on vient de le 


fl e 
2 © 





re 





avec sa tangente est d'ordre nr 
trouver. 

En approfondissant davantage ce mode de raisonnement, on pour- 
rail parvenir à trouver le nombre des branches de la développée et les 
autres résultats de cet article. On voit que ce serait suivre la méthode 
employée précédemment pour d’autres recherches (art. IF). 

La même remarque, que je ne répéterai pas, s'applique aux autres 


cas que Je considérerai. 


4. Je poursuis en considérant le cas où la courbe f comprend, en O, 
n! branches, ayant avec Oy des contacts d'ordre & >1. 

Les termes du moindre ordre, dans Ÿ, proviennent de Af*. Pour 
élever l’ordre de Ÿ, on fera donc A =o; ce qui montre que les 
centres de courbure sont à l'infini sur Ox, comme on le savait. 
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ARNATE 


On avait 


on aura maintenant 
> or D (1) + an(s —1) = a+ a, 
a,=n(e—1). 
On fera ensuite C — 0, et l’on trouvera 
She Sur nm dre as 
! ! 


dan 


L'ordre du contact de chaque branche de la développée est 


de I 





; 
a E —1 


Le cas où l’ordre du contact est l’unité peut être traité par la 
même voie; mais 1l sera plus simple d'employer le second procédé, 
que j'applique d’abord aux cas précédents. 

Les coordonnées étant toujours rectangulaires, les points pour 

J 5 ) P P 
lesquels la normale de asse en un point donné (X. Ÿ) sont à 

q JP P ; 

l'intersection de f et de la courbe 0, dont l’équation est 


O=(X—x)f—(Y—7y)fi=0: 


L'origine des coordonnées O étant un point singulier de f, et x et y 
étant les coordonnées d’un point de f infiniment voisin de O, je vois 
que, tant que X et Ÿ sont quelconques, l’ordre de Ü est toujours égal 
à celui de f,, l’axe des x n'étant pas tangent à f en O. 

J'en conclus donc, dans tous les cas, 


D O=Ù CA) = 0. 


Ainsi, tout point singulier, à distance finie, produit dans la 
classe de la développée le méme abaïssement que dans celle de la 
courbe. 

Pour suivre la méthode exposée précédemment, je suppose main- 
tenant que f comprenne seulement un groupe de n branches ayant 
avec Oy des contacts d'ordre :. Pour élever l’ordre de 6, je dois faire 
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alors Ÿ —o;.pour le cas des 1, le terme Xf, est du moindre 


ordre, et J'ai 
Ÿ(0) ANS, D CA) Re be He 


b, = RE — os. 
Faisant ensuite X — 0, j'ai 
d (0 DC E4 DAV on DE 0 0. 
Os = N(I—E) = ai. 


Au contraire, si l’ordre du contact est supérieur à l’umité, le dési- 
gnant pare’, et par 2’ le nombre des branches, j'ai, pour Ÿ —0, 


Se Dor= Duo n arr 
b!, MINES ds: 
Pour élever l’ordre de 6, je dois faire ensuite X infini, et j'ai 
DO =D =D UJD+ne=6+b +0, 
Crus — 1) = 4; 


Pour le cas où l’ordre du contact est l’unité, j'ai, en faisant Y — 0, 
deux termes d’ordre égal à (f,) + 1, dans 4, à savoir : 


Fe UE LOS RTE 


X restant quelconque, j'ai toujours 


VH= ST G/D= D U)+v= 6 + pi, 


BEN 


y désignant le nombre des branches de f. Mais 1l devient manifeste 
que, pour élever encore l’ordre de 4, il faut donner à X une valeur 





_ finie, à savoir : — ce qui montre que les centres de courbure 
A 
sont à distance finie du point O. L'expression “2 peut avoir 
2 


plusieurs valeurs finies différentes, c’est-à-dire que les branches de f 
peuvent se répartir en plusieurs groupes, tels que les branches de 
chaque groupe aient un même cercle osculateur en O. En raisonnant 
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comme on l’a fait au début de cet article, on peut se borner à sup- 
poser qu'il existe un seul de ces groupes ; le nombre y est alors sa 
multiplicité. Soit 

C=2Rr—zx—7y= 0o 


l'équation du cercle osculateur commun aux y branches de f. 
Mettons, dans l’expression de C, pour les coordonnées (x, y) 
les différentielles dx, dy, relatives à un point de f. En vertu de la 
relation, 
1 dx + fs dy = 0, 


on peut écrire alors, C se réduisant à sa différentielle, 


dG = 2[(R —-x)dx — y dy] =— ALU — 2) fat fil 


Or l’ordre de cette quantité 4C est égal à l’unité augmentée de 
l’ordre du contact de la courbe avec le cercle GC. Soit (1+ À) l’ordre 
de ce contact. L'ordre de dC est alors (2 + À) et celui de 


(R—x)fe + y Est 1+À+ (fi). 
Or POUR EUN ER ADTE 


O—(R—x)f2+ y fi. 
Donc | 
(0)=1+A+(fi), 


DO= D) + VGA) = Bi Pa 
Bo = VX. 


Ainsi la développée se compose, au point (Y—0, X—R), de 
vÀA branches, ayant avec la tangente Ox des contacts d’ordre 


». Au moyen de la courbe 4, j'ai déterminé, pour tous les cas sans 
exception, l’abaissement de la classe de la développée produit par un 
point singulier à distance finie, et, en second lieu, la nature des points 
correspondants de la développée pour tous ces cas, sauf un seul, qui 
a échappé à l'analyse précédente. Pour cette dernière détermination, 
J'ai, en effet, supposé que l’un des axes de coordonnées, qui sont 
d’ailleurs rectangulaires, était la tangente du groupe de branches con- 
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sidéré. Cette supposition devient impossible dans un cas et un seul, 
celui ou cette tangente est isotrope : car elle est alors sa propre per- 
pendiculaire. 


Je dois donc traiter ce cas à part, ce que je fais comme il suit : 


Je suppose qu’au point O la courbe f se compose de x” branches 
ayant des contacts d'ordre &” avec la droite isotrope 


" Let X V—1= 0. 
Je pose 
4 an D 2 VaT Re 
et aux variables x, y, je substitue les variables x', y. Le polynome 
f(æ,7)se change en f'(x', y), et la courbe f’ se compose, en O, de 
n" branches ayant des contacts d'ordre 2” avec l’axe des y. | 
On a d’ailleurs 


LUN CONCCN ENLREET TE 2e 
en sorte que Ÿ devient f, 
PIX VI Y) PE X Pi + Vi (gi — af) — x'f 2. 


X et Ÿ étant quelconques, on a 


DL ER) 6; 


Pour X/—1—Y—o, 


d (8) DS = (f)+ n'e —=b+b:, 
b 


2/1 


1—= 7€ 


Pour a NT 0'ét X°—=0, 


SO= To /HD= Yo +nG+e)= 0 ++ bn 
ben. 


Par suite, le point correspondant de la développée est en O, la tan- 
gente de cette développée est la droite 


REY 0 D'ou, Xe r — 0, 


Pi 


c’est-à-dire la tangente même de la courbe f. Elle s’y compose de 
H. 18 
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, L] b, 
b; — n" branches, ayant avec Îa tangente des contacts d'ordre 5 = e”. 
k 1 


En d’autres termes, le point O est de même nature sur la courbe f et 
sur sa développée. | 


6. Ayant ainsi traité tous les cas où le point singulier considéré 
est à distance finie, au moyen de la courbe 6, je puis, par le troisième 
procédé indiqué dans l’exposition de ma méthode, déterminer pour 
tous ces cas l’abaissement du degré de la développée, que j'ai déjà 
déterminé, par le premier procédé, dans tous les cas, sauf celui où 
une tangente est isotrope. 

Soit un point singulier absolument quelconque, mais à distance 
finie, et B le nombre des points d’inflexion qu'il absorbe. Il est clair 
que ce point fait disparaître B intersections de la développée avec la 
droite de l'infini; mais, d’autre part, 1l restitue un certain nombre 
de ces intersections par les centres de courbure à l'infini qui lui cor- 
respondent. Or, pour que le centre de courbure d’un groupe de 
branches soit à l'infini, il faut et 1l suffit, d’après ce que nous venons 
de voir, que la tangente de ce groupe ne soit pas isotrope et ait avec 
ces branches des contacts d'ordre €! > 1. 

Soit alors »' le nombre des branches d’un tel groupe ; nous avons 
trouvé que la mulüplicité de leur centre de courbure commun à 
l'infini est a, — n'(s— 1): c’est le nombre des inflexions effecuves 
qu'elles contiennent. Passant de là au cas général, je conclus que : 


Taéoreme Il. — Un point singulier quelconque d’une courbe, 
à distance finie, produit : | 

1° Dans le degré de la développée de cette courbe, un abausse- 
ment égal au nombre des points d'inflexion qu'il absorbe, dimi- 
nué du nombre des inflexions effectives contenues, en ce point, 
dans les branches de la courbe dont les tangentes ne sont pas 
tsotropes ; 

2° Dans la classe de la développée, il produit le même abasse- 
ment que dans celle de la courbe méme. 


Pour la composition de la développée, j'énonce comme il suit les 
résultats obtenus : 


Taéorëme III. 





Si, en un point, à distance finie, une courbe 
algébrique comprend un groupe de n branches ayant, en ce point, 
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avec une même tangente non tsotrope, des contacts d'ordres 1, 
sa développée comprend un groupe de n(1—:) branches, 


ayant avec la perpendiculaire, au méme point, des contacts 


d'ordre 





1 e 
Taéorkme IV. — Si, en un point, à distance finie, une courbe 
algébrique comprend un groupe de n!' branches ayant, en ce 
point, avec une méme tangente non tsotrope, des contacts 
d’ordre & © 1, sa développée comprend un groupe de n'(:!— 1) 
branches, ayant avec la perpendiculaire, à l'infini, des contacts 


I 
d'ordre - . 2 


CR. L 





THéorëme V.— S5, en un pount, à distance finite, une courbe algé- 
brique comprend un groupe de y branches ayant, en ce point, 
avec une même langente non tsotrope, des contacts du premier 
ordre, et, avec un même cercle, des contacts d’un méme ordre su- 
périeur à l'unité (1 +), sa développée comprend un groupe de 
vÀ branches, ayant avec la normale, au centre de ce cercle, des 


I 
contacts d'ordre >. 

Taéorëme VI. — Si, en un point, à distance finie, une courbe 
algébrique comprend un groupe de branches ayant, en ce point, 
avec une droite isotrope, des contacts d'un même ordre, sa dése- 
loppée comprend un groupe du même nombre de branches ayant, 
au même point, avec la même droite, des contacts de ce même 
ordre. 


Remarque. — Ïl est évident que ces quatre dernières proposi- 
ons s'appliquent également à des courbes non algébriques, relative- 
ment à leurs points singuliers algébriques. 


7. J'ai maintenant à traiter les mêmes questions, en considérant 
les points singuliers situés à l'infini. Je suivrai la même marche, en 
ayant seulement recours à la courbe 4, qui donne lieu aux calculs les 
plus simples. Je ramène la question à la recherche du nombre des 
intersections de deux courbes, réunies en un point à distance finie, au 
moyen d’une transformation homographique. J’emploie, à cet effet, 
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la transformation si simple et si utile 


T = —;) Var 


que J'applique également aux coordonnées (X, Y) du point arbitraire 
“ve ; se. F I ; 
qui figure dans 4. Je remplace donc aussi X par ve Y par YF Soit 


F(zx', y'), ce que devient f (x, y). Je désignerai par F la transfor- 
mée de la courbe f. J’exprime les dérivées partielles /,, /; au moyen 
de F,et F,, et je remplace l’équation 4 — o par celle-ci : 


8 (PEN) FE LT RNCS 


Cette dernière équation définit la courbe ©, qui n’est pas la trans- 
formée de Ü, mais qui la remplace pour l’étude proposée. 

Dans la transformation employée, l’axe des y est conservé et l’axe 
des x’ est la transformée de la droite de l'infini. Il convient aussi de 
rappeler que cette transformation est réciproque, en sorte que, dans 
la seconde figure, la droite de l'infini est la transformée de l’axe des x 
de la première. L'origine O' est ainsi le transformé du point à l'infini 
de O y. Je suppose que le point considéré de f soit à l'infini sur O y: 
le point à considérer sur F est maintenant en O'. Comme les coor- 
données primitives (x, y) sont rectangulaires, l’analyse actuelle se 
trouve restreinte au cas où le point à l'infini considéré n’est pas un 
point circulaire, c’est-à-dire un des points de concours des droites 
isotropes, d’un même système. Le cas opposé sera ensuite traité à 
part. 

Je raisonne maintenant comme précédemment, et je place le point 
(æ', y’) sur F'et sur une parallèle à l’un des axes de coordonnées, à 
distance infiniment pete du premier ordre de O’. Il est tout d’abord 


manifeste qu'on a toujours 


De)=3F) 


Mais il faut observer que l’axe des x' n’est plus une droite quel- 
conque, non tangente à la courbe à l’origine. L’axe des x' est, ai-je 
dit, la transformée de la droite de l'infini. Donc, en premier lieu, les 
transformées des branches de f qui ont des asymptotes auront en O' 
des tangentes différentes de O'z"’. 

. En second lieu, les transformées des branches de / qui sont parabo- 


1 
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s 


liques auront, en O”, la droite O'x’ pour tangente. Pour éviter une 
discussion, je place les points (x',7') sur une parallèle à O'y’, 
d’abscisse x’ infiniment petite du premier ordre, en supposant, ce qui 
m'est permis, que l'axe O’y' n’est tangent à aucune branche de K. 
Cela revient à supposer que Oy n’est pas une asymptote de f. Alors, 
pour les branches de F non tangentes à O'x!, j'ai 


(F1) = (Fo). 
Pour une branche ayant avec O'x' un contact d'ordre n, j'ai 


(Fi)=(F)+n. 


D (6)= D (F)+ D 7 


D'ailleurs, D (F3) est l’abaissement de la classe de F dû à O’. 


Donc 


Sans faire aucun calcul, je sais, par les propriétés des transforma- 
üuons homographiques, que cet abaissement est le même que celui 
qui est produit dans la classe de f, par le point dont O' est le trans- 
formé. Donc : 


Taéorëme VIL — Un point singulier à l’infint et non circu- 
laire abaisse la classe de la développée de la courbe à laquelle il 
appartient d'un nombre égal à l’abaissement qu’il produit dans 
la classe de cette courbe, augmenté de la somme des ordres des 
contacts de la courbe avec la droite de l’infint en ce point. 


S. Pour reconnaitre maintenant la nature des points de la déve- 
loppée correspondant à un point singulier de f à l’infini, Je procède 
exactement comme dans les cas précédents, et je me borne à sup- 
poser qu'en ce point la courbe f se compose d’un seul groupe de 
branches. Il en est de même de la courbe F au point O’. Sans qu'il 
soit maintenant nécessaire de détailler un raisonnement loujours le 
même, J'indique que, pour élever l’ordre de ©, 1l faut faire successi- 
vement. Y!—0, et Y'—o, X/—«, en supposant que l’on ait pris 
actuellement, pour axe des y, l'asymptote même du groupe de bran- 
ches de f que l’on considère, si ces branches en ont une, ou la 
direction de ces branches si elles sont paraboliques, de telle sorte 
que l’un des axes des y' ou des x’ est tangent à F en O'. J’obtiens 
alors : 
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1° Dans le cas où le groupe de branches a une asymptote, £ étant le 
nombre de ces branches et € l’ordre de leur contact avec cette asym- . 
ptote, tout d’abord, comme on l’a vu. 


DO)= D (F)=e, 


POND D == 0) 


D'(0)= Sd Cr Fi)= (Fr) +10 "br 


bi=t; 
pour Y' — O,°eL X/ — d, 


(0) =D (zy F1) =Ÿ(F)+ t(a LE) = 6 ADN 


b—t(i+t). 


2° Dans le cas où le groupe de branches est tangent à la droite de 
l'infini, s étant le nombre des branches, et n l’ordre de leur contact 
avec la droite de l'infini, on a eu tout d’abord 


Ÿ (9) = (F)+sr ee 


J’obtiens ensuite : pour Ÿ’— 0, 


d'(O)=Ù (y F)= D F)+5(1+ 20) = 0+ 01, 


bi=s(i+n); 
POUTAVIE=10 ME co; 


Ÿ'(6) =d (y Fi) — HAS +Ÿ (x) A 


! 
b, =": 


Si Jobserve maintenant la signification des hypothèses Y'/= 0, 
X'— «, je reconnais que, dans les deux cas, le point de la développée 
de f est à l'infini sur Ox, et que la droite de l'infini y touche cette 
développée. En outre, le nombre des branches de cette dernière est, 
en ce point, dans le premier cas, D, ; dans le second, b; ; l’ordre de 

. ; b b' 
leur contact avec la droite de l’infini est = ou ne 
2 2 
J'ai ainsi les deux théorèmes suivants : 
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Paéoreme VIIT. — Si, en un point non circulaire à l’énfini, une 
courbe comprend un groupe de t branches ayant avec une 
_asymptote des contacts d'ordre Ÿ, le point correspondant de la dé- 
veloppée est à l'infini, dans la direction perpendiculaire, et cette 
courbe comprend, en ce point, un groupe de t(1 +) branches 





ayant, avec la droite de l’infint, des contacts d’ordre , ". a 

TaéorëmEe IX. — Si, en un point non circulaire à l'infini, une 
courbe comprend un groupe de branches ayant avec la droite de 
l'infini des contacts d’un même ordre, le point correspondant de 
la développée est à l'infini, dans la direction perpendiculaire, et 
cette courbe compreñd, en ce point, le même nombre de branches 
ayant, avec la droite de l'infini, des contacts d'ordre supérieur 
d'une unité. 


9. Comme cas particulier du théorème VIIT, on remarquera ce qui 
en résulte pour les points qui, dans la développée d’une courbe, cor- 
respondent aux points ordinaires à l'infini. Si l’on fait {= 1, = 1, 
on voit que la développée se compose de deux branches ayant, avec 
la droite de l'infini, des contacts d’ordre = c'est-à-dire que le point 


considéré est un rebroussement ordinaire dont la tangente est Ja 
droite de l'infini. Cette remarque explique bien pourquoi la déve- 
loppée d’une courbe générale, de degré m, est elle-même de degré 
3 m(m—1), comme on le sait. Ses points à l'infini sont : 

1° 3m(m — 2) points ordinaires, correspondant aux points d'in- 
flexion de la courbe ; 

2° m points de rebroussement, correspondant aux points à l’infini. 

En chacun de ces points, trois intersections avec la droite de l'in- 
fini sont confondues. J’ai donc ainsi 


3m(m—2)+3m—3m(m—1) 


intersections avec la droite de l'infini. 

Cette remarque permet de calculer, au moyen des résultats précé- 
dents, l’abaissement qu’un point singulier à l'infini, et non circulaire, 
produit dans le degré de la développée. Ce calcul pourrait aisément 
être fait d’une manière directe, comme je l’ai montré dans le cas d’un 
point singulier à distance finie. Ici je me borne à l'emploi d’un seul 
procédé. 
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Je considère donc, sur une courbe f, un tel point singulier. Soient 4 
le nombre des branches d’un des groupes circulaires de f en ce 
€ l’ordre d de cl d b h I 
point et © l’ordre du contact de chacune de ces branches avec leur 
asymptote. J’emploie, d'autre part, les notations s, n pour un groupe 
de branches tangentes à la droite de l’infini. Soit maintenant A 
l’abaissement que le point considéré produit dans la classe de f ; j'ob- 

serve que : 


1° Le nombre des points d'inflexion absorbés est 


3 À HUE + sn —1) = [> 


2° Le nombre des intersections de f et de la droite de l’infimi, réu- 
nies au point considéré, est 


dit s(n+n = K : 


3° Le nombre des intersections de la développée et de la droite de 
l'infini, réunies aux points correspondants, est ( théor. VIII et IX) 


Die - D+Ÿs(2+n) = L 


J'en conclus, grâce à la remarque ci-dessus, que l’abaissement du 
degré de la développée dû au point considéré est 


I+3K—L=3A+3% sn 


Or À + D est, d’après le théorème VIT, l’abaissement que le 


point considéré produit dans la classe de la développée. Donc : 


Taéoreme X. — Un point singulier à l'infini et non circulaire 
abaisse le degré de la dévelopnée de la courbe à laquelle il appar- 
tient d’un nombre égal au triple de l'abaissement qu’il produit 
dans la classe de cette développée. 


10. Il me reste enfin à traiter le cas d’un point singulier à linfinmi 
et circulaire. J’emploie à cet effet la même transformation que précé- 
demment, et Je considère les courbes F et O0. Toutefois, les coordon- 
nées æ, y primitives étant rectangulaires, je ne puis pas, ainsi que Je 
l'ai déjà fait observer, supposer que le point singulier de f considéré 
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soit sur Oy. Par suite, le point correspondant de F n’est pas à l’ori- 
gine des coordonnées (x', y'). Ce point est sur O’x"'. Je le désigne 
par Q. En supposant que le point de f soit à l'infini sur la droite 
æ—yV— 1, l'abscisse de Q sera x'—ÿ—1. Je transporte les axes 
en Q, en conservant la variable y! et en remplaçant x! par £ +4 — 1. 

Pour la symétrie de l'écriture, je mets n au lieu de y’; de même 
de pUe et H au lieu de X’ et Y'. J'ai, par le changement de 


variables, 
F(x,Yy') TS p(Ë, n) ; 


et J appelle o la courbe F envisagée avec les nouveaux axes. Elle passe 
en Q, et celles de ces branches qui sont les transformées des branches 
paraboliques de f y touchent l’axe des £. La courbe © devient 
maintenant 


9 —Zr (V— 1 91+ Eva pa) — H[V— 1 (2 Ep + 92) + E(Epi + n%2)] 
+ V— rn(Ëpi+ np). 


En raisonnant comme dans le cas précédent, désignant par = le 
nombre des branches d’un groupe de © ayant avec une droite diflé- 


| os 
| 


rente de Q£, au point O, des contacts d'ordre 3; et par s le nombre des 


branches d’un groupe ayant avec Q£ des contacts d’ordre #, j'obtiens 
d' (0) =D (92) + < +D s(i+ f): 


D'où Je conclus qui 


Taéorëme XI. — Un point singulier à l’infint, et circulaire, 
abaisse la classe de la développée de la courbe à laquelle tl 
appartient d'un nombre égal à l'abaissement qu'il produit 
dans la classe de la courbe, augmenté du nombre des intersec- 
tons de cette dernière et de la droite de l'infini, confondues en ce 
point. 


Pour l’étude de la composition de la développée aux points cor- 
respondants, je suis toujours la même méthode, qui consiste à ne 
considérer sur la courbe primitive qu’un seul groupe de branches, et 
je commence par le cas où ces branches sont tangentes à la droite 
de l'infini. 


Dans ce dernier cas, les branches de © qu’on a à considérer sont 
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tangentes en Q à l’axe des £. J'ai, en premier lieu, 
Ve) = d (ne:) = 8. 


Puis, pour H — 0, 


Ÿ' (0) = eng) = D (ngr) + aie b + br, 


EP oc. 


Puis, pour H=0o£t=S-0); 


Ÿ(6) = Ÿ (nEy1) = Die bi+o = D bi + bo, 
Ds — Je 


D'où je conclus que : 


Taéorème XII. — Si, en un point circulaire à l'infini, une 
courbe comprend un groupe de branches ayant avec la droite de 
l'infini des contacts d’un même ordre, sa développée comprend, 
au même point, un groupe du même nombre de branches ayant 
les mêmes contacts avec cette méme droite. 


11. Je considère maintenant, sur la courbe f, un groupe de bran- 
ches ayant, en un point circulaire à l'infini, une asymptote déter- 
minée. Je suppose que l’origine des premières coordonnées ait été 
prise sur cette droite, en sorte qu'avec les dernières coordonnées, 
l’axe On soit tangent en Q au groupe de branches correspondantes de 
la courbe w. Soient + le nombre de ces branches, 3 l’ordre de leur 
contact avec Qn. On a, en premier lieu, ainsi qu’on l’a déjà trouvé, 


d'e)= de) = do) + <= 6. 


Puis, pour E — 0, 
Ÿ(6)= Ÿ (2Eg1+ 8) 
Pour un système de valeurs satisfaisant à l’équation 6 — 0, j'ai 
dé 
26pi+ npo= m2 —n— )- 
FD ONITE a ( 6 1%) 


Soit maintenant Kn'+° la partie principale de & : j'ai, pour celle 
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de la quantité entre parenthèses, K (1 — z)n!+7. Cette expression ne 
s'évanouit pas si 3 est différent de l'unité. 
J’ai donc, pour zZ1, 


Ps 


(8) = D (ni+z01) =Ù (o1)+r(1+ 3) = b + b:, 


1 


So» 


Se 


Puis, pour H— 0, 


D) = Ÿ gi + ng:) + Ÿn bb pue bb hilies. 
Barre 


* 


D'où il résulte que la développée se compose, comme la courbe f, 
d’un groupe de + branches ayant au même point circulaire, avec la 
même asymptote, des contacts du même ordre =. 

Ainsi : 


THéorëMe XIII. — Si, en un point circulaire à l'infini, une 
courbe comprend un groupe de branches ayant avec une asym- 
ptote des contacts d’un méme ordre, différent de l'unité, sa déve- 
loppée comprend, au méme point, un groupe du méme nombre 
de branches ayant les mémes contacts avec cette méme droite. 


Dans le cas où 3 est l'unité, il ne suffit pas de considérer la partie 
principale de £ pour caleuler l’ordre de @. Je considère donc le dé- 
veloppement de = suivant les puissances croissantes de n, et je sup- 


pose d'abord 
(1) E—ay?+By+i+..., 


À étant une fraction positive plus petite que l’unité. La signification 
géométrique de cette supposition est que la branche de courbe repré- 
sentée par ce développement a un contact d’ordre (1 + À) avec son 
cercle osculateur à l’origine. 

Je suppose donc que la courbe © se compose en Q d’un certain 
nombre y de branches, ayant avec ce même cercle des contacts d’un 
même ordre. 

J'ai d’abord, comme précédemment, en laissant Æ et H arbitraires, 


d' (0) =Ù (+7 = 0. 
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Pour € — 0, 
Pour = 0 40, 


2 
Ÿ (8) = (gi+ nes) + D (n) = (a) +3» = D 012008 


ba = v(1— À). 


= 
D 
vx 


2601 + 1%) = Ÿ (91) +Ÿ (72) = © (e1)+v(2+2) = b + b;, 


bi=v(1+ À). 


D'où : 


Taéoneme XIV. — Si, en un point circulaire à l'infini, une 
courbe comprend un groupe de » branches, ayant avec une méme 
asymptote des contacts du premier ordre, et dont les transfor- 
mées homographiques aient avec un méme cercle, au point cor- 
respondant, des contacts d’un méme ordre, 1 +}, le nombre À 
étant une fraction inférieure à l'unité, la développée comprend, 
au méme point, un groupe de branches ayant avec la même 


[ —— 
asymptote des contacts d'ordre 


y (1 — }). 





À 
=, et dont le nombre est 


12. Tous les points à l'infini que j'ai considérés jusqu'ici donnent 
lieu à des centres de courbure situés aussi à l'infini, en sorte qu’en 
ces points 1l n’y a point, à proprement parler, de cercles osculateurs. 
I n’en est pas de méme de la dernière catégorie qu’il me reste à envi- 
sager. C'est, en effet, dans cette catégorie que rentrent les points 
simples, circulaires, à l'infini, en lesquels la courbe possède une 
asymptote ; par exemple, les points à l'infini d’un cercle. On sait donc 
d'avance que, pour cette dernière catégorie, 1l peut se faire qu'il y ait 
des cercles osculateurs finis. Je montre d’abord qu'il en est toujours 
ainsi. 

Dans le cas où l’on se trouve maintenant, l’abscisse £ d’une branche 
de la courbe © donne lieu à un développement analogue à (1), com- 
mençant, comme ce dernier, par un terme du second ordre, mais ue 
rentrant pas dans la forme (1). 

D'après la définition du développement (1), le développement 
actuel sera de la forme suivante : 


(2) E= ay? + yyi+opitl+.., 


l'étant un nombre positif quelconque. 
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Je considère un cercle qui, dans le plan de la courbe f, ait son 
centre sur l’asymptote du point de f considéré. Cette asymptote 
ayant, avec les coordonnées x, y, l’équation x — y V—1— 0, les 
coordonnées du centre de ce cercle sont y = u, æ—uy —1, u étant 
indéterminé. Soit R son rayon, son équation est 


(œ—uy—1)+(y—u)— R?= 0. 


Je le transforme comme la courbe f, en y appliquant les mêmes 
changements de variables. Il devient maintenant la courbe suivante : 


(3) NEC Ur} ER 0: 


Si, par cette dernière équation, on développe £ suivant les puis- 
sances croissantes de n, on trouve, pour la racine infiniment petite 
avec n, 





R* 
=" V—1Rn+ uRtnt+ (2 Vian }nt+..…. 


Si je pose 


je détermine le cercle de manière qu'il ait, au point considéré à l’in- 
fini, avec la branche de f dont (2) est la transformée, un contact 
d'ordre supérieur au second. 

Ces équations donnent pour R une valeur finie et pour « une 
valeur non infinie. J’ai donc un cercle fim. 

Je vois de plus que les branches de f, qui constituent un groupe 
circulaire au point considéré, admettent le même cercle osculateur 
ainsi déterminé pour l’une d’elles. J'ai donc à envisager maintenant, 
sur la courbe f, en un point circulaire à l'infini, un groupe de branches 
ayant avec une droite des contacts du premier ordre et avec un même 
cercle fini des contacts d'ordre supérieur au second. Soient (2 +w) 
cet ordre et x le nombre des branches. 

Je remarque d’abord que je puis supposer l’origine O des coor- 
données primitives choisie au centre de ce cercle. Grâce à cette 
supposition, w et, par suite, y sont nuls. Cela étant, j'ai d’abord, 
comme ci-dessus, pour £ et H quelconques, 


d'(8)=S (a)+n= 0. 
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PS pour = —0, 


Ÿ (8) = © (nbo: + 7292) =d)+d m=S (m)+ine b+b:, 
b:; 


= 217. 


Il faut maintenant faire E—o et H—, ce qui concorde avec 
l'hypothèse faite sur la position du centre du cercle osculateur. Il 
s’agit de calculer maintenant l’ordre de la quantité à laquelle 6 se 
réduit, à savoir : 


8 — ÿ—1(2tp; + nve) + É(ESI + np), 


EE CARACAS den :(e de * 
D) (en) 


\ 


ou 


e 4 d 
Si, dans ce second membre, on remplaçait 6 et . par leurs 


valeurs tirées de l'équation (3), c’est-à-dire si l’on faisait ce calcul, 
non plus pour la courbe ©, mais pour la courbe (3), transformée du 
cercle, on sait d'avance que ce second membre s’évanouirait. O est, 
en effet, le résultat de la transformation de 


O—(X—r)f—(Y— y) fi 


appliquée à un cercle pris pour la courbe f, et, dans le cas actuel, le 
point X, Ÿ étant le centre de ce cercle. Or, dans cette hypothèse, 
G s'évanouit. Il en est donc de même de 6, ce qu'un calcul direct 
permet, d’ailleurs, de vérifier aisément. 


| l'A EE e Re 
De cette observation 1l résulte que la valeur de c que j'ai à 
1 


calculer n’est pas altérée si l’on y met pour € la différence des 
abscisses des courbes » et (3). Or cette différence est d'ordre (3 +w) 


par hypothèse. Il en résulte que l’ordre de = est précisément (3 +w). 
l 
J'ai donc maintenant 
Ÿ (0) = (9: )+ n(w +3) = b + bi + D», 


b:=—= nm tu), 


D'où : 


THéorëmE XV. — Si, en un point circulaire à l’infint, une 
courbe comprend un groupe de branches ayant, avec une même 
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asymptote, des contacts du premier ordre, sans satisfaire à la 
condition du théorème XIV, il existe pour chacune de ces bran- 
ches un cercle fint avec lequel elle a, au point considéré, un 
contact d'ordre supérieur au second. St n est le nombre de ces 
branches ayant avec le même cercle un contact d'ordre 2+w 
(w>o), la développée comprend un groupe de nw branches 


2 
ayant, au centre de ce cercle, des contacts d'ordre — avec 


l’'asymptote des précédentes. 


13. Au moyen des divers théorèmes ci-dessus, il est aisé detrouver 
l’abaissement du degré de la développée, dû à une singularité 
quelconque en un point circulaire à l'infini. En conservant les nota- 
tions employées dans ces théorèmes, pour chaque espèce de groupe 
de branches, et désignant par A l’abaissement de la classe de la 
courbe elle-même, dû au point singulier, je trouve, en suivant la 
marche indiquée plus haut, que l’abaissement du degré est 


3 À HD c++ o(Gi+n+Ÿv(2-N+3Ÿ 2. 


Avec cette dernière proposition s’achève la solution de la question 
proposée : 

1° Trouver l’abaussement du degré et de la classe de la déve- 
loppée d'une courbe, produit par un point singulier de cette 
courbe. 

2° Trouver la nature de la développée aux points correspon- 


dants. 


Cette étude ne doit pourtant pas s'arrêter ici, el j'ai à urer des 
propositions renfermées dans le présent article plusieurs consé- 
quences importantes, qui feront l’objet du suivant. 


ARTICLE VIT. 


1. La première application que je veux faire des propositions de 
de l’article précédent a trait à la question inverse, c’est-à-dire : 
Quelle est la nature de la développante d'une courbe en un 
point correspondant à un point singulier algébrique de la 
courbe ? 
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On n’a évidemment ici à considérer, en un point singuher de la 
courbe primitive, que les branches tangentes à une même droite. 
Je considère d’abord un point à distance finie et une tangente en 
ce point, qui ne soit pas isotrope. Soient N le nombre des branches du 
groupe considéré, E l’ordre de leur contact avec la tangente, et O le 
point singulier. 

1° Si je fais passer la développante par le point O, je dois appli- 
quer le théorème IIT (art. VI), qui détermine les nombres n, e, 
relatifs à la développante, par les relations 


N'=mn(is-E), = 





; n=N(E+:). 





Ainsi, si l’on prend la courbe z7?=— yP+4 (p et q positifs et entiers), 
DHaiN= gi L— + et que l’on fasse passer sa développante à l’ori- 


gine des coordonnées, ce point sera, sur celte dernière courbe, de la 
même nature que sur la courbe y?P*4= ax?P+4, 

2° Je ne fais pas passer la développante par le point O. C’est 
maintenant le théorème V (art. VI) qui me fournit les éléments 
v, À du point correspondant de la développante 


y = NE, 


Ainsi, au point O de la même courbe x7?= yP+4 répond main- 
tenant, sur la développante, un point multiple contenant p branches, 
qui ont des contacts du premier ordre avec leur tangente commune, 
et des contacts d’ordre (1+4) avec un même cercle osculateur. 

Ces propositions peuvent facilement servir à faire reconnaître la 
forme du trait de la développante d’une courbe donnée. J’en donne 
ici un seul exemple, relatif à un point d’inflexion ordinaire. C’est le 
cas de NE —). 

1° Sije fais passer la développante par le point d’inflexion, j'ai 
un point de la nature de l’origine sur la courbe y? = axÿ. C’est l’ap- 
parence d’un point d’inflexion, en ce sens qu’on y voit une seule 
branche réelle, et qui traverse sa tangente. Mais ce point difière 
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essentiellement d’un point d’inflexion, en ce sens que la courbe 
s y éloigne plus rapidement de sa tangente qu’en un point ordinaire, 
2° Si la développante ne passe pas par le point d’inflexion, j'ai 
deux branches de courbe qui, d’après leur définition, peuvent être 
figurées comme il suit : 
Soient X, Y l’abscisse et l’ordonnée d’un point d’un cercle passant 
à l’origine des coordonnées, et tangentes à l’axe des y. Les branches 


de la développante seront représentées par un développement com- 


mençant par X +ay?+...; elles seront donc situées de part et 
d'autre du cercle et d’un même côté de Oy, et ne seront réelles que 
du côté des y positifs. Elles présenteront donc l'aspect de ce qu’on 
nomme ordinairement r'ebroussement de deuxième espèce. | 

À propos de ce qu’on appelle habituellement points de rebrous- 
sement, 1l est utile de faire la remarque suivante : 


En un point de rebroussement de première espèce le rayon 
de courbure n'est pas toujours nul, comme on l’a dit quel- 
quefots. 


Il suffit, pour s’en convaincre, d'observer que l’on obtient, par 
exemple, un rebroussement de première espèce, à l’origine des 
coordonnées, sur l’une quelconque des courbes représentées par 
Péquation 

dr — yInHi, 
où À et m sont entiers et m=n. Or il suffit que l’on ait mZ2n pour 
que l’ordre du contact de chaque branche de la courbe avec la tan- 
gente Oy soit supérieur à l’unité, et pour que, par suite, le rayon de 
courbure soit infini. Dans le cas opposé m < 2n, le rayon de courbure 
est effectivement nul. 

La recherche de la nature de la développante d’une courbe en un 
point qui correspond à un point singulier à distance finie, et où la 
tangente est isotrope, ou à un point à l'infini, se fait aussi facilement 
au moyen des autres propositions de l’article précédent. Je me con- 
tente ici d’avoir indiqué la solution de cette question, et je passe à 
d’autres conséquences des mêmes propositions. 


2. Quand on passe de la considération d’une courbe à celle de sa 
développée, on voit disparaître, dans cette dernière, la trace de 
certaines singularités de la première. Ainsi un point double, un point 


H. 19 
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de rebroussement ordinaire donnent lieu, dans la développée, à des 
points ordinaires. Ces singularités disparaissent dans cette déve- 
loppée. Il en est, au contraire, d’autres qui subsistent. Les proposi- 
tions de l’article précédent nous montrent quelles sont ces singularités 
el nous apprennent, qu'en subsistant, elles subissent cependant cer- 
taines altérations. À 

Si je considère maintenant la développée de la développée, que je 
désignerai, pour abréger, par deuxième développée de la courbe, J y 
vois ces singularités subir encore de nouvelles altérations. De même 
encore si Je considère la troisième développée, et ainsi de suite. En 
calculant ces altérations successives, nous verrons s’élargir le champ 
des singularités qui disparaissent entièrement dans les développées 
d’une courbe, c’est-à-dire qui, dans les développées à Pinfini à parur 
d’un rang déterminé, ne donnent lieu qu’à des points ordinaires à 
distance finie. Nous trouverons cependant qu'il n’en est pas toujours 
ainsi, et qu'il est des singularités dont la trace subsiste indéfiniment, 
mais en s’altérant toujours, à partir d’un certain rang, dans chaque 
développée successive, d’une manière régulière ‘et uniforme pour 
toutes les courbes algébriques. Cette étude, devenue maintenant 
très facile, une fois faite, nous serons en mesure de découvrir la loi 
suivant laquelle varient les degrés et les classes des développées 
successives de toute courbe algébrique. 

Je commence par ce qui concerne les points singuliers à linfini et 
circulaires qui donnent lieu aux propositions les plus simples. 

En effet, des théorèmes XII et XII (Art. VI) résulte immédiate- 


ment que : 


Taéorëme 1. — Si, en un point circulaire à l’infini, une courbe 

EL - » # 0 OR HE S 

comprend un groupe de branches ayant, avec la droite de l’infina, 

des contacts d’un méme ordre, chacune de ses développées succes- 

sives comprend, au même point, un groupe du même nombre de 
branches ayant ces mêmes contacts avec cette même droite. 





Taéorëme Il. — St, en un point circulaire à l’infint, une courbe 
comprend un groupe de branches ayant, avec une asymptote, 
des contacts d’un même ordre, différent de l'unité, chacune de 
ses développées successives comprend, au méme point, un groupe 
du méme nombre de branches ayant ces mêmes contacts asec 
cette même droite. 


es à 
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Ainsi, à l'égard de ces groupes de branches, nous voyons s'établir, 
en quelque sorte, un régime permanent à partir de la courbe 
initiale elle-même. 

À l’égard des groupes de branches qui rentrent dans la définition 
du théorème XIV (Art. VI), j'observe que, dans la première déve- 
loppée, ils donnent lieu à des groupes rentrant dans la définition du 
théorème IT, et que, par suite, il s’établit, pour ces groupes, un régime 
permanent à partir de la première développée. 

Les groupes de branches qui rentrent dans la définition du théo- 
rème XV (Art. VI) donnent lieu, dans la première développée, à des 
groupes tangents à des droites isotropes en des points à distance 
finie. | | 

Pour ces derniers, le théorème VI (Art. VI) montre qu’à parür de 
la courbe elle-même s'établit un régime permanent. Pour les pré- 
cédents, le régime permanent s'établit donc à partir de la première 
développée. | 

Cette discussion nous apprend, en premier lieu, que toutes les 
tangentes isotropes de la courbe initiale lui sont communes avec 
toutes ses développées, et inversement; en d’autres termes : 


Taéoreue II. — Les développées successives d’une courbe algé- 
brique quelconque lui sont homofocales. 


En second lieu, je conclus aussi que : 


Luéorëme IV. — Le nombre des intersections de la droite de 
l’infint et d'une développée de rang quelconque d’une courbe 
algébrique, confondues en un point circulaire, est constant quel 
que soit le rang de la développée. 


9. Je considère actuellement, en un point non circulaire à l'infini, 
un groupe de branches tangentes à la droite de l'infini. Soient s leur 
nombre et n l’ordre de leur contact avec cette droite. Ce. groupe 
donne lieu, dans la développée, à un groupe analogue de s branches 
ayant, avec la droite de l'infini, des contacts d'ordre n +1; et, par 
suite, dans la Ki*"e développée, à un groupe de s branches ayant, 
avec la droite de l'infini, des contacts d'ordre (n + K). 

Le nombre des intersections de la droite de l'infini et de ce groupe 
confondues au point considéré est, pour la courbe initiale, s(n +1), 
et, pour la Ki" développée, s(n +1 + K). Il croit donc suivant les 
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termes d’une progression arithmétique dont la raison est s. Il en sera 
de même pour les autres groupes analogues. C’est ce que j’exprime 
abréviativement en disant qu’à l’égard des branches paraboliques 
d’une courbe, il s'établit dans les développées successives, à partir 
de la courbe elle-méme, un régime régulièrement progressif. 

Je considère, en un point à linfini {il est entendu désormais qu'il 
ne s’agit plus de point circulaire), un groupe de branches ayant une 
asymptote. Le théorème VIIT (Art. VI) nous apprend que, dans la 
première développée, 1l lui correspond un groupe de branches dont 
la tangente est la droite de l'infini. Donc, d’après le résultat précé- 
dent, & l’égard des branches non paraboliques, il s'établit, 
à partir de la première développée, un régime régulièrement 
progressif. 

En résumé, à l’égard de tous les points à l’infini circulaires 
ou non circulaires, il s'établit, à partir de la première déve- 
loppée, un régime régulièrement progressif. 

Je considère maintenant les points à distance finie, et, en ces points, 
des groupes de branches ayant des tangentes non isotropes, le cas 
inverse ayant été traité plus haut. 

S'il s’agit d’un groupe de branches ayant avec la tangente des 
contacts d'ordre supérieur à l'unité, c’est-à-dire contenant des in- 
flexions effectives, le théorème IV (Art. VI) montre que, dans la 
première développée, le point correspondant est à l'infini, et que les 
branches de cette dernière courbe ont une asymptote. Donc, d’après 
les résultats ci-dessus, à l’égard des groupes de branches con- 
tenant, en des points à distance finie, des inflexions effectives, 
il s'établit à partir de la deuxième développée, un régime 
régulièrement progressif. 

S'il s’agit d’un groupe de branches ayant, en un point non à l'infini, 
avec une droile non isotrope, des contacts d'ordre non supérieur à 
l’unité, 1l y a deux cas à considérer, suivant que cet ordre est égal 
à l’unité ou lui est inférieur. 

Je considère le premier cas. J’observe tout d’abord qu'il n’y a lieu 
de porter l'attention que sur le cas d’un groupe de branches ayant un 
mème cercle osculateur, avec lequel elles ont des contacts du même 
ordre. D’après le théorème V (Art. VI), si (1 + À) est l’ordre de ce 
contact, les branches correspondantes de la développée ont, au centre 


; il . 
du cercle, avec leur tangente, des contacts d’ordre + Si donc À est 
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différent de l’unité, je me trouve, à partir dela première développée, 
soit dans le dernier cas examiné, soit dans celui que j’examinerai tout 
à l’heure. Si, au contraire, À est égal a l'unité, je me retrouve, à 
l'égard de cette première développée, dans le cas actuel. Il peut 
arriver encore que les branches de cette développée aient, avec un 
même cercle osculateur, des contacts d’un même ordre. J'ai donc à 
répéter les mêmes raisonnements. En conséquence, 1l peut se pro- 
duire deux faits différents : 

1° Ou bien on parviendra à une développée pourlaquelle les bran- 
ches considérées auront avec un même cercle osculateur des contacts 
d'ordre (1 + À), À étant différent de l’unité; et alors, à parur de la 
suivante, je me trouve dans le cas où chaque branche du groupe a, 
avec sa tangente, un contact d'ordre différent de l’unité. 

2° Ou bien 1l n’en sera rien, c’est-à-dire que les branches des 
développées successives auront, à l'infini, des contacts du second 
ordre avec les cercles osculateurs. 

S'il en est ainsi, chacune des branches de la courbe inituale est 
ligurée par un développement ne comprenant que des puissances 
entières de la variable, et leur ensemble n’est autre que la super- 
posiion de plusieurs courbes distinctes en un point simple sur 
chacune d’elles; en d’autres termes, elles forment chacune un 
groupe circulaire séparé, composé d’une seule branche. Deux quel- 
conques de ces branches ne peuvent être les mêmes que jusqu'aux 
infiniment petits d’un ordre fini et déterminé. Soit (a + 1) cet ordre. 
Alors les centres de courbure successifs, pour ces deux branches, 
coincident jusqu’à celui de rang &. À partir du suivant, 1l ÿ a sépa- 
ration. Donc, dans ce dernier cas, on parvient à une développée de 
rang déterminé, dans laquelle le groupe de branches considéré 
donne lieu à des branches ordinaires en des points simples distincts. 
En d’autres termes, à partir d’un certain rang, la singularité consi- 
dérée dans la courbe initiale disparait entièrement. 

En résumé, à l’égard d’un groupe de branches ayant avec la 
tangente des contacts du premier ordre, à partir d’un rang 
déterminé, toute singularité disparait, ou bien ces branches 
donnent lieu à un groupe de branches ayant avec leur tangente 
des contacts d’ordre différent de l’unité. 


4. J'arrive au cas où l’on a à considérer un groupe de branches 
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à l'infini, des 15 d'ordre inférieur à 
ayant, en un point non à linhni, des contacts d'ordre inlerieur à 


l’unité avec la même tangente. 

Soient z le nombre de ces branches et & 1 l’ordre de ce contact, 
Je rappelle que, d’après les premiers principes, ne est un nombre 
enter. 

D'après le théorème II (Art. VI), les nombres analogues »,, &,, 


relatifs à la première développée, seront 





n= n(1—E), E1 = 


Je remarque que e, est toujours supérieur à e. J’applique successi- 
vement les mêmes formules pour calculer les nombres n°, &, relatifs 
à la deuxième développée, en fonction de n,,€,, et ainsi de suite, les 
nombres 7%, ex, relatifs à la Kite développée; jusqu’à ce que je 
trouve un nombre e; égal ou supérieur à l’unité, ce qui arrive for- 
cément. 

J'ai donc à calculer, d’une manière générale, la valeur de n;, &;, 


par les équations 


[U] 











N= 7 (I1—E£ E1 = , 
(Le) — 
£1 
Na = Ni(1—E;), €Eo — 
Re SEiT 
A OP : ee MÉLIE 
E;—1 
M Ni-i(1 — 21), En " 
l— £i-1 
? ae. 9 à 
J'en conclus aisément 
x € 
n;= n(I — 1e E; == 
É ), HE 


La condition s;2 1 me donne 


To, ; 
Donc, st = nest pas un nombre entier, le groupe de branches 
considéré donne lieu, dans la développée dont le rang est égal 


. I < 
au plus grand entier contenu dans -; à un groupe de branches 


2 


ayant avec leur tangente commune des contacts d'ordre supé- 
rieur à l'unité, et, par suite, à partir de la développée de deux 
rangs plus éloignée, il s'établit un régime régulièrement pro- 
gressif de points à l’infini. 
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est un nombre enter 7, j'obtiens, dans la 


a | = 


En second lieu, si 
développée de rang (77 —1), un groupe de branches ayant avec leur 


tangente des contacts d'ordre 


€ rt 





—————————————————— = —————— —| 
[— (mm —1)e m —1I1 
[I — 
m 


Le nombre de ces branches #,_, se calcule aisément. Comme 


ne estun nombre entier, # est un multiple de», soit n/m ce nombre. 
J'ai alors 


N 


s mm —1 è 
Nyn—i —= 7 mt: (one CTeTEN 0". 


J'ai donc un groupe de n' branches, ayant avec leur tangente des 
contacts du premier ordre. Si nest égal à l’unité, je suis parvenu à 
un point simple ordinaire, et la singularité à disparu. Si n#' est plus 
grand que l'unité, je me trouve dans le cas du paragraphe précédent, 
lequel peut me ramener au cas actuel, ainsi qu’on la vu. Mais si je 
rentre ainsi dans le cas actuel, c’est en ayant à y considérer un 
groupe comprenant au plus #2! branches, c’est-à-dire un nombre de 
branches toujours inférieur au nombre initial. Je suis donc assuré 
de voir, après un nombre fini et déterminé d'opérations, la singula- 
rité considérée disparaître ou donner lieu à un groupe de branches 
ayant avec leur tangente des contacts d'ordre supérieur à l'unité. 

Donc, en résumé, à l’écard de tout groupe de branches ayant, 
en un point non à l’énfini, une tangente non isotrope, on obtient 
toujours, à partir d'un rang fini et déterminé, des points ordi- 
naires à distance finie ou un régime régulièrement progressif 
de points à l'infini. 

Dans la dernière partie de l’analyse précédente, 1l importe de 
remarquer toul particulièrement le cas PME étant un enter »4 le 
nombre des branches est précisément ». On a vu que, dans là 
(mm — 1) développée, on obtient alors un point simple ordinaire 
à distance finie. C’est là un cas bien remarquable d’une singularité 
qui disparait entièrement dans les développées successives. D'après 
les principes de PArticle IE, ce point est le corrélatif d’un point 
simple, où une courbe a, avec sa tangente, un contact d'ordre 7. 


Ainsi : 
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Taéonkme V. — Si une courbe possède un point singulier, 
non à l'infini, corrélatif d'un point simple, ce point donne 
toujours lieu, dans une développée de rang déterminé, à un 
point simple ordinaire. 


D. Après avoir examiné quelles sont, dans les développées succes- 
sives, les singularités qui proviennent de celles de la courbe imitale, 
il reste à examiner celles qui proviennent des points simples de 
cette dernière, en se bornant à ceux où l’ordre du contact de la 
courbe et de la tangente est l'unité. Les autres sont, en effet, compris 
dans:les points exceptionnels précédemment examinés. Ici quelques 
mots suffiront maintenant. 

La première de ces singularités provient de la réunion, en un 
même point, des centres de courbure de la courbe initiale en deux 


ou plus de deux points différents. Il est clair, que la singularité dont 


il s'agit est la simple superposition de plusieurs courbes différentes 
en des points simples, ou, en d’autres lermes, cette singularité ne 
donne pas lieu à un groupe circulaire de plusieurs branches. C’est 
donc une de celles qui disparaissent entièrement dans les déve- 
- loppées à Pinfini, à partir d’un rang déterminé. Je ne m'arrête pas 
au cas où la courbe initiale est telle que chacune de ses normales 
est relative à deux points différents. Une telle courbe est, en effet, 
la parallèle d’une autre courbe ne jouissant pas de la même propriété. 
La développée de la courbe proposée n'aura donc, par le fait de 
cette propriété, aucune particularité. 

La seconde singularité, qui provient, dans la développée d’une 
courbe, d’un point simple unique de la courbe initiale, répond à un 
sommet de cette dernière, c'est-à-dire à un point où l’ordre du 
contact de la courbe et de son cercle osculateur est supérieur à 2. 
Le point étant simple, l’ordre de ce contact est nécessairement un 
enter. Soit (1+ À) ce nombre, À est un entier supérieur à l’unité. 
Le théorème V (Art. VI) nous prend qu’au point correspondant, la 
développée se compose de À brench :s ayant avec leurs tangentes des 


I . l ’ A | 
contacts d’ordre bi Ce point est, d’après le théorème V, un de ceux 


\ 


qui disparaissent entièrement dans les développées suCCessives. 
S1 Je joins ce résultat à ceux des théorèmes précédents, Je puis 
énoncer la proposition suivante : 
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Taéorème VI. Si l’on considère la série infinte des déve- 





loppées successives d’une courbe algébrique quelconque, à partir 
d'un certain rang déterminé, tous les points, non à l'infint, de 
l'une quelconque d’entre elles sont tels, que leurs correspondants, 
dans toutes les suivantes, ne sont jamais à l’infint. 

J'ajoute que, suivant l'expression employée précédemment, à 
partir de ce même rang, il s'établit, dans les développées succes- 
siwes, un régime régulièrement progressif de points à l’infint. 


6. Voici maintenant la conséquence de cette proposiuon. Je 
considère la développée de ce rang, à partir duquel Le régime régu- 
hèrement progressif s'établit. Soient M son degré et C sa classe. 2€ 
branches D bbies sont de trois espèces : 

1° Branches tangentes à la droite de l'infini en un point circulaire 
os c le nombre de ces branches appartenant à un même groupe 
et z l’ordre de leur contact avec la droite de l'infini. 

Branches passant en un point circulaire et ayant, avec une 
asymptole, des contacts d'ordre différent de l’unité. Soit + le nombre 
total de ces branches. 

Branches tangentes à la droite de l’infini en des points non 
circulaires. Soient s le nombre de ces branches appartenant à un 
même groupe et n l’ordre de leur contact avec la droite de l'infini. 

Le nombre des intersections de toutes ces branches avec la droite 
de l'infini reproduit le degré de la courbe. J'ai donc 


(1) M =Ù oi+i)+s+S s(n+ 0. 


Pour la développée suivante, les nombres 6, #,7,s se conservent, 
et n augmente d’une unité. Donc, M, étant le degré de cette courbe, 


M, = M +Ÿs 


et, en désignant D: par S, j'ai, pour le degré My de la développée 


de rang k, 
M;=M+XS. 


Je considère maintenant les classes de ces courbes. Soient C celle 
de la courbe initiale, de degré M, et À l’abaissement de la classe dû à 
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tous ses points singuliers, j'ai 


CAMES TER 


Je détermine maintenant la classe C, de la développée du degré 
M,. Tous les points singuliers, non à l'infini, abaissent cette classe 
d’un nombre égal à l’abaissement qu'ils produisent dans la classe de la 
courbe initiale elle-même (théorème IF, Art. VF). Quant à ceux qui sont 
à l'infini, les abaissements qu'ils produisent dans la classe de la déve- 
loppée surpassent ceux qu'ils produisent dans la courbe elle-même, 


ceux des deux premières catégories, de ds (+ 1) +7 (théorème XI, 
Art. VI), et ceux de la troisième, de d'sn (théorème VIT, Art. VI). 


L'abaissement total est donc 
L — À + s(c Ve +d sx — À LATE 


à cause de la relation 14: 
La classe de la développée d'une courbe générale de degré M 
étant M?, je vois que la classe de la développée de la courbe actuelle 


est 
G=M—-X&=MM—i)—A+S=C+S. 


Par suite, pour la développée de rang #, j'ai une relation analogue 


à (2), en désignant par GC sa classe : 


Cr es CHEN, 
Donc : 


Taéoriue VII. — A partir d'un certain rang, les degrés et 
les classes des développées successives d’une courbe algébrique 
quelconque forment deux progressions arithmétiques de méme 
raison. 


Cette proposition ne souffre aucune exception. On prévoit bien, 
d’après les résultats obtenus relativement au régime permanent 
auquel donnent lieu les singularités situées aux points circulaires à 
infini, et d’après certains exemples déjà connus, qu'il y a des cas où 
la raison de la progression arithmétique peut être nulle. Je revien- 
drai tout à l’heure sur ces cas très remarquables, et je donne actuel- 
lement quelques exemples simples du cas opposé. 
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7. Exemples du théorème VIT : 

1° La courbe initiale est une conique. Le théorème s'applique 
à parur de la première développée. Soient, en général, M;, C:; le 
degré et la classe d’une développée de rang €. 


On a : 


Le cas de la parabole fait exception et est compris dans un des 


exemples suivants. 
2° La courbe initiale est une courbe générale de degré M. Le: 
théorème s'applique à parur de la deuxième développée. 


(inrar: 


M, = 3M(M— 1), Ci= M?, 
M: = M(9M— 13), COS NON 0) 
Ms = Mo+ 2M(3M — 5), Cr = CpaM(3M 5 


M —M:+oiM(3M—5),  Cio— Co oiM(3M — 5). 


32 La courbe initiale est la suivante: y"-'— ax", M étant un 
nombre entier. Le théorème s'applique à parur de la courbe elle- 
même, et l’on a, en général, 

Mie Ci M Le 
Ce cas comprend celui de la parabole du second degré. 
4° La courbe initiale est la suivante : yP71= axP, p et q étant des 


entiers premiers contre eux, et 9 <p. On a démontré plus haut 
(Art. V, $3) que la classe de cette courbe est égale à son degré p. Soit 


r le plus grand entier contenu dans a On aura continuellement, 
C 
jusqu'à 1 —r — 1, 
M;= GC; = p +1g, DO Mysi= Cri p+(r —1)q. 


Mais le théorème ne s'applique cependant qu'à parur de la dé- 
veloppée de rang (r—+1), et la raison est 24. On a, en elïet, et 
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jusqu'à l'infini, 


M,=(2r+1)g, Cr=p+rg, 
M,41= p +2rg, Crr1=p+(rT+1)g, 
M,;2=p+2(r+i1)g, Cry2=p+(r+3)g, 
M,+ju1=p+2(r+7)g;, Cr+jmi=p +(rT +27 +1), 


La démonstration de ces résultats est la conséquence immédiate 
‘des principes qui ont conduit au théorème VII. Je ne m'y arrête pas. 
Je vais maintenant considérer des courbes passant par les points Cir- 


culaires à l'infini. 


8. J'ai tout d’abord, à ce sujet, une remarque à faire concernant le 
résultat obtenu paragraphe 13 (Art. VI). 

Je considère une courbe S n’ayant aucune particularité à Pinfini, 
et sa transformée S' par rayons vecteurs réciproques, le pôle de tran- 
formation O étant en dehors de S. Soit p le degré de S. Celui de S’ 
est2p, et l’on sait que cette courbe a, en O, un point de multiplicité p, 
qui produit (théorème Il, Art. VI), dans le degré de sa développée, 
un abaissement 3p (p — 1). La courbe S/ a, en outre, en chacun des 
points circulaires à l’infini, p branches ayant, avec des asymptotes, 
des contacts du premier ordre, et sans aucune singularité propre. 
L'ensemble de ces deux points produit donc, d’après le paragraphe 13 
(Art. VI), dans le degré de la développée de S', un abaissement égal à 


6p(p—1)+6p = 6p?. 


Tous les points singuliers de S se retrouvent d’ailleurs dans S’et 
produisent, dans les degrés des développées des deux courbes, les 
mêmes abaissements. Si p, et p, sont les degrés des deux dévelop- 
pées, ce dernier abaissement est 3p(p—1)—p,,et l’on a 


pi=6p(2p —1)—3p(p—1)— 6p? = [3 p (D DER 


Les deux développées sont donc du même degré. Ce résultat était 
facile à prévoir. 

En eflet, le degré de la développée d’une courbe n’est autre que le 
nombre des cercles osculateurs de cette courbe qui sont orthogonaux 
à une droite arbitraire, Donc, si l’on transforme cette courbe par 
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rayons vecteurs réciproques, et que la développée de cette transformée 
ne passe pas au pôle de transformation, le degré de cette développée 
est égal à celui de la première. C’est précisément ce qui a lieu si le 
pôle est quelconque et que la courbe primitive n’ait pas de branche 
parabolique. 

Si cette dernière condition n’est pas remplie, nous voyons immé- 
diatement comment ce résultat se modifie. 

Je suppose que la courbe S possède un groupe de s branches, ayant 
avec la droite de l’infini des contacts d’ordre n. Il est aisé d’en con- 
clure que la transformée S' possède, au pôle O, un groupe de 
s(n—+1) branches ayant, avec une même tangente, des contacts 





I £ ; RAA . ah 
d’ordre Le Ce dernier nombre étant inférieur à l’unité, les branches 
correspondantes de la développée de S/ passent en O, et leur nombre 
(théorème IIT, Art. VI) est égal à 


\ 


I 
S(Nn —I I — UE 
(n )( 5 =) n 


En suivant le raisonnement précédent, j'en conclus que le degré 





de la développée de S' surpasse de sn celui de la développée de $. 

Soit, par exemple, pour S, la courbe déjà citée yP74 = axP. J'ai 
1c1 Sn — p — q. Le degré de la développée de S est, ainsi qu'on l’a 
dit précédemment (exemple 4), égal à p + q. Celui de la développée 





de S’'est donc p + q + p—q—=2p, c'est-à-dire égal au degré de S”. 

Voici donc un exemple curieux de courbe de même degré que 
sa développée. Mais cette propriété ne se conserve pas dans les 
développées suivantes, excepté dans un cas particulier, qui est Île 
suivant : 

Soit p— 2, g —=1. La courbe S est une parabole. Je place le point O 
au foyer de S. La transformée S’ a alors trois points de rebrousse- 
ment ordinaires, dont un en O, les deux autres aux points circulaires 
à l'infini. En ces points la courbe a des asymptotes. Comme son 
degré est égal à 4, on voit qu’elle n’a pas de point d’inflexion. Il en 
résulte aisément que sa développée est du même degré, conformément 
à ce qui vient d’être établi dans le cas général. Or on voit que cette 
développée, sur laquelle les points circulaires à l'infini de S' se con- 
“servent, a aussi un point de rebroussement à distance finie. Il en 
résulte facilement qu’elle est semblable à S'. Ainsi S' est une courbe 
dont toutes les développées successives sont des courbes semblables 


9 
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à elle-même. Mais c’est là un résultat connu, attendu qu’on peut dé- 
montrer que S’ est une épicycloïde. On sait que toute épicycloïde a 
pour développée une courbe semblable à elle-même. Il est très facile, 
par une étude sommaire de lPépicycloïde, de reconnaître que ses 
points singuliers sont de telle nature que ses développées successives, 
quand elle est algébrique, sont du même degré qu’elle. C’est à quoi 
je ne m'arrête pas. Je vais donner d’autres exemples de courbes dont 
les développées successives sont du même degré que la courbe elle- 
même. 

J'ai considéré la courbe du quatrième degré douée de trois points 
dé rebroussement, et j'ai montré que, si deux de ces points sont à 
l'infini et circulaires, la courbe jouit de la propriété dont il s’agit. 

On obtient un nouvel exemple de cette curieuse propriété en con- 
sidérant une courbe du quatrième degré à trois points de rebrousse- 
ment, mais différemment située. On sait que cette courbe possède 
une tangente double. Si cette tangente est la droite de l’infim, et si 
ses points de contact sont les points circulaires, on voit immé- 
diatement que sa développée touche simplement la droite de linfini 
aux mêmes points et n'a pas d'autre point à l'infini, attendu que la 
courbe initiale n’a aucune inflexion. Il en résulte que toutes les dé- 
veloppées successives sont, comme la courbe même, du quatrième 
degré et de la troisième classe, et, par suite, ont trois rebroussements 
à distance finie. 


9. Nouvel exemple. — Je considère une courbe S de degré (n + 1) 
or 1) 


n(n : NE: è 
et ayant points doubles, ou leurs équivalents en points mul- 


uples ordinaires. On voit qu'il s’agit d’une courbe unicursale. La 
courbe choisie aura, en outre, deux points simples, en chacun 
desquels son contact avec sa tangente sera d’ordre #7, ce qu’on peut 
appeler des points de (n— 1)?" inflexion. Je donnerai tout à l'heure 
un exemple d’une telle courbe. 

J'admets, pour le moment, l'existence d’une telle courbe S. Soient 
À, B des tangentes de (n — 1)°° inflexion. Je prends la corrélative 3, 
de telle manière que les corrélaufs a, b de A, B soient les points 
circulaires à l'infini. La courbe Y est de degré 2n. En chacun des 
points à, b elle a » intersections avec la droite de l’infini confondues. 
Donc elle n’a pas d’autres points à l'infini. En outre, chacune de ses 
ñn branches en l’un quelconque de ces points a, avec la tangente, un 
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I * x EEE L. 
contact d'ordre — (théorème IV, Art. III). Donc ces points se con- 


servent tels quels dans la développée de Y. D'ailleurs Ÿ ne possède 
aucune inflexion, et ses singularités, à distance finie, se composent 
uniquement de points doubles et de points de rebroussement. Donc le 
théorème VII s'applique à partir de la courbe Y elle-même, et l’on 
voit que toutes ses développées successives sont, comme elle, du 
degré 2n et de la classe (7 +1). 

Ces développées successives correspondent point par point à la 
courbe 3. Elles sont done, comme elle, unicursales. Étant de la même 
classe que È et n’ayant généralement, en dehors des points &, b, que 
des points doubles ou de rebroussement ordinaires comme points 
singuliers, il en résulte qu'elles ont le même nombre de rebrousse- 
ments et le même nombre de points doubles que £. Elles sont donc 
toutes de même définition que È. Elles contiennent le même nombre 
d’arbitraires que la courbe Ÿ elle-même. J'en conclus qu'une quel- 
conque de ces développées est la courbe générale de la définition de. 
Or cette développée a son arc exprimable algébriquement, puisque sa 
développante est algébrique. Jen conclus donc que toute courbe de 
la définition de X a son arc exprimable algébriquement. 

D'après la définition de Y, je calcule ses singularités, et Je trouve 
qu’elle a, outre les points & et b, (n— 1) points de rebroussement 
ordinaires, et (7 — 1)(n — 2) points doubles. Je puis donc dire que : 


Taéorëme VII. — Sort une courbe de degré 2n, ayant, à distance 
finie, (n — 1) points de rebroussement ordinaires, (n—1)(n—2) 
points doubles, et à l’infini sur un cercle deux points corrélatifs 
du point de (n—1)r{€ inflexion. L’arc de cette courbe cst algé- 
brique, et ses développées successives sont des courbes de même 

) PP 
degré et de même définition. J'ajoute qu’une telle courbe est la 
5 J 


corrélative d'une courbe unicursale de degré (n +1), douée de 
n(n—1t) 


« 
A] 


potnts doubles et de deux points de (n—1)?t inflexion. 
Je donne, ainsi que je l’ai annoncé, un exemple de la courbe S. 
L'équation de cette courbe particulière est 


æi— ya an+i — ya 
een AP Menu rare TL 25) LE 
Ge Rar 24 L'Ear 


où y indique, sans l’effectuer, la division par (4 — y) pour simplifier 
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l'écriture. L'origine est, sur cette courbe S, un point multiple 
ordinaire d'ordre 7, qui équivaut à —— points doubles. Quant 
aux points de (7 — 1)0® inflexion, ils sont à l’infini, et leurs asymp- 
totes sont les droites T+1=0, y+1—=o. 


Cet exemple comprend un de ceux qui ontété donnés précédemmen L 
relativement à des courbes du quatrième degré. 


10. Voici un nouvel exemple qui comprend l’autre cas des courbes 
du quatrième degré, donné plus haut. 
Je considère la courbe 


D = ZNyi Perte 


Où Po»+, est un polynome homogène de degré égal à son indice. Cette 
courbe est unicursale. Elle possède un seul point singulier, lorigine 
des coordonnées, et s’y compose de deux groupes de branches par- 
uelles, dont les tangentes sont les deux axes. Chacun de ces groupes 


se compose de 7 branches ayant avec leur tangente des contacts 
I 

d'ordre —: 
7 


L’'abaissement de la classe dû à ce point singulier est 
7: J 
2n(n—1) (: ee 2) +on?=4n?— 02. 
I 
Le degré de la corrélative Ê est donc 
(on +i)an —(4n?— 92) =2(n +1). 


Aux points a, b, corrélatifs des deux axes, cette courbe £ a, avec 
une même droite, corrélative de O, un contact d’ordre x. Cette 
droite la rencontre donc aux seuls points a, b. Si ces deux points 
sont à l'infini et circulaires, on voit aisément que la courbe E est telle 


que ses développées successives sont du même degré et de même 
définition. 


J'ai donc la proposition suivante : 


Taéonëme IX. — On considère la courbe S, dont l'équation en 
coordonnées rectilignes est 


Ty + Pons 0, 
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Pons étant un polynome homogène de degré 2n +1,et l’on prend 
sa corrélative È de telle sorte que les points corrélatifs des axes 
de coordonnées sotent les points circulaires à l’infini. Les déve- 
loppées successives de È sont du même degré que È et ont méme: 
définition. L'arc de la courbe Y est algébrique. 


Je me bornerai à ces exemples, qui me paraissent propres à faire 
préjuger la nature des résultats qu’on pourrait obtenir en continuant 
une étude de ce genre. J'espère pouvoir y revenir. 


NOTE. 


Je me propose de montrer dans cette Note, par un calcul direct, 
quelle est la forme du résultat de la transposition des axes, et, en 
second lieu, d’une transformation corrélative, dans un groupe cir- 
culaire de branches de courbe. 


1. Voici d’abord une proposition préparatoire. 


Lemme. — Soient 4 (y),4(37) deux suites procédant suivant les 
puissances croissantes de y, ei dont les premiers termes sont res- 
pectivement ay®, $yô, a et b étant positifs, et b plus grand que a. 
Soit Y une racine de l'équation x = %(Y), infiniment petite avec x. 
L’'équation 





Dub (CNE Ce) 


admet une racine, dont la différence avec Y est infiniment petite 
b—a+1 


de l’ordre dex “ 
Posons, en effet, y = Ÿ + , en supposant n infiniment petit par 
rapport à Ÿ, et cherchons à satisfaire ainsi à l'équation 
MDN En) + LCY on) = VON) ap AM) EN Ep ON) +... 
D'après les données, on voit immédiatement que cette équation 
peut être sausfaite si l’on prend, pour la partie principale de r, celle 


hi à 9) 
de UV)’ 


b—a+1 
«a 


Re a , tre 
laquelle se réduit à — ii x , qui est ellecti- 
b+1 


CURE 
vement infiniment petite par rapport à YCe qui démontre le lemme 








annoncé. 
H. 20 
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Si le coefficient $ conserve une valeur indéterminée, on peut en 
conclure que le développement de la racine 7° suivant les puissances 


b—a+1 


croissantes de + contient un terme d'ordre æ “ , attendu que la 
parüe principale de , qu’on vient de trouver, doit faire parue du 
développement de n — y — Y, et ne saurait provenir uniquement du 
développement de Ÿ, puisque 8 est indéterminé. 

Il y a encore un autre cas ou l’on peut obtenir la même conclusion. 


C’est celui ou l’on sait d'avance, d’après la nature de Ÿ (y), que le dé- 
bD—a+i 


veloppement de Ÿ ne peut contenir un terme en æ “ .Alorsil est 
bat 1 


æ ‘“ est un terme du développement de y, 





évident que — 





b+1 
ax « 
et que ce dernier développement coïncide, jusqu’à ce terme exclusi- 


vement, avec celui de Y. C’est ce qui a lieu dans l’application que 
J'ai en vue. 


2. Soit un groupe circulaire représenté par l'équation, bornée à ses 
termes caractéristiques, 


«a 2'S (Yi) + (OO) OR 


KE rSE A7 
Je rappelle qu'on a 
(2) F=Yh =yf, AR Er tbe 


Je rappelle aussi que (y';,) figure une suite à exposants entiers 
ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable y;,, et 
commençant par un terme de degré P;, et que le premier terme de cha- 
cune de ces suites est, par rapport à y, d'ordre supérieur au premier 
terme de la précédente. Enfin chacun des nombres P; est premier 
avec le nombre 4 de même indice. 

J’admets le résultat suivant, dont la démonstration est immédiate : 

æ étant un infiniment petit donné, une racine y infiniment pe- 
tite du système des équations (1) et (2) se développe en une série 
procédant suivant les puissances croissantes de x, telle que les 
exposants de tous ses termes ont pour plus petit dénominateur 
commun un diviseur de Pqig2 ... qs. 

Cela étant, j'applique le lemme précédent, en posant 


PO) = TE) +(rh) ++ (ri), 
ALP) CRE 
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J’ai ici 
P P. 
OR RE AA PLIS NL 
q q4{1-..di+1 


J'en conclus que la partie principale de n est de l’ordre 


b—a +: _ Pimu—Pgi..qieit qq. qi n Qi: : 
«a Port: Pots gra 


J'admets, pour un instant, comme démontré que de l’équation 


a æ = Y(y) 
on déduit 


5à r=(art)+ (ah) + (ab) ++ (ri), 


où les variables x,,%»,..., x;,, sont déterminées par les relations 


qi 


2er Te ver 
æ = x), æ = x, RS Ti x, A) 


le symbole (x*i,) représentant une quantité de même définition que 
ci-dessus. 
Parmi les exposants de x dans le développement (3), j'ai les 


suivants : 
RP eee 
P P gi Pg;1q Pgiq» vie Qi 


L 


et je sais que le plus petit dénominateur commun à tous les exposants 
de x dans (3) est Pg:g2 ... qi. Or le plus petit dénominateur com- 


mun à pt et aux fractions précédentes est, comme 1l résulte 
1e. ii 


des hypothèses, précisément égal à Qgig»...qis1. Donc le terme 
qui ést affecté de cet exposant, et qui existe dans le développement 
de n, ne peut exister dans le développement (3). Il existe donc dans 
le développement de la racine y de l’équation 


æ=Y%(y)+4(y). 


Donc cette racine y sera représentée par un développement coïn- 
cidant avec (3) jusqu'aux termes de ce degré, et contenant en plus un 
terme de ce degré et des termes suivants. D'ailleurs, d’après une 
observation faite plus haut, le plus petit dénominateur commun aux 
exposants du développement de y est un diviseur de Pg, g2... quiz. 
Donc il est précisément égal à ce nombre, et l’on déduit maintenant 


de 
(4) m=4(r)+x(r)= (rt) + (rh) ++ (ris) 
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la relation 
p = (et) + (a) ++ (ad). 


Il est donc prouvé que, si cette proposition est vraie quand l’équa- 
tion (4) se compose de ({+ 1) groupes de termes, elle l’est aussi 
quand elle se compose de (i+ 2) groupes. Or elle est évidente quand 
l'équation (4) se compose d’un seul groupe de termes. Donc elle est 


généralement démontrée. 


3. La relation ci-dessus, qui lie les nombres P et les nombres O, 


s'écrit comme 1l suit : 
(5) Pi— Pqig2...qgi= Qi— ggqgi1g9...qi. 


Je considère maintenant deux groupes circulaires différents, tels 
que (1), mais dont les développements coïncident au moins jusques 
et y compris le premier terme du groupe (yF°.,). 

Soit n l’ordre minimum des termes qui diffèrent dans les dévelop- 
pements considérés. 11 résulte du lemme ci-dessus qu’à une même 
valeur de x répondront, pour les deux groupes, des racines y dont la 
différence sera d’ordre 

D——+I 
Q 
I — 


P 
“{ 


Donc les deux développements de y en x différeront seulement a 
parur des termes d’ordre ». La relation entre m et n s'écrit symé- 


triquement 
(6) Pm—q—=qn— P. 

D'après l'hypothèse, les nombres P et 7 coïncident respectivement 
dans les deux développements, jusqu’à lindice £ inclusivement. Il en 


est donc de même, en vertu de la relation (5), des nombres Q,. 


Je déduis donc de (5) et de (6) 
Pgig2...qim—Q;i= qq1...qi.n — Pi. 


Si donc je pose 
ggi- gén -P;=K 


le nombre K, défini par la comparaison des deux développements 
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en y, peut être défini de même, sans être modifié, par la comparaison 
des deux développements en x. 
On a fait usage de ce résultat dans le cours de ce Mémoire 


VAE IV5S 3) 


; r déduire, du développement qui fiscure un groupe circulair 
4. Pour déduire, du développ tqui fig groupe circulaire, 
sveloppement qui figure le groupe corrélatif, je me sers, comm 
le dévelop} { figure le grou] latif, ] ; e 
ci-dessus, d’un lemme préliminaire, qu'il est inutile d’énoncer. 
Je pose, comme ci-dessus, 


D = Y(Y) + A(T), 
et maintenant 


(7) 2 =0(y)+7(y). 


Les fonctions qui figurent dans ces équations sont des séries ordon- 
5 ] 

nées suivant les puissances croissantes de 7, et commençant par des 

termes de degrés positifs, à savoir : 


d(y) par ayæ | 
FO MDAL L Ryren 
D(yY) par y 
Ty) par 17! 


Et je considère une racine Ÿ, infiniment petite avec x, de 
l’équation 
æ = Y(Y), 
el je pose 
DORE 


Je fais maintenant y = Ÿ + n, la partie principale de r étant celle 
DA -E1 


: 
qu'on a déterminée plus haut ($ 1), à savoir : — Ê SP RÉ 





a « 
Je fais aussi 3 — Z +, et je cherche la partie principale de 5. Je 
trouve immédiatement qu’elle coïncide avec celle de 


NO'CY)+T(Y)=cy.n Ye. AYI+H..e, 


DEEE 
Or n est de l’ordre de æ “ , ou de Y?-«+1, Des deux termes 
qui figurent ici, l’un est donc d'ordre b + c — a, l’autre d'ordre /, 
relativement à YŸ. C’est en prenant celui de ces deux termes dont 
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l’ordre est le moindre qu’on aura la partie principale de 5. Mais il 
peut arriver que ces deux termes soient du même ordre; 1l est pos- 
sible alors que leurs parties principales se détruisent et qu'il faille en 
considérer d’autres pour obtenir la partie principale de €. Dans 
l'application que j'ai en vue, ces deux termes sont effectivement du 
même ordre, mais leurs parties principales ne se détruisent pas, ainsi 
qu'on va le voir. 

Je suppose donc b+c—a—l. Alors, d’après la valeur de la 
partie principale de n, celle de Ÿ coïncide avec celle de me VER 
si toutefois le coefficient de cette expression n’est pas nul. 

J'applique ce résultat au cas où les fonctions qui figurent dans les 
équations (7) sont définies comme il suit : 

Soient d,(7), 41(Y) deux séries procédant suivant les puissances 
croissantes de y et commençant respectivement par les termes &, y“, 
701, a, et b, étant plus grands que 1 et b, > b. 

Je pose 

FO = YO) x (7) = Os 
CN = hr) VC Nr ONE UCI OMAN 


J'ai ainsi 


LI, = 0,8) air b = be 


4 = (4 —1), À = Bi(bi—1), C — €&j, l = b4. 


Il en résulte 
be = = NT. 


Je forme maintenant le coefficient de Y£ dans £, et je trouve 


Aa 


arr A ne = — ce 


a : 





Ce coefficient n’est donc pas nul, et la partie principale de € est de 


l’ordre de Y!, ou si l’on fait x infiniment petit du premier ordre, Cest 
bi 

FACE 

Je considère maintenant le groupe circulaire 


de l’ordre é — 
« 


(8) € SA) DES EE ESUEP ST 
On a vu (Art. IV, 8 5) que, si l’on pose 


dx ; dx 
=, 2=X—y—, 
dy pi 


L | 


SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. JII 


LA 


4 et æ sont les coordonnées d’un point d’un groupe corrélatif, dont 
on aura l’équation par l’élimination de y. Or le résultat de cette éli- 
mination, si l’on borne le développement cherché à ses termes carac- 
téristiques, se trouve aisément par ce qui précède. 

Je suppose le groupe circulaire (8) rapporté à sa tangente prise 
pour axe des y, en sorte qu'on a P > g. 

Je pose maintenant 


Ur) =) + (ph) +. + (JE), 
utr)= (ri). 
D'où résulte 
Fe ] Pr: 


q 7 d1:..4i+1 
Il en résulte que la partie principale de € est d’ordre 


TARA TSI 
Ai —1 (P—g)g1...qir1 


: 


En raisonnant maintenant comme on l’a fait au paragraphe 2, on 
conclura que l'équation cherchée est 


s= (2) +(en)+...+ (ai), 


où l’on a posé 


Te — Li 


— pl—0 — 
Fer, 1. T1 = TL $+1° 


C’est le résultat énoncé dans ce Mémoire (Art. IV, 8 à). 

Quant à la propriété relative à deux groupes circulaires considérés 
simultanément, et dont il a été fait usage au même endroit, à savoir 
que le nombre K, dont il a été question dans cette Note ($ 3), se con- 
serve dans la transformation corrélative, elle résulte immédiatement 
de ce qui précède, ainsi qu'on le verra aisément. 


m0 009——— 





SUR UN POINT 


DE LA 


THÉORIE DES FONCTIONS ABÉLIENNES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1874, 1. 78, p. 1833. 


Soit T(x, y )—0o, une équation entière définissant l’irrationnelle y. 
Les intégrales des fonctions rationnelles de x el y se ramènent, comme 
on sail, à un nombre fini de transcendantes distinctes, parmi les- 
quelles il en est qui ne deviennent jamais infinies. Leur nombre est le 
genre de l’irrationnelle 7, ou, en langage géométrique, le genre de 
la courbe T = 0. Leur recherche revient à celle des conditions que 
doitremplir un polynome f (x,3°), pour que les valeurs critiques des 
"fa, y)de 

dT 
dy 
cherche a été faite précédemment dans quelques cas partuculiers ; Je 


variables ne rendent pas infinie l'intégrale Cette re- 


la fais 1c1 dans le cas général. Mon analyse repose sur deux transfor- 
mations très simples. 





1. Soit x—0o, y —0o un système de valeurs critiques considéré. Par 
hypothèse, à une valeur infiniment petite de x (du premier ordre) répon- 
dent plusieurs racines y de l'équation T — 0, infiniment petites. Si 
quelques-unes d’entre elles sont d'ordre inférieur à l’unité, j'écarte 
celte particularité en prenant, au lieu de x, pour variable indépen- 
dante z'=æx+ay. C’est ma première transformation. En voici les 
propriétés. Les racines y infiniment petites forment, comme on sait, 
un ou plusieurs systèmes circulaires : soit y, l’une d'elles, d'ordre 
inférieur à l'unité, et » la multiplicité du système circulaire dont elle 

1 


fait partie : 9, est une fonction uniforme de x", son ordre est donc 
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LA , ÿ » ) x ) x : , 
de la forme > lt, Étant un entier qui, d'après l'hypothèse, est infé- 


rieur à ». On en déduit aisément que y, est une fonction uniforme 
1 


de x’. Avec la variable indépendante x’, y, fait donc parte d’un 
système circulaire de 7, racines. En d’autres termes, la multiplicité 
du système circulaire considéré est réduite de (n — n,) unités. S'il y 
a d’autres systèmes dans le même cas, leurs multiplicités subissent des 
réductions analogues (n!— n,), .... Le nombre N des racines infini- 
ment petites y se trouve ainsi réduit de s=n—n'+n; —n;+..., 
et devient N,—N—s. 

L'équation _D(x, 7)—o se change en T, (z', y) —o, et, pour les 
valeurs y satisfaisant, on à 


| dx rs dx’ 
#4 A Do 
dy dy 


; : : ; . adT 
Soit à l’ordre d’infiniment petit auquel appartient — quand on Y 
dy « 
substitue à y l’une quelconque des 7 racines du même système que y: 


e . À d | 7 . x . 
Soit de même &, le nombre analogue pour 2. (x! étant alors linfini- 
[224 


. . . h [2 . , 
ment peut principal). Comme r' est d'ordre ST on obtient, en égalant 
7 


les ordres des deux membres de l'équation (1), na; —=na—(n—n;). 
De même pour les autres systèmes circulaires. Si je pose donc 
A—Zna,la sommation s'appliquant à tous les systèmes circulaires, 
et que je désigne par A, le nombre analogue après le changement de 
variable, j'ai A, — À —s. 

Lepolynome f(x, y) se change en un autre f,(x/, y). D'après 


l'équation (1), j'ai maintenant à traiter la même question que précé- 
“HTVA 
(3 KE 


demment pour l’intégrale , & et y étant liés par l’équa- 
HOME A) 0. 

Les N, racines infiniment petites de cette dernière équation étant 
toutes au moins du premier ordre, il en résulte que, dans T,, les termes 
de degré inférieur à N, manquent. Si donc À est une constante arbi- 
maenlitr z)estdivisible par x. 


2. Soit y; une racine appartenant à un système circulaire de multi- 
JU) 

dT; 

dy f=Y: 


plicité u ; je pose, pour abréger, Ü;— 
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Pour les valeurs infiniment petites de x, U; est une fonction uniforme 


. Pour que J U; dx ne soit pas infini, il faut qu'il en soit de même 
TE | : mm — 1 


de x 


de æ & U;, et par suite aussi de x ” U;, m étant le plus grand des 
nombres 4, et y; une racine quelconque de T,—o. 
La formule de la décomposition des fractions rationnelles me donne 


REU U; 
Fr AE) AT: Cr, RD ner 


nr —1 

Si je mulüplie les deux membres paræ ”, j'ai, dans le second, une 

suite de termes dont chacun est un infiniment petit, au moins de l’ordre 
mm — 1 

(N,—1).1len est donc de même du premier membre RNA NE 

et, par suite, de f, (x, x). Donc, dans le polynome f,, les termes 

Na (Ni —1) 


de degré inférieur à (N, —1) manquent. De là conditions 


nécessaires. 
Ces conditions étant remplies, je remplace la variable y par la va- 


riable n en posant y —=nx. J'ai, en désignant par © un polynome, 


fier, y)= a le(r, ), Ti(x,y) = 2 0(x,n), 





(o) adT; PATAE do far, y) dr, à of s (md 
2} dy F d'a 2 / AL rs / dd 
e/ dy dn 


C’est ma seconde transformation. En voici les propriétés : 

Parmi les racines n de l'équation 0—0 pour += o, il n’est évidem- 
ment besoin de considérer que celles qui correspondent à y —0o. Elles 
peuvent avoir plusieurs valeurs différentes. S'il en est ainsi, le pro- 
blème se pose maintenant pour plusieurs valeurs critiques ; mais pour 
chacune d'elles le nombre des systèmes circulaires est moindre. Dans 
le cas opposé, le problème n’a pas changé de forme. On remarquera 
que, dans le premier cas, la somme des nombres analogues à À, pour 
les différentes valeurs critiques considérées, ou, dans le second cas, 
le nombre unique analogue et relatif à l'équation Ü=o, est mainte- 
nant, comme on Île voit par la relation (2), égal à A, —N,(N,—:). 

J'envisage le second cas, et j'observe qu'après avoir mis en évi- 


Ni (Ni—1) 
D 


dence conditions auxquelles satisfait le polynome f, je suis 
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ramené au même problème, où le nombre À, à subi une diminution 


double N,(N,— 1). 


3. L'emploi continu de ces deux transformations aboutira évidem- 
ment, après un nombre fini d'opérations, à une séparation des 
valeurs critiques. À chaque application de la première transformation, 
on diminue les nombres À et N d’un nombre tel que s, sans découvrir 
aucune condition nouvelle imposée au polynome f. À chaque appli- 
cation de la seconde, on découvre, au contraire, des conditions impo- 
sées à ce polynome, et l’on diminue du double le nombre A sans 
modifier N. Soient donc, après la transformation qui opère la sépara- 
on, y, v’,..., les multiplicités auxquelles sont réduits les systèmes 
circulaires dont les muluplicités étaient primitivement », n', .... 
K le nombre des conditions découvertes, #, 4/,..., les nombres ana- 
logues à À pour chacune des valeurs considérées, on aura 


(3) Ex—A—2K—E(n— 7). 


L'application successive des mêmes raisonnements à chacune des 
valeurs critiques distinctes permettra de séparer finalement tous les 
systèmes circulaires primitifs et de ramener lintégrale proposée à 
autant de formes distinctes, dans chacune desquelles à la valeur cri- 
tique unique qu'on à à considérer répond un seul système circu- 
laire. On voit d’ailleurs aisément qu’à cause de sa forme linéaire 
l'équation (3) a encore lieu maintenant. 

Je considère actuellement une de ces dernières intégrales : soit x le 
nombre analogue à À, et v la multiplicité du système circulaire qu’on 
y envisage. En lui appliquant les mêmes transformations que ci-dessus, 
je réduis constamment cette multiplicité qui finit par être l’unité ; 
mais alors la valeur critique cesse de l'être, et le polynome du numé- 
rateur n’a plus à remplir aucune condition nouvelle. D'ailleurs, le 
nombre analogue à & se trouve ainsi réduit à zéro ; si Æ est le nombre 
des nouvelles conditions trouvées, l’équation (3), appliquée ct, 


donne 
O—ax—2k—(Y—1). 


Les autres intégrales donnent de même 


o= a —2#%"— (V1), NE 
d’où je conclus ; 
2K+k+£ +...)=A—-E(n—:). 
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it enfin, en désignant par € le nombre des systèmes circulaires pri- 
milifs, J'ai, pour le nombre total des conditions nécessaires et 
suffisantes S(A—N+:). 

Au point de vue géométrique, si l’axe des y n’est pas tangent à la 
courbe T —0 à l’origine des coordonnées, À est l’abaissement que ce 
point produit dans la classe de la courbe, et N est sa multiplicité. Par 


suite : 


Pour une courbe algébrique plane quelconque, dont p est le 
genre, c la classe, m le degré, XR la somme des multiplicités des 
points singuliers, et T la somme des nombres de systèmes circu- 
laires formés par les branches de la courbe en ces points, on a 


2(p—1)=c—2m+—T. 


Je ne donnerai ici qu'un exemple. Soient «,, 4:,..., ax; des con- 
stantes différentes entre elles, et &, b,, b:,..., by des nombres entiers 
positifs, et 


T(xz,y)=Yya— (2 — ar) 1(X — 22)02.. (mar) 10: 


On doit naturellement supposer que les nombres à, b,, ..., by ont 
pour plus grand commun diviseur l’unité, sans quoi l'équation serait 
décomposable. Cela étant, en désignant par A le plus grand commun 
diviseur de a et de b, + b,... + by, et par à; le plus grand commun 


diviseur de a et de b;, on aura 


2(p—1)=a(k—1)—A—XÔ,. 


SUR LE CONTACT DES SURFACES. 


Bulletin de la Société mathématique, 1874-1835, t. IN, p. 28. 


{. On a jusqu'à présent accordé peu d'attention aux questions 
qui concernent le contact des surfaces quelconques avec les surfaces 
algébriques. Plusieurs sont cependant dignes d'intérêt : on en jugera 
peut-être ainsi de celle qui a donné lieu au présent travail. Peu de 
mots suffiront pour en faire connaître l’origine. 

Le contact d'ordre x entre deux surfaces, S, Ÿ, dont l’une est sup- 
posée donnée ainsi que le point de contact, exige, comme on sait, 


2 +I à + à 
Ni Dr T2) conditions. Donc : 1 


A] 


0 


+ 
si l’autre surface, Ÿ, ren- 


ferme M arbitraires, on peut en disposer de manière à élever l’ordre 
du contact jusqu’à la plus grande valeur de 7 qui laisse N, non 
supérieur à M; 2° pour que le contact puisse s'élever à l’ordre immé- 
diatement supérieur (2 + 1), 1l faut que le point de contact satisfasse 
à (Ny41—M) conditions. 

Cette proposition, à laquelle on borne le plus souvent cette 
partie de la théorie du contact, soullre, dans un des cas les plus 
simples, une exception remarquable signalée dans le Cours d'Ana- 
lyse de l'École Polytechnique, par M. Hermite. Il s’agit du cas 
où > est une surface arbitraire du second degré. Le nombre M estici 
égal à 0. Conformément à ce qui vient d’être rappelé, le maximum 
de »n est égal à 2. Mais la seconde partie de la conclusion cesse d’être 
exacte. Le contact devrait pouvoir s'élever au troisième ordre en des 
points satisfaisant à wne condition sur la surface donnée. 11 n’en est 
rien : les points dont il s’agit satisfont à deux conditions. Ils sont 
donc en nombre fini. De plus, en chacun d'eux, il existe un faisceau 
de surfaces du second degré ayant avec la proposée un contact du 


troisième ordre. 
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Cette exception est-elle un fait isolé, ou a-t-elle lieu dans d’autres 
cas ? Telle est la question qui s’offre ici. Je prouverai qu’une excep- 
tion analogue a lieu dans le cas où la surface arbitraire est du troisième, 
du quatrième ou du cinquième degré, et qu’il n’en existe point pour 


les surfaces de degré supérieur. 


2, Voici d'abord une remarque des plus simples, qui donne une 
première indication sur le sujet dont il s’agit. Soit 2 — 0 l'équation 
d’une surface, et T—o celle de son plan tangent en un point a. 
Soit À une constante arbitraire. Les surfaces du faisceau 24) T#— 0 
ont manifestement, en &, avec À, un contact d'ordre (2m—1). Si, en 
effet, on substitue aux coordonnées, dans l'équation du faisceau, 
celles d’un point de , à distance infiniment petite du 1° ordre de a, 
Y s'évanouit, et T est du deuxième ordre. Donc + ÀT ?” est infiniment 
petit d'ordre 2m. Donc le contact est bien d’ordre (2m—1). 

Supposons maintenant que Ÿ soit du degré m». Nous avons formé, 
de la sorte, en un point arbitraire «a de Y, un faisceau de surfaces 
du même degré, ayant avec la proposée un contact d’ordre (2 m—1). 


Donc : 


Si,enun point d’une surface, il existe une surface de degré m, 
ayant, avec la proposée, un contact d'ordre non supérieur 
à (2m—1), il en existe une infinité. 


Si, comme je l’ai rappelé plus haut, on calcule le maximum de n 
relatif à une surface arbitraire de degré m, on trouve, pour m—=2, 
3 où 4, que ce maximum est (2m—2), c'est-à-dire 2, 4 ou 6. 

Par conséquent, un contact d'ordre 3, 5 ou 5, en un mot d’ordre 
(2m—1), est exceptionnel. La remarque précédente nous avertit 
donc que, si ce contact exceptionnel a lieu, en un point d'une sur- 
face S, à l'égard d’une surface de degré 2, 3 ou 4, il a également lieu à 
l’égard d’une infinité de pareilles surfaces. 

Le maximum de », calculé de même pour le cas où m—5, est égal 
à 9. Ici le nombre N, des conditions est précisément le même que 
celui des surfaces arbitraires, à savoir 55. On croirait donc qu’en 
chaque point d’une surface S 1l existe une surface du cinquième degré 
ayant avec S un contact du neuvième ordre. Je dis une à cause de la 
forme linéaire des équations qui servent à déterminer la surface. 
Mais, d’après la remarque ci-dessus, s’il en existe une, il en existe 
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une infinité. Voilà donc encore une exception à la théorie générale ; 
et celle-là est un peu différente des précédentes. 

Pour les valeurs de » supérieures à 5, le maximum de », calculé 
de même, est, on le prouve aisément, supérieur à (2m—1). La 
remarque ci-dessus cesse alors d’être utile. 

Les indications précédentes ne suffisent pas pour résoudre les 
questions proposées. Une étude plus approfondie est nécessaire. 
Avant de l’aborder, je ferai remarquer que cet ordre de recherches 
peut être envisagé d’un point de vue, au premier abord, différent. 


3. Soit, comme plus haut, Ÿ une surface à M arbitraires, et n 
l’ordre le plus élevé du contact que ces arbitraires permettent d’éta- 
blir entre Y et une surface donnée S en un point donné. Pour que 
l’ordre de ce contact puisse s'élever à (nr +1), 1l faut que le point de 
contact satisfasse à des conditions qui se traduisent par des relations 
entre les coordonnées et les dérivées partielles prises sur 5. Or,ilest 
manifeste que ces relations ne sont autre chose que les équations aux 
dérivées partielles du groupe de surfaces X; c’est-à-dire les équations 
qu'on obtient en différentiant l’équation de E jusqu’à l’ordre minimum 
qui permette l'élimination de toutes les arbitraires, et en faisant cette 
élimination. 

Cette double interprétation des équations aux dérivées par- 
tielles à deux variables indépendantes est un fait général en 
analyse, et sur lequel je pourrai revenir dans une autre occasion. 
Dans tous les cas de la théorie du contact, elle est immédiatement 
évidente. Par exemple, l’équation aux dérivées partielles des surfaces 
réglées, considérée comme définissant un lieu de points sur une 
surface donnée, y définit le lieu des points de contact des droites 
surosculatrices, c’est-à-dire ayant avec la surface un contact du 
troisième ordre. 

La considération de ce lieu, qui s'offre ici comme un exemple, 
fournit une explication simple de l'exception relative au contact des 
surfaces du second degré. Je l’indique en passant. Soit P cette 
courbe. Si, en un point p d’une surface S, 1l existe une surface È du 
deuxième degré ayant avec S un contact du troisième ordre, les 
droites de È, qui passent en p, ont avec S un contact de ce même ordre. 
Le point p appartient donc doublement à la ligne P ; il en est un point 
double. Il n’y a donc qu'un nombre fini de tels points. Ainsi : 
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Les points d’une surface S, en lesquels il existe des surfaces du 
deuxième degré ayant avec S un contact du troisième ordre sont 
des points doubles du lieu des points de contact de S avec ses 
droites surosculatrices. 

La réciproque de cette proposition est exacte, comme on le verra 
plus loin. 

J'arrive maintenant à la question générale, qui peut être ainsi posée : 
Quelles sont les équations aux dérivées partielles d'ordre mini- 
mum, ne contenant aucune constante arbitraire, auxquelles 
satisfont les surfaces de degré m? 

À. Les surfaces de degré m contiennent un nombre M d’arbi- 
traires, marqué par 


(m+i)(nm+o2)(m +5 
Nr Au (PEU) ALERT ENCRES 
6 
J'en prends une passant à l’origine O des coordonnées, et y tou- 
chant le plan des #7. Elle contient (M—3) arbitraires, et satisfait à 
trois équations, à savoir, pour 7? =0, y —=0, 


dz ds 


(1) 3 = 0, 10: 


DR LEE 


Formons les dérivées partielles de 3, au point O, jusqu’à l’ordre 
minimum qui permette l'élimination des (M—3) arbitraires, et fai- 
sons cette élimination. Nous obtenons ainsi des équations : 


(2) ÉSSTR (= 0. 


entre les dérivées partielles considérées. Ces équations, à cause de (1), 
ne contiennent m1 les coordonnées, n1 les dérivées partielles du 
premier ordre. 
Je dis que /es équations (2) sont précisément les équations aux 
dérivées partielles des surfaces de degré m, que je cherche. 
Changeons, en effet, de coordonnées, en posant : 


(3) d+æ=X, b+y= Y, CHpr+qgy+sz=ZL. 


Tirons de ces équations x, y, 3 et remplaçons ces variables par 
leurs expressions dans (1) et (2). Il est clair que les équations (2) ne 
changent pas, sauf que x,7, 3 sont remplacées par les lettres X,Y,Z. 
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Quant aux équations (1), elles deviennent, pour X=@4, Ÿ — b, 


dz d2 


AR MU CT UT MEL" 


Fa n, 
ESS 
LA 


q: 


Les équations (2) et (4) conviennent donc aux surfaces de degré m, 
passant au point X — «a, Ÿ — b, Z—c, et y touchant le plan 


ZL—c—=p(X—-a)+q(Y—b). 


Il suffira d'éliminer les constantes arbitraires @, b, c, p, q pour 
avoir les équations qui conviennent à toutes les surfaces de degré m. 
Ces équations se réduisent donc aux équations (2). Ce qu'il fallait 
démontrer. 

Donc, premier résultat : les équations aux dérivées partielles 
des surfaces d’un degré donné ne contiennent ni les coordonnées, 
ni les dérivées partielles du premier ordre. 

Ce résultat s'applique également à toute famille de surfaces, 
telle qu’on puisse mener une d'elles par un point quelconque, de 
manière à y toucher un plan quelconque. Dans ce cas général, 
comme dans celui qui nous occupe, on peut, pour former les équa- 
tions, supposer la surface passant à l’origine des coordonnées et y 
touchant le plan des xy. 

Dans cette hypothèse, si un terme de l'équation de la surface est 
de la forme AzPy"x1, et que x et y soient infiniment petits du premier 
ordre, ce terme est lui-même infiniment petit d'ordre (r+q+2p). 
Comme les dérivées partielles de z sont, à des facteurs numériques 
près, les coefficients du développement de z suivant les puissances 
croissantes de x et y, on voit que le terme considéré n’a aucune 
influence sur les dérivées partielles d’ordre inférieur à (r+q+2p). 

Ainsi, dans le cas du deuxième degré, le terme en 3? n'a pas 
d'influence sur les dérivées partielles d’ordre inférieur à 4. Les 5 déri- 
vées du deuxième et du troisième ordre dépendent donc simplement 
de 5, et non pas de 6 arbitraires (M — 3 — 6). Donc il y a au moins 
deux équations du troisième ordre. 

Pour le troisième degré, le terme en 3? n'intervient pas dans le 
calcul des dérivées avant le sixième ordre. Les 18 dérivées du 
deuxième au cinquième ordre dépendent donc de 15 et non de 
106 coefficients (M — 3 —16). Donc au moins trois équations du 
cinquième ordre. 

H. 21 
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Pour le quatrième degré, le terme en z' n'intervient pas dans le 
calcul des dérivées avant le huitième ordre. Les 33 dérivées du 
deuxième au septième ordre dépendent donc de 30, et non de 51 
coefficients (M —3 — 31). Donc encore au moins trois équations 
du septième ordre. 

Pour le cinquième degré, le terme en 23° n'intervient pas dans le 
calcul des dérivées avant le dixième ordre. Les 52 dérivées du 
deuxième au neuvième ordre dépendent donc de 51 et non de 52 coeffi- 
cients (M—3—52). /! y a donc au moins une équation du neu- 
ccème ordre. 

Là s'arrête l'application de cette nouvelle remarque. Elle ne 
diffère pas essentiellement de celle qui a été faite plus haut (n° 2). 
Elle la complète et fait prévoir les résultats du calcul dont je vais 
m'occuper. 


5. Je considère une surface passant à l’origine des coordonnées et 
y touchant le plan des xy, conformément à une remarque du numéro 
précédent. Soit 


(5) 3 = So + S3s + Sy te. 


le développement de 3 suivant les puissances croissantes de x et y. 
Je désigne ici par S; un polynome homogène en x, y, de degré k. 
Ses coefficients sont, à des facteurs numériques près, les dérivées 
partielles d'ordre X. 

Je représente de même par une lettre tout polynome homogène 
en æ, y, en indiquant son degré par l'indice inférieur, en sorte que 


(6) Ti HE LL HO, NES: 140 


est un polynome quelconque en x, y, de degré À. D'après ces défi- 


(X) PAUL) 
k+19 "k+2) ° 


L'équation d’une surface de degré m, d’après ces conventions, 


nitions, les symboles 4 . sont nuls. 


pourra s’écrire : 
4) Te) D TOn-1) 3 E Tln-2)72 4, + Tigm—1 TU zm =. 


On obtiendra toutes les relations entre les dérivées paruelles de z 
et les coefficients de (5) en écrivant que l’expression (6), mise à la 
place de 3 dans (=), fournit une identité. 


D nn 
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Je forme les termes par degrés successifs croissants. J'ai ainsi : 
(8) ES 0,0 NÉE 0, 
| Un) CRIS, — 0, 
LE QD SSL EDS, = 0, 


(9) dem) En DS, + D 11S3 + dm—DS, + Lena) S2 — 0, 


Lg + ans, + RS n mit à UNE : 


MR rate lol tn ehnlel eo tete e sas + ee à = s/e)e Le 5e 0e à + es © à ce es ve 


Pour appliquer ces équations, je suppose d’abord m — 2. Alors 4!" 
est nul. La seconde des équations (9) indique que S, est divisible 


par S2. Donc : 


Les surfaces du deuxième degré satisfont à deux équations aux 
dérivées partielles du troisième ordre qu’on obtient en écrivant que 
‘le polynome du troisième degré en « 
diz d3 z di z di z 


RS Le CEA RE RU DRE NE 
RU ao 0 9e DU 


est divisible par le polynome du deuxième degré 


Ps: d? 3 _ d? 3 d?z 
Mie dr dy bi dy? 











Ce sont précisément les conditions, indiqués par M. Hermite, pour 
la possibilité du contact du troisième ordre entre une surface et une 
surface du second degré. 

Les équations (9) sont évidemment susceptibles elles-mêmes de la 
double interprétation signalée plus haut (n° 3). On y peut considérer 
les coefficients des polynomes S comme donnés. Les équations 
servent alors à déterminer la surface (7) de manière à ce qu’elle ait 
avec la surface (5) un contact d'ordre égal au degré de celle des équa- 
uons (9) à laquelle on s’arrète. 

S1 donc on suppose que S, soit donné, divisible par S,, les équa- 
tions (8) et les deux premières des équations (9) déterminent, dans 
l'hypothèse m—>2, un faisceau de surfaces du deuxième degré, de la 
forme + À5?—0o, qui ont avec la surface proposée, en O, un contact 
du troisième ordre. 
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6. Quelques mots encore au sujet du contact des surfaces du 
deuxième degré. L’équation d’une surface étant mise sous la forme du 
développement (5), les points d’intersection de cette surface et du plan 
des xy doivent vérifier la relation 


(10) O= So S3+ Site. 


S'il arrive que la courbe, lieu de ces points, se compose de plu- 
sieurs lignes distinctes, et que Q—o soit l’équation, sous forme 
entière, de l’une d'elles, le second membre de (10) est divisible 
par Q. 

Ce fait se présente dans le cas d’une surface réglée. Pour la géné- 
ratrice rectiligne qui passe en O, Q est linéaire et homogène. C’est 
un des deux facteurs de S:. Le second membre de (10) étant divi- 
sible par ce facteur, l'en est ainsi de S,. Par suite, on obtient, comme 
on le sait d’ailleurs, l’équation aux dérivées partielles des surfaces 
réglées en écrivant que le polynome À, du numéro précédent, a 
un facteur commun avec le polynome B. 

Qu'on se reporte au résultat du numéro précédent, et l’on voit que 
les deux équations aux dérivées partielles des surfaces du 
deuxième degré expriment la double génération rectiligne de ces 
surfaces. Comme conséquence, l'équation du deuxième degré à trois 
variables en est la solution générale. 

Au point de vue de la théorie du contact, les points d’une surface, 
en lesquels les polynomes À et B ont un facteur commun, sont les 
points de contact des droites surosculatrices ; ils forment ce que j'ai 
désigné précédemment par la ligne P. D'ailleurs, nous venons de 
trouver que les points où À et B ont deux facteurs communs sont 
ceux où le contact du troisième ordre avec une surface du deuxième 
degré est possible, et inversement. Nous retrouvons donc par le calcul 
que ces points sont doubles sur la ligne P, et aussi la proposition 


réciproque. 


7. J’applique maintenant les équations du n° à au cas où m—35. 
Lci 4, 62°, 9° sont nuls. La troisième des équations (9), si l’on y 
fait t?—1, ce qui est permis, devient 
(11) S, + 42) S3+ (4) + 40 S2)S2= 0. 


Je dis qu’on en peut déduire aisément les polynomes 4° et 
(oi (1e 
re mt À EE SP 
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. . « . . Se 
À cet effet, je considère la fraction rationnelle <- en ÿ supposant 
103 ‘ 





x . È : « 
que le rapport — soit remplacé, dans cette fraction, par une racine 
+$ 


de S:— 0. À ce point de vue, la fonction rationnelle peut être réduite 
à un polynome du premier degré homogène en x,7, dont les coeffi- 
clients s'expriment rationnellement par ceux deS,, S3, S2. La définition 
de ce polynome A, peut être rappelée abréviativement par la relation 


S, 


(12) ÀAj= -— (mod S3). 
S 3 


Sans autre explication, on comprend de même quel est le poly- 
nome À, du second degré, homogène en x, y, qui est défini par 


(13) A = . (mod S;). 


L 


Le polynome A,S;,+A:52,quiest, comme S,, du quatrième degré, 
lui est égal pour cinq valeurs distinctes de la variable HART ANQU les 


racines de S, et de S,. C’est donc précisément S,. On en conclura 
aisément que la solution de l'équation (11) est donnée par 


(14) PER A 0 2 DIS. A 
La quatrième des équations (9) devient maintenant 
(15) A AS (US 1S,)Si 0. 
Désignons par B; le polynome 
B; = S;— AS, — A5S3, 


dont les coefficients sont exprimables rationnellement par ceux de 
S>, 93 O1 et 95. L’équation (15) exprime trois conditions : 
1° B; est divisible par S:; ce qui donne deux équations. 


. B » 1 a] 4 
2° Le quotient est de la forme aS3+8S:, à et B étant une 
2 


constante et un polynome du premier degré indéterminés, ce qui 
donne une équation. 

Il s’agit de former cette dernière équation. 

Je dénote par un accent les dérivées prises par rapport à la 


1 zx ; , : 
variable F les coefficients des polynomes étant, bien entendu, con- 


sidérés comme constants. 
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Puisque B; est divisible par S, jai 





A = Sr. (modS,; ). 
Soit donc 
(16) 2 = (ax +0by) (mod S; ), 
(17) ET pe af (modS:). 


On verra sans peine que l'équation cherchée est 


(18) ae — bc = 0, 


a, b,c, = étant, comme l’indiquent les relations (16) et (17), expri- 
mables rationnellement en fonction des dérivées parüelles du deuxième 
au cinquième ordre. 

Ainsi: En joignant à l’équation (18) celles qu'on obtient en 
exprimant que B; est divisible par S;, on a les trois équations 
aux dérivées partielles du cinquième ordre des surfaces du troti- 
stème degré. 

À un autre point de vue, ces trois équations expriment les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'en un point d’une 
surface, le contact avec une surface du troisième degré puisse 
s'élever au cinquième ordre. Quand elles sont satisfaites en un 
point, il existe en ce point un faisceau de telles surfaces du troi- 
stème degré. 

Pour cette dernière parte, on voit, en ellet, que les équations 
considérées, jointes aux deux premières équations (9) et à (8), déter- 
minent tous les coefficients de l'équation du troisième degré, sauf celui 
du terme en z*. Les surfaces cherchées sont donc de la forme 
Z+Àz3— 0. 


8. Considérons maintenant les équations (9) dans le cas général. 
Nous les distinguons en deux groupes : en premier lieu, la série des 
premières jusqu’à celle qui commence par le terme {”, inclusive- 


ment. Les équations de ce groupe serviront à déterminer 


Tr) — du) + LU) + AUS ETEe L'rat AU 


quand les autres polynomes t auront été déterminés par les équations 
suivantes, qui forment le second groupe. 


SUR LE CONTACT DES SURFACES. 327 


C’est seulement ce second groupe, qui ne contient pas les poly- 


(mn) 


nomes {”, qui servira à trouver les équations aux dérivées partielles 
cherchées. C’est ainsi que le calcul a été fait dans les deux cas pré- 
cédents. 

Ainsi, par cette voie, tous les coefficients de T(#), au nombre de 
(m—+i) (m+o) ; Le ALES ; : , 
SR sont immédiatement éliminés. Les équations qui 

, NAT . 
subsistent, et dont les degrés, par rapport à À vont en croissant, 


commencent au degré (+1). Chacune d’elles fournit des équations 
distinctes, indépendantes de x et y, en nombre égal à son degré 


es Ces équations sont d’ailleurs linéaires et homogènes par rapport 


aux coefficients des polynomes {, qu'il s’agit d'éliminer. Dès que leur 
nombre permettra l’élimination complète, cette élimination fournira 
les équations aux dérivées partielles qu’on cherche. 

Pour le quatrième et le cinquième degré, conformément à des 
remarques déjà faites, l’élimination est possible avant que la con- 


stante T(0 se soit introduite. Ainsi, pour le quatrième degré, on aura 


T 


, 7 en —. Elles donneront 
sé 


à considérer des équations des degrés 5, 6 
leu à 6+7+8— 21 équations linéaires et homogènes, entre lesquelles 
on doit éliminer les coefficients de T3), T2), T(9, En formant ces 
équations, ce qui est facile, mais un peu compliqué, on verra qu'aucun 
de ces coefficients, au nombre de 19, n’y manque. On aura donc, par 
l'élimination, trois équations du septième ordre. On peut donc dire 


que 5 


Les surfaces du quutrième degré satisfont à trois équations 
aux dérivées partielles du septième ordre. 

À un autre point de vue, ces équations expriment les conditions 
nécessaires et suffisantes pour, qu'en un point d’une surface, le 
contact avec une surface du quatrième degré puisse s'élever au 
septième ordre. En un tel point, il existe un faisceau de telles 
surfaces du quatrième degré. 

Pour le cinquième degré, on aura à considérer des équations des 


degrés 6, 5,5, 9 en -- Elles donneront lieu à 34 équations linéaires et 
NA 


homogènes entre les coefficients de T9, T4), T®), T(), au nombre 
de 34, et dont aucun n’y manque. Donc : | 
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Les surfaces du cinquième degré satisfont à une équation aux 

dérivées partielles du neuvième ordre. 

Cette équation caractérise, sur une surface quelconque, le lieu 
des points en lesquels le contact avec une surface du cinquième 
degré peut s'élever au neuvième ordre. En chaque point de ce 
lieu, il existe un faisceau de surfaces du cinquième degré ayant 
avec la surface considérée des contacts de cet ordre. 

Il est clair que l'équation du neuvième ordre dont il s’agit a pour 
solution générale une surface qui, en chacun de ses points, a un con- 
tact du neuvième ordre avec un faisceau de surfaces du cinquième 
degré. 

Au delà du cinquième degré, les mêmes raisonnements prouvent 
sans peine que la théorie générale, rappelée au n° 1, a toujours lieu. Il 
paraît bien difficile de parvenir à trouver la loi des équations défini- 
üves. S'il est cependant permis de l’espérer, c’est peut-être en sui- 
vant la marche que je viens d'indiquer, et dont l'effet est de faire 
disparaître immédiatement un assez grand nombre des quantités qu’on 
doit éliminer. 


ns dir 


PROPRIÉTÉS RELATIVES 


A LA 


COURBURE DE LA DÉVELOPPÉE 
D’UNE SURFACE QUELCONQUE. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1875, t. 80, p. 116. 


Sur une surface quelconque, les points peuvent être assoctés 
par couples, », 4, de telle sorte que la droite my lui soit tangente en 
ces deux points. À l’égard de pareils couples, la développée d’une 
surface quelconque (lieu des centres de courbure principaux) jouit 
d’une propriété caractéristique, qui consiste, on le sait, dans la 
perpendicularité de ses plans tangents en m et. Cette propriété se 
traduit analytiquement par une relation entre deux points associés, 
et cette relation contient les dérivées partielles du premier ordre. On 
en peut aisément conclure l’existence de deux relations contenant 
les dérivées du second ordre, de trois relations contenant les dérivées 
du troisième ordre, et ainsi de suite. Ainsi, relauvement à la cour- 
bure d’une développée, il existe deux relations entre les points 
associés. Ces relations ont été trouvées par M. Mannheim (!), qui les 
a déduites de considérations géométriques. J’en donne ici une 
démonstration analytique, dont le point de départ est dans les consi- 
dérations précédentes. 

Soient m,1u4 deux points associés sur une développée, dont je 
désignerai par (m) et (x) les nappes. Soient m3 et ui les normales en 
m et u. Je place l’origine des coordonnées en un point O de mp. Je 
désigne cette droite par OB, et je la prends pour axe de coordon- 


(1) Comptes rendus, t. 79, p. 1328. 
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nées, ainsi que des parallèles OA, OC à mz et uf. Par hypothèse, 
ces coordonnées sont rectangulaires. Les points 7» et x sont déter- 
minés par leurs distances b, $ au point O. Soient x, 7, 3 les coordon- 
nées d'un point »! par rapport à des axes parallèles menés par "», 
les coordonnées y, 3 étant prises suivant »#4 et mz. Les coordonnées 
de m', par rapport aux axes d’origine O, sont =, » + b,x, suivant 
OA, OB, OC. 

Soient, de mème £, n, les coordonnées d’un point w! par rapport 
à des axes parallèles menés par 4; et Ü étant prises suivant um 
et UC. Les coordonnées du même point, par rapport aux axes d’ori- 
gine O, sont &,n + 6,C, suivant OA, OB, OC. 


Je désigne, suivant l’usage, par p,g,r,s, t, les dérivées partielles 
= ,..., relatives à la nappe (m), et par les letires grecques correspon- 
| , Ï D q 


TE dt PLAT ; 
dantes les dérivées partielles Œ'"” relatives à la nappe (u). Je repré- 


sente, en outre, pour abréger, par / la distance (b — 6) des points 
m et Lu. 
( 
J'écris d’abord que les points m', uw sont associés, c'est-à-dire que 


/ 


la droite mt est Langente à la surface en ces deux points. J'ai ainsi : 


É—ia = PIC Tr) GUN ET EE 


(1) | 
lat =m(z LE) ET = 7 EU) 


J'écris ensuite que les plans tangents en m'et uw sont rectangulaires 8 
(2) DEAR EL ONU ET 0 


C’est en différentiant ces équations qu'on obtiendra les relations 
cherchées. Pour y parvenir rapidement, il suffit d’observer qu'aux 
points », u les coordonnées et les dérivées du premier ordre sont 
nulles. Par suite, pour notre objet, les équations (1) et (2) peuvent 
être réduites à 


E— ql, LIANT P+T=0, 


qui, différentiées, donnent 


dé + l(s dx +tdy) =, 
(3) dx — l(s dé + rdn) = 0, 
r dx + s dy + p dé + os dn = 0. 


Ayant deux variables indépendantes, je peux, pour obtenir une 


7 
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relation, annuler une différentielle, par exemple d. Faisant donc 


dé — 0, je déduis aisément des équations (3) 
(4) Ur(rt— ss?) + to = 0. 


Semblablement, faisant dx — 0, j'obtiens 
(#1 [t(pT— 02) —7Ts — 0. 


Les équations (4) et (5) sont les équations cherchées. Si l’on veut 
y introduire, au lieu des dérivées partielles, les rayons de courbure 
principaux en» el 4, on y parviendra comme il suit. 

Soient r,,7, ces rayons de courbure en m, et a l’angle que fait 
avec mu le plan de la section dont le rayon est 7,. On a 











; $ — 





cos? a sin? &4 Sin2d'/11 ELA ] 
—+ , 
ri ro 2 


Soient de même 9,,922 et x les quantités analogues et relatives au 
point w. On aura des équations analogues. Lies relations (4) et (5) se 
changeront en 


ri SIN? 4 + ro COS? 4 sin2 & 2 
a —— — (ro— T1) = 
Pr Sin?a + p, cos?a D 4 








a, 
-O 
O 
1 
nr y 
en 
ni 
[==) 
D 
a 


d'où l’on peut déduire 


AË+ sin2asin2a(r;— r2) (01 — p2) = 0. 
Ce sont précisément les équations de M. Mannheim. 
Comme conséquence de ce calcul, je signalerai le cas où l’on a 


rl—Ss?—= 0. 


La formule (4) montre que 5 s’évanouit. Donc le plan BOC détermine 
une section principale en à dans la nappe (4). Or ce plan est aussi 
celui d’une section principale pour une surface dont la proposée 
est la développée. D'ailleurs, l’équation rt — 5? — 0 caractérise un 
point parabolique. On peut donc dire : 


Soit m un point parabolique de la développée d’une surface S. 
Le plan de la section principale de S, dont le centre de courbure 
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est au point associé u, est aussi celui d’une section principale de 
développée en W. 


La réciproque est exacte. Ce cas est celui dans lequel le plan 
osculateur d’une des lignes de courbure de S est normal à cette 
surface. 


SUR 


UN POINT DE LA THÉORIE DES SURFACES. 





Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 80, 1875, p. 258. 


Dans une Communication précédente, j'ai établi les relations qui 
lent les éléments de la courbure de la développée d’une surface en 
deux points associés, c'est-à-dire centres de courbure principaux 
pour un même point de la surface primitive. Je donne aujourd’hui 
les relations qui existent entre les éléments de cette courbure et les 
dérivées partielles du troisième ordre. 

Soit M un point de la surface (M). Les axes de coordonnées seront 
la normale MZ et les tangentes MX, MY aux lignes de courbure. Je 
désignerai par des majuscules les coordonnées et les dérivées partielles 
relatives à un point M’ de (M). Soient » le centre de courbure 
de la section YMZ et mx, mz des parallèles à MX, MY. En y adjoi- 
gnant la droite MZ, qui passe en mn, j'ai trois axes rectangulaires 
mx, my, m3, auxquels je rapporte les points 7»! de la nappe (m) de 
la développée. Les coordonnées et les dérivées partielles correspon- 
dantes seront représentées par des minuscules. Soient, de même, 
u le centre de courbure de la section XMZ, et u£, UC des parallèles 
à MY, MX. En y adjoignant M2, j'ai trois axes 6, un, ut, auxquels 
je rapporte les points u' de la nappe (4) de la développée. Les 
coordonnées et les dérivées partielles correspondantes seront repré- 
sentées par des lettres grecques. Les droites m3 et nu sont les 
normales à la développée en » et 1; ce sont les drottes de courbure 
de M. Mannheim. 

D'après ces définitions, si À et L sont les distances My et Mme, les 
coordonnées, par rapport aux axes MX, MY, MZ, seront pour m': 


z, 3,Y + L; et pour / : €, 6, n + A. Si je suppose que m/ et u/ soient 
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les centres de courbure principaux pour M’, ces trois points sont en 
ligne droite, et j'ai 


X=æ+ô(r—t),,  Y—3+0(3—E6), Z=y+L+0(y—-n+EL—A). 


Pour la position initiale de la figure, c’est-à-dire M’ coïncidant 
avec M, je tire de là 


(1) (A — L) 4X = À dr, (L — A) dY = L di. 


Je considère maintenant le point M’ comme l’origine de nouveaux 
axes, que, pour abréger, j'appelle axes M’, et qui sont les tangentes 
aux lignes de courbure et la normale à (M) en M. J’exprime les 
dérivées partielles du second ordre, relatives au point M’ et aux 
axes M, en fonction des mêmes dérivées, relatives au même point et 
aux axes M’. Je distingue ces dernières par des accents, et Je repré- 
sente par &, 8, y; «/,... les cosinus directeurs des axes M! par 
rapport aux axes M. J’obtiens facilement 





je R = ( ay” ve")? R' aa (ay RER es J 


G) LS = (ap ya") (By — 8) A+ (ay — y'a") (By — YBNTE 
We T — — (By"— y£" )2R'+ (B' — Y "g"y2 du 


Je différentie ces équations, et j'attribue ensuite aux variables les 
valeurs initiales. Le résultat de cette opération se réduit à 


(3) dR= dR', : dS—du'(l'— R'), 0 GT AT 


J'emploie la première et la troisième de ces équations seulement. 
Comme R’ et T’ sont les inverses des rayons de courbure principaux 
en M', Jai 


" " 


RS DONS À RER EE. 
N'ÉNENTN TE ER 


d’où, pour la position initiale, 


dR'=— —, dT' = — 


A2 





dr dy | 


Soient À, B, CG, D les dérivées partielles du troisième ordre; Je 
déduis des équations (3) 


AdX + BaY =— À, CaX + D av = 


ou, à cause des équations (1), 


(4) AASdx—BLA?dt+(A—L)dn=o, DLdt—CAL?dx+(L—A)dy—0. 





SUR UN POINT DE L\ THÉORIE DES SURFACES, M$ Le) 


Dans ma précédente Communication, J'ai employé les relations 
suivantes, qui expriment simplement que la droite 7274 se déplace en 
restant tangente aux nappes (72), (1) de la développée 


dx +(A— L)(s dE +:dn)=o, di +(L—A)(s dx +tdy) = 0. 


Il suffit de les comparer aux équations (4) pour conclure 


I CLIN Yo (A— L})s I 
B ÆS ——————— C ES — D — . 
VE g AIT DATE tL3 








Ce sont les équations que je me proposais d'établir. Elles donnent 
les éléments du troisième ordre de la surface, sans ambiguïté, en 
fonction des éléments du second ordre des deux nappes de la déve- 
loppée. Réciproquement, ceux-ci sont déterminés, sans ambiguïté, 
en fonction des premiers, comme on le voit, en joignant aux équa- 
tions (d) les deux relations de M. Mannheim, établies dans ma 
Communication précédente. Ces deux relations peuvent être démon- 
trées de nouveau, au moyen de la deuxième équation (3), dont je 


n'ai pas fait usage. 


Remarques. — 1° Les expressions de À et D prouvent que le 
plan d’une section principale coupe la développée suivant une courbe 
osculatrice à la développée de cette section (!). 

2° Les expressions de B et C peuvent être mises sous la forme 





PR AN 
ig tri l'a A? 1% 


PAPE 


B hi 


où p, et 92, 7, et r, sont les rayons de courbure principaux de la 
développée en u et m2. 

3° La méthode employée dans cette Note est celle du déplacement 
d’un solide, dont M. Mannheim a tant de fois montré la fécondité, 
notamment dans cet ordre de recherches. 

4° Les courbures des deux branches de la section faite dans une 
surface par un plan tangent dépendent des dérivées du troisième 
ordre. Dans le cas particulier où ces deux courbures sont nulles à la 


(1) Voir, à ce sujet, les Recherches géométriques sur le contact du troisième 
ordre, par M. Mannheim. 


9 
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fois, on trouve les deux équations 
AN > L 
Pipe=—3(L—A)—; if SA A EUIEES 


Ces équations ont constamment lieu si la surface proposée est du 
second degré. Dans les autres cas, elles se rapportent aux points en 
lesquels il existe des surfaces de ce degré ayant avec la proposée un 
contact du troisième ordre. 





SUR UNE QUESTION D’ÉLIMINATION 


OU 


SUR L'INTERSECTION DE DEUX COURBES 


EN UN POINT SINGULIER. 


Bulletin de la Société mathématique, t. WT, 1874-1875, p. 76. 


1. Quand deux courbes ont en commun un point singulier et que 
leurs tangentes y sont distinctes, le nombre de leurs intersections 
confondues en ce point est, comme on sait, égal au produit des 
ordres de multiplicité du point sur chacune des deux courbes. Si, au 
contraire, les courbes ont, au point dont 1l s’agit, des tangentes 
communes, ce nombre s’augmente. L'augmentation est égale à la 
somme des ordres des contacts des branches des courbes entre 
elles. Cette proposition est due à M. Cayley, et j'en ai moi-même 
donné des démonstrations, l’une dans ce Bulletin (1. 1, p.133), l’autre 
dans un Mémoire sur les points singuliers des courbes algé- 
briques, dont l’Académie a décidé l'insertion au recueil des Savants 
étrangers. On voit immédiatement comment cette proposition fournit 
le moyen de calculer l'augmentation dont je viens de parler. M. de 
la Gournerie, qui a écrit plusieurs Mémoires Sur les singularités 
élevées des courbes planes (Journal de Math., 2° série, t. XIV 
et XVet Comptes rendus,t. TT) a eu l’occasion d’en faire des appli- 
cations à des cas très complexes. 

On a cependant pensé qu'il restait encore un pas à faire : on a 
demandé une formule générale qui fournisse immédiatement la solu- 
tion du problème, quand les courbes sont données par leurs équations. 

H; 22 
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La question a été nettement posée par M. Painvin dans les termes 


suivants : 


Trouver le nombre des points coïncidant avec l’origine et com- 
muns aux deux courbes 


x4 Op—a + æd ® p—b+1 + dc Dp—c+2 +. +. — O, 


LA Vox + T8 Vg-B+1 —+ He Vg—y+2 +. + — O, 


les lettres viel di désignant des fonctions homogènes en x et y, et 


du degré 1. (Bull. des Sc. math, t.1V,p'1957, ét tee 


Sous la forme géométrique, c’est, comme on voit, un problème 
d'élimination, tout algébrique. M. Painvin en a donné une solution 
élégante dans un cas particulier, celui où l’exposant $ est nul. On la 
trouvera un peu plus loin. 

Sur le problème ainsi posé, 1l importe de faire une remarque : En 
ne caractérisant les polynomes +; et d; que par leurs degrés, on 
suppose essentiellement que leurs coefficients ne soient pas particu- 
larisés de manière à modifier le nombre cherché. C’est cependant ce 
qui peut arriver, et c’est là précisément le cas le plus compliqué du 
problème général. Dans ce cas, il me paraît impossible de ne pas 
recourir aux développements employés par M. de la Gournerie, ou à 
des transformations équivalentes. | 

Le problème, tel que M. Painvin l’a posé, n’en reste pas moins 
digne d'intérêt. J'en donne ici une solution ; j'y rattache ensuite le 
second cas, plus complexe, de telle sorte que la résolution du pro- 
blème général s'obtient par l'application, plusieurs fois répétée, de 
la solution du problème particulier. 


2. C'est une proposition rappelée plus haut qui sert de point de 
départ à mes recherches actuelles : 


Taéoreme |. — Le nombre des intersections de deux courbes, 
réunies en un point, est égal au produit des multiplicités de ce 
potnt sur les deux courbes, augmenté de la somme des ordres des 
contacts des branches de l’une avec les branches de l’autre au 
méme point. 


C’est cette dernière somme qu'il s’agit de déterminer; et il est 
clair que, pour y parvenir, il suffit de considérer successivement 
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chaque tangente commune, et de faire la somme des résultats. Pour 
abréger le langage, je désignerai cette somme par ordre total du 
contact. 

J'ai donné au théorème une autre forme souvent utile (Bull. de la 


Soc. math.,t.1I, p. 35): 


Taéorëme Il. — Le nombre des intersections de deux courbes, 
réunies en un point O, l’équation de l’une d’elles étant, sous 
forme entière, f(x,y)—=o, est égal à la somme des ordres des 
quantités f(x,y) quand le point (x, y) est placé successivement 
sur les diverses branches de l’autre courbe, à distance infiniment 
petite du premier ordre du point O. 


Ces propositions rappelées, j’entre en matière. J’emploie la nota- 
üon [2] pour désigner abréviativement un polynome homogène de 
degré x en +, y ne s’évanouissant pas avec æ. Je suppose, comme l’a 
fait M. Painvin, une courbe ayant, à l’origine des coordonnées, des 
branches tangentes à l’axe des y, et ordonnant son équalion, je 
l’écris 


(ro = f(x, 7) = z'0[p — mo] + xp — mi+ ai] 
+ æ'[ p— mo+ ao] +...+ ami p— mi+ a]+..., 


où les nombres entiers &,, &:,..., a;,..., dont le premier est au 
moins égal à l'unité, croissent avec leurs indices. L’entier p marque 
la multiplicité de l'origine sur la courbe (1). Parmi les entiers m5, 
My). Mi, .., Un au moins est nul, sans quoi f(x,y) serait divi- 
sible par une puissance de x. On voit que la forme de l'équation (1) 
est un peu plus générale que celle adoptée par M. Painvin; on 
obtiendra cette dernière en supposant a; —t. 

Je suppose que y soit infiniment petit du premier ordre, et qu’on 
mette dans f(x, 7), au lieu de +, un infiniment petit d’ordre supérieur 
1+c(e>=0o). L'expression 4%] p— m;+a;] est infininiment petite 
d'ordre p+a;+emi;. Donc l’ordre de f(x,y) est le minimum de 
cette dernière expression, quand on y fait varier l'indice &. La seule 
exception à cette règle a lieu si l’infiniment petit, qu'on substitue 
à æ, a pour partie principale celle d’une racine de l'équation (1). 
L'ordre de f(x, y) s’élèverait dans ce cas. 

Je considère maintenant une seconde courbe se composant, au 
point O, de p branches ayant avec l'axe des y des contacts d'ordre &. 
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D’après ce que je viens de dire, et conformément au théorème II, le 
nombre des intersections des deux courbes, réunies au point O, est 
égal à p fois le minimum de p+a;+em;. Comme pp est le produit 
des multiplicités du point O sur les deux courbes, je vois que l’ordre 
total du contact des deux courbes est le minimum de o(a;+emi), 
sauf toutefois le cas d'exception signalé plus haut. 

Soit, comme exemple, 


(2) o—=Zb[r—u|+[r+a]+... 


\ 


l'équation de la seconde courbe, ordonnée comme f(x, y). On voit 
aisément que, parmi les 7 branches de courbe qui passent en O, il 
en est dont Oy est la tangente, et que l’ordre commun de leur 


x . . . . . 
contact avec Oy est “ Si, d’ailleurs, je laisse aux polynomes qui 


figurent dans (1} et (2) toute leur généralité, le cas d'exception n'a 
pas lieu. Donc, en appliquant le résultat précédent, et faisant o = vu, 


[e 4 : . : 
€ — F. ja cette conclusion : 


L'ordre total du contact des courbes (1) et (2) au point O est le 
minimum de nai+ami. 


En supposant 4 —1, et a; —=t, on obtient l’élégante solution que 
M. Painvin a donnée pour ce cas particulier du problème, et à 
laquelle j'ai fait précédemment allusion. 

S1 la seconde courbe au lieu de contenir en O un seul groupe de 
branches ayant des contacts du même ordre avec Oy, contient plu- 
sieurs groupes analogues, ce n’est plus le minimum de o(ai+emi) 
qu'on devra chercher, mais bien le minimum de p(ai+ Emi) 
+o'(a;+em;)+..., en supposant toujours, bien entendu, mis de 
côté le cas d'exception dont j'ai parlé, et sur lequel je reviendrai 
dans la dernière partie de ce travail. Ce qu'on doit chercher, c’est 
d'exprimer ce minimum au moyen des nombres qui interviennent 
dans l’équation de la seconde courbe, et qui sont analogues à m;, &;. 
J'y parviendrai, comme on va le voir, assez rapidement, en faisant 
usage du parallélogramme de Newton, dont je modifie très légère- 
ment la définition pour l’approprier à mon objet actuel. 


3. Je reprends l'équation (1), et je marque, sur un plan, des 
points P,, P,, ..., P;, ..., dont les coordonnées, par rapport à des 
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axes rectangulaires, soient 


KO = My, Yi 0: 
NE mt; , EE di, 
Pen PIE NS 4 Sas 
Ai Il, DEN VD 


Comme il a été dit plus haut, si l’on fait y infiniment petit du 
premier ordre, et + infiniment petit d'ordre 1 +z, l’ordre de f(x,y) 
surpasse p de la plus petite des quantités a; + em;. Je figure ces quan- 
tités en traçant une droite D passant par l’origine des coordonnées et 
faisant avec la direction négative de l’axe des x l’angle w dont la 
tangente est s. J’ai ainsi 


Ni 


0; 


ditem;= Y;+tanguw.X;— » 
COS w 





S a 


0; étant la distance du point P; à la droite D. 

Ainsi le groupe de termes d’ordre le moindre dans f(x,7y) corres- 
pond au point P; dont la distance à D est minima. On remarquera 
d’ailleurs que, dans un tel groupe, un seul terme est de l’ordre 
p+ai+em;; c'est celui qui contient y à la puissance p—mi+ ai. 
Par conséquent, le cas d'exception dans lequel la parte principale 
de x est celle d'une racine de (1), et où les termes d’ordre minimum 
disparaissent, ne peut se produire que si deux points au moins, tels 
que P;, sont à la distance minima de D. De là cette conclusion facile 
que, si une droite contient plusieurs points P et sépare l’origine de 
tous les autres, et si les points extrêmes qu’elle contient sont P; et 
P;,;, l'équation (1} admet m;—m;,; racines x infiniment petites 
d'ordre 1+n, n étant la tangente de l’angle que fait, avec la direc- 
uon négative de l’axe des +, la droite considérée. Par suite, on n'aura 
qu'à tracer un polygone, tournant sa convexité vers l’origine, ayant 
pour sommets des points P; et séparant l’origine de tous les autres, 
pour obtenir la figuration des diverses quantités telles que n, et du 
nombre des racines x auxquelles elles se rapportent. 

Tout ceci est trop semblable à la célèbre règle du parallélo- 
gramme de Newton, pour qu'il soit utile d'entrer dans plus de 
détails. 

Pour abréger, je désignerai le polygone dont je viens de parler, et 


relatif à f(x, y) par ce mot : le polygone (f). 
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Soit maintenant une seconde courbe dont l'équation est 


(3) o= (tr, ÿY) = Thot — po] Ex pal] 
+ ælfr—u;+a;]+,.., 


ordonnée comme f(x,7); en sorte que &,, 4,...,@j, ..., Sont des 
entiers croissants, dont le premier est au moins égal à l’umité. 

Nous nous proposons de chercher l’ordre total du contact de cette 
courbe avec la courbe (1) au point O. 

Nous figurons ©, comme f, par des points Il;, et nous considérons 

O 1 ? P P Va. 

encore un polygone (0), défini comme le précédent. 

Nous supposerons en plus, pour le moment, et cette hypothèse 

PP plus, - > 

disparaîtra plus loin, que le polygone (©) sépare l’origine de tous 

P. P » q POIYS P 
les points P, en sorte que le polygone est entièrement à droite 

P > [ POIy£ 
de (?). 

Je suppose que l'équation (3) admette un groupe de 9 racines æ 

PP q Sroup 

infiniment petites d’ordre "1 +e, pour y infiniment peut du premier 
ordre. En appliquant à © ce qui a été dit pour f, je vois que € est la 
tangente de l’angle w que fait avec la direction négative de l’axe des x 
un certain côté À du polygone (+), et que » est la projection de ce 


à 
Fe 


côté sur l’axe des x. Par suite, 
cos 





est la longueur À de ce côté. 


D’alleurs, si D est la parallèle menée par O à A, et à; la distance de 
P; à D, nous avons trouvé 


ni 








Ô; 
di + EM; —= . 
cos uw 
Donc 
où; 
4 
p(ai+emi) = — — }Ô;. 
COS & 


Comme, par hypothèse, O et P; sont de part et d'autre de A, la 
quantité Àd; est le double de la somme des aires des triangles ayant 
le côté À pour base, et pour sommets les points O et P;. Le premier 
de ces triangles ne dépend pas du point P;. Quant au second, on voit 
aisément qu'on le rendra minimum en prenant pour P; un sommet 
du polygone (f), tellement choisi que les directions des côtés qui y 
aboutissent comprennent entre elles celle de A. 

J’ai à considérer ensuite d’autres groupes de racines de ©. Soit p’ 
le nombre des racines d’un de ces groupes, et soit aussi 1e! leur 
ordre. Il y correspond un autre côté A” du polygone (e). 

La quantité p'(a; +e'm;) est représentée par le double de l'aire du 
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triangle de sommet O et de base A/, augmenté du double de l'aire 
du triangle de sommet P; et de même base, et ainsi de suite. 
J'ai d’ailleurs à chercher le minimum de 


p(ai+em;)+o(a;j+em;)+..., 


pour obtenir l’ordre total du contact des courbes (1) et (3). Ce 
nombre est donc égal au double de l'aire comprise entre les axes et 
le polygone (v), augmenté du double de la somme des aires minima 
des triangles construits sur les côtés successifs de ce polygone et 
ayant pour sommets des points LH 

Rien n’est plus aisé que de trouver la règle pour former ce mini- 
mum. Je ne m'y arrête pas 1c1. Je remarque seulement que les divers 
triangles de sommets P;, P;,..., dans la figure qui fournit l’aire 
minima, n'empiètent pas les uns sur les autres, en sorte qu’on 
peut dire que : La mottié de l’ordre total du contact de (1) et (3) 
est égale à l’aire comprise entre les axes et une ligne poly gonale 
aboutissant à ces axes, et ayant alternativement pour sommels 
des points P et des sommets de (+), de manière que cette aire soit 
minima. 

J'ai supposé que le polygone (v) séparait l’origine de tous les 
points P. Je suppose qu'en outre tous les points IT soient compris 
entre le polygone (+) et le polygone (f). Dans cette hypothèse, on 
peut modifier le dernier énoncé et dire que : 

La moitié de l’ordre du contact de (1) et (3) est égale au mint- 
mum de l’aire comprise entre les axes et une ligne polygonale 
aboutissant à ces axes et ayant pour sommets alternativement 
un point I et un point P. 

Pour traduire ce résultat en une formule algébrique sans qu'il y 
ait aucune ambiguïté, je vais supprimer «& priori un certain nombre 
de termes dans les équations proposées. À cet effet, j’observe qu'un 
point Il; ne peut faire partie du polygone (vw), si l'exposant corres- 
pondant u; n’est pas inférieur à tous les nombres y d'indices moindres. 
Comme je sais d’ailleurs que ce sont les sommets du polygone 
qui doivent intervenir seuls pour la solution, je peux supprimer un 
tel point. Il en est de même pour les points P. En d’autres termes, Je 
puis supposer que, dans les équations (1) et (3), les nombres », 
M... €t Lo, 1, .. vont en décroissant quand leurs indices croissent. 

Soit alors Æ+1 le rang du dernier groupe de termes subsistant 
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dans © (+,y).Je peux supposer px= 0, c’est-à-dire © (x, 7) non divi- 
sible par +. Parmi les points IT, il en est un sur l’axe des x, c’est IT, ; 
et un sur l’axe des y, c’est Ilx. Je peux, dans tous les cas, supposer 
que la ligne polygonale, limite de l’aire considérée, part de II, et 
aboutit à I. 

Une quelconque de ces lignes polygonales peut être définie comme 
il suit. Parmi les points [,, Il,,..., 11;_,, j'en choisis quelques-uns. 
Soit r leur nombre. Leurs indices seront r nombres, compris entre 
yet À —1 inclusivement. Je les désigne, dans l’ordre croissant, par 
(1), (2),..., (r). Parmi tous les points P, j’en choisis de même +1. 
Leurs indices seront r +1 nombres compris entre zéro et l’indice 
supérieur des points P inclusivement. Je les désigne, dans l’ordre 
croissant, par [1[,[2|,...,[r—+1]. En mettant simplement l'indice 
pour représenter chaque point, j'ai ainsi une ligne polygonale 

o[r](1)[2](2)...(r)[r +114. 

C’est cette ligne qu’on doit faire varier, tant en changeant ses 
sommets, sauf les extrêmes, qu'en modifiant le nombre de ces som- 
mets, de manière à rendre minima l’aire comprise entre cette ligne et 
les deux axes. 

Je considère la portion de cette aire comprise dans le quadrilatère 
formé par l’origine et les points (#), [i+i]et (i+1). Son double a 
pour expression 

Si= dit (bd — Bat) + Min (diet — A). 
Le double de l’aire totale est 


5 —= So + Sir SE 


Pour exprimer ce résultat d’une manière plus simple, je donne 
une désignation uniforme aux coordonnées des sommets successifs 
de cette ligne polygonale. 

J'appelle A;, M; les coordonnées du sommet de rang 7 +1. Le 
sommet (1) occupe le rang 22+1, et le sommet |£| le rang 24, J'ai 


donc 
Ao= 0, Ms its, 
A1= @y Mi = my, 
ss eh , re Val 
\oi-1 = Qi Moi-1 = Mi) 
Ai = Hi) M; — Hs 
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Soit 
j'ai 


Par suite 
S = Zp+ Di+...+ SDonpyi. 


Telle est l’expression dont le minimum fournira le nombre qu’on 
cherche. Il ne faut pas perdre de vue que cette formule n’est 
établie que dans l'hypothèse où tous les points IT sont compris entre 
les polygones (w) et (f). Je vais maintenant montrer que cette 
restriction peut être écartée, et que mon dernier résultat en est 
affranchi. 

On assure la réalisation de l'hypothèse que je viens de rappeler, 
en donnant à la figure formée par les points P une translation suivant 
la direction positive de l’axe des +. Ceci revient à multiplier f(æ, y) 
par une puissance de x. Il est vrai que, de la sorte, aucun des points P 
ne se trouve plus sur l’axe des y. Mais on peut remarquer que, 
dans ce qui précède, on n’a pas supposé qu'il y en eût. Les conclu- 
sions ne sont donc pas troublées. Mais on à fait subir au nombre 
cherché une augmentation dont il faut actuellement tenir compte. 

En multipliant f(x,7) par x}, j'augmente l’ordre total du contact 
des deux courbes f et o, d’un nombre égal à celui de & avec l’axe des y, 
répété À fois. Cette augmentation est done Aa. Pour obtenir 
l’ordre total du contact de f'et &, j'ai donc : 1° à augmenter chaque 
nombre » dans l'expression S, de la quantité fixe À; 2° à retrancher ka. 
Or la première opération conduit à augmenter chaque nombre S; 
de A(œiy1 —@çn). Par suite, S, qui est la somme des nombres S;, 
se trouve augmenté de Àzz, c’est-à-dire précisément du nombre qu'il 
faut retrancher ensuite. Donc, ainsi que je l’ai annoncé, les résul- 
tats ci-dessus sont affranchis de l'hypothèse qui a servi à les établir. 

La généralité de ces résultats étant reconnue, on peut maintenant 
supposer que f(x, y), ainsi que 2(x,7), ne contient pas le facteur x. 
Ceci permet de prendre les couples extrêmes de nombres A, M, 
dans l’une ou l’autre des équations, pour former les diverses valeurs 
de S, entre lesquelles on aura à choisir la plus petite. 

Pour énoncer sous forme de théorème les résultats obtenus, de telle 
sorte qu'ils soient applicables à tous les cas, je donnerai au nombre 
ainsi calculé le nom de premier surcroît d’intersection des branches 


© 
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[en 


des deux courbes, tangentes à l’axe des y. Jai supposé jusqu'ici que, 
si deux branches des deux courbes ont avec la tangente commune, à 
l’origine des coordonnées, un contact du même ordre, elles ont aussi 
entre elles un contact de ce même ordre. Dans cette hypothèse, le 
premier surcroît d’intersection n’est autre chose que l’ordre total du 
contact cherché. Quand cette hypothèse n’a plus lieu, il n’en est plus 
de même. Ainsi que je l’ai annoncé, je traiterai plus loin ce cas, et 
j'aurai encore à y faire usage du nombre calculé comme il vient d’être 
dit. C’est en vue de cet usage que j’adopte ici, pour ce nombre, 
une dénomination particuhère. Cette définition posée, voici le théo- 


rème : 


Vaéorëme III. — Sotent deux courbes représentées par les 
équations entières 


0 = Lo] p— mo] + tp — mu+a]+...+ zip — m;+ai les, 


oO = Tor — mol+abm[r— p+au]l+...+amilr— m+ a]+..., 


dans lesquelles [n|] représente un polynome homogène en x et y, 
de degré n, non divisible par x, où les entiers a croissent avec 
leurs indices, le premier étant au moins égal à l'unité, et où il 
en est de même des entiers à. On fera abstraction de tous les 
termes de la première équation, dans lesquels l’exposant m n’est 
pas inférieur à lous ceux qui le précèdent; et de méme dans la 
seconde équation, à l'égard des exposants n. Parmi les termes 
qui subsistent, on prendra le premier terme de l’une des équa- 
tions, puis un quelconque de rang t dans l’autre, puis un quel- 
conque de rang ©’ dans la première, puis un quelconque de rang 
supérieur à t dans la seconde, un terme de rang supérieur à Lt 
dans la première, et ainsi de suite en alternant, sans jamais 
rétrograder dans une même équation, et en terminant par le 
dernier terme de l'une des deux équations. Soient M,;, A; les deux 
nombres m, a, où 1,4, caractérisant le terme auquel on a ainsi 
assigné le rang 1+1. On formera la somme des expressions 


A;:1M;— A;M;.1. 
Le minimum de cette somme est le premier surcroît d’intersection 


des branches des deux courbes tangentes à l’axe des y, à l’ori- 
gine des coordonnées. 
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D’après les raisonnements employés ci-dessus, il est très aisé de 
démontrer la proposition suivante que je me borne à énoncer : 


TaéorëmE 1V.— Si l’on a soin de rejeter les combinaisons dans 
lesquelles quelques éléments 


Air M; — AM; 


de la somme ci-dessus seraient nuls, et que, dans ces conditions, 
le minimum de cette somme s’obtienne d’une seule manière, ce 
minimum nest autre que l’ordre total du contact des branches 
des courbes tangentes à l’axe des y, à l’origine des coordonnées. 


Il importe de remarquer que la réciproque de cette proposition ne 
serait pas exacte. | 

Pour l'application du théorème IT, on peut manifestement prendre 
les termes extrêmes à volonté dans l’une ou l’autre des équations et 
s'abstenir de les faire varier. Supposons, par exemple, qu’on aitu, —0, 
la seconde équation, bornée aux termes convenables, ainsi qu'il est 
dit dans l'énoncé du théorème, se réduit à deux termes 


O0 = Tlofr — po] + [Tr + ai]. 


Je prends ces deux termes pour extrêmes. Je n’y peux intercaler 
qu'un seul terme de la première équation. J’ai donc 


Mo= fo, Mi= m;, M; = 0, 


Ao —= 0, A: = Ai, A == A1. 


La somme à considérer se réduit à 
Mo Gi + 41 Mi, 


dont le minimum fournit le premier surcroît cherché. On voit donc 
que le théorème III contient le résultaL particulier déjà trouvé précé- 
demment. 


4. Pour former le minimum qui, suivant le théorème IIT, fournit 
le surcroît cherché, on peut former toutes les combinaisons diffé- 
rentes des termes des deux équations. On peut y parvenir aussi d’une 
manière généralement plus rapide en suivant une règle que je vais 
énoncer. Cette règle n’est autre chose que la traduction algébrique 
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du procédé géométrique le plus simple pour former le minimum de 
l'aire qui a été considérée ci-dessus. Voici cette règle : 


Rëcze. — Dans la première des équations du théorème IIT, 
he a . . 
considérons les nombres = Soient L le plus petit d’entre eux 
0 — Pi 


et n le plus grand indice pour lequel on ait ———-=T,. Consi- 
o Mo — Mi 


LA . «a [4A 
dérons ensuite les nombres tes 
ee 


rieures à n, et soit n le plus grand indice 1 qui donne à ce 
nombre sa valeur minima L'. Considérons ensuite les nombres 


7", pour les valeurs de i supé- 
L 


Ai — An! ( Ne : 
mm... Pour les valeurs de i supérieures à n', et soit L” le plus 
So 4 


petit d’entre eux, et ainsi de suite. Nous formons ainsi des 
nombres L, L', L”, ..., qui vont en croissant. 

Relativement à la seconde des équations du théorème III, nous 
formons, de la même manière, des nombres À, A, A", ..…. 

Rangeons tous les nombres L et À par ordre de grandeur en 
commençant par le plus petit. Nous formons ainsi une suite de 
groupes alternativement composés, les uns de nombres L, les 
autres de nombres À. Considérons le premier nombre de chacun 
de ces groupes sauf le premier, et prenons, parmt les deux 
couples de nombres m,aouu,u, qui figurent dans son expression, 
celui dont l'indice est le plus petit. Nous avons ainsi une série de 
couples de nombres (M,, A5), (M;,A,), .... Joignons-y le couple, 
d'indice le plus grand, qui figure dans le dernier nombre de 
l’avant-dernier groupe. 

Ces couples de nombres (M, A) sont, dans l’ordre même où nous 
les rencontrons, ceux qui fournissent le minimum mentionné au 
théorème IIT. 


Chaque nombre tel que L est la tangente de l’inclinaison d’un côté 
du polygone (f) sur l’axe des x ; en d’autres termes, 1 + L est l’ordre 
d’infiniment petit auquel appartient un groupe de racines æ de la 
première équation, y étant supposé du premier ordre. 

Le dénominateur de L est égal au nombre de ces racines. Donc un 
nombre À ne peut être égal à un nombre L, que si les deux équations 
considérées admettent des racines x infiniment petites du même 


ordre. Ce n’est aussi que dans ce dernier cas que l’ordre total du 


/ 
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contact peut surpasser le premier surcroît. On peut donc ajouter à 
la règle précédente cette remarque, qui s'accorde avec le théo- 
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rème IV : 

Si aucun des nombres À n’est égal à un des nombres L, le pre- 
mier surcroit d’intersection des branches des deux courbes tan- 
gentes à l’axe des y, à l’origine des coordonnées, est égal à 
l’ordre total de leur contact. 

À peine est-1l besoin de faire observer que : 

Si, au contraire, deux nombres L, À sont égaux, on peut, pour 
l’application de la règle ci-dessus, en intervertir l'ordre, sans 
troubler le résultat. 

L'application de la règle que je viens de donner est simple et 
rapide. J’en donnerai un exemple : 


ExemPze. — Désignant par 2 un entier positif, je pose 
mi =(n—1)?, dit CT OT RL 
(o2n—j)(2n — 7 +1) : - 
nee à HE) QTRAONIT D 11) 
Il y a 2 nombres L, et l’on a 
Ag — A 1 \ 
ln tk ra 4, 1). 
M ki — Mk on—2k+I 
Il y a 22 nombres A, et l’on a 
4 Famal I 
| (K — 1,0. .:.,2n). 


1 — HU an—K+HI 


Dans cet exemple, se présente la particularité L;— A:,%, dont 
il vient d’être question : il y a plusieurs manières de ranger les 
nombres L et À par ordre de grandeur. J’en choisis une 
À; A L, A3 À, Lo …. Aoti+1) L;,: Aoj+3 .….. Aon ES 
j'ai ainsi 
Msn —:1}?, Aoi=t 


| = 0, 1,2, Crea 
Mojry=(n—1i—i)(2n—uoi—i1), Ass =21+2 RUE ), 


Le dernier couple sera 
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J'ai à former la quantité 


k=9n—3 
S= Ÿ (MeAru— ArMem), 
#4 —=0 
ue je puis écrire 
S=AiMo+ D Ma(Arsi— Ari). 


Re 


En groupant les termes suivant la parité de l'indice de M, et à 
cause de 
Aoit1— Âoi1 = 2; A1 = 2, Aojro — Av; =1, 
je puis écrire 
1—= 712 1=n-3 


S=3(n+2)+2 D (n—1} + » (n—{—1)(2n7 —921—1) 


= 0 tv 0 
n(4n?+5) (n+i)(n +) 
“ 3 di 2 | 


Cette dermière valeur de S est le résultat demandé. 


5. Je dois signaler ici un cas particulier, celui où les nombres 
(u, x) coïncident avec les nombres (m, a). Les équations, dans 
lesquelles figurent ces nombres, donnent lieu au même polygone. Dans 
ce cas, le premier surcroît d’intersection est égal au double de l’aire 
comprise entre ce polygone et les axes. On voit bien aisément aussi 
que, pour appliquer ici le théorème III, on devra prendre simple- 
ment pour les couples successifs (M, A) des couples (m,a) dans 
l’ordre croissant des indices. Enfin, pour appliquer la règle du para- 
graphe précédent, on prendra pour les couples (m, a) donnant le 
minimum, tous ceux qui figurent dans les expressions des nombres L. 

On voit ainsi comment les résultats généraux acquis jusqu’à pré- 
sent s'appliquent au cas particulier considéré. J’en veux maintenant 
urer une importante conséquence; à savoir le procédé pour cal- 
culer l’abaissement produit dans la classe d’une courbe par un point 
singulier. 

Pour un instant encore, je raisonne sur les deux courbes f et », 
définies au théorème Il, en supposant que les couples succes- 
sifs de nombres u, à soient respectivement égaux aux couples de 
nombres m, «a. 
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À chaque branche B de f, tangente à l’axe des y, à l’origine des 
coordonnées, on peut, dans le cas actuel, faire correspondre une 
branche B’ de +, ayant avec la même droite, au même point, un 
contact du même ordre, et inversement. Du nombre S, qui est le 
premier surcroît d'intersection de toutes les branches B avec toutes 
les branches B’, je retranche le nombre T, premier surcroît d’inter- 
section des couples de branches correspondantes. De la sorte, si C, C/ 
sont deux autres branches correspondantes, et si je désigne abré- 
viativement par (BC') le premier surcroît d’intersecüion de B et 
de C’, le nombre S —T se compose d’une somme d’éléments tels 
que (BC) + (CB). 

Je rappelle que, par définition, le premier surcroît d’intersection 
de deux branches n’est autre chose que l’ordre de leur contact, si 
elles ont avec la tangente commune des contacts d’ordres différents ; 
si, au contraire, elles ont avec cette tangente des contacts du même 
ordre, c’est précisément cet ordre. D’après cela, 1l n’y a aucune 
difficulté à étendre cette définiuon à deux branches B, C d’une même 
courbe. Ceci étant convenu, j'ai, dans le cas actuel, 


(BC = (CB') = (BC). 


Par suite, S — T se compose du double de la somme des éléments 
tels que (BC). En d’autres termes, S —T est le double du premier 
surcroît d'intersection de toutes les branches de f, tangentes à l’axe 
des y, à l’origine des coordonnées, prises deux à deux de toutes les 
manières. Dans des cas particuliers, ce premier surcroît est précisé- 
ment égal à la somme des ordres des contacts de ces branches entre 
elles. Dans le cas général, c’est un élément de cette somme, dont 
l'usage apparaîtra dans le paragraphe suivant. 

Or, d’après M. Cayley, si p est l’ordre de multiplicité d’un point 
singulier, ce point produit dans la classe un abaissement égal à 
p(p—1), augmenté du double de la somme des ordres des contacts 
des branches qui y passent, prises deux à deux. On voit donc que 
S 
qu’on doit ajouter à p(p—1), pour obtenir l’abaissement de classe 





T est, dans le cas général, un premier élément du nombre 


dû au point singulier. 

Je l’appelle premier surcrott d’abaissement de classe, relatif aux 
branches considérées. Pour être en mesure de le calculer, 1l me suftit, 
connaissant S, de chercher l’expression de T. 
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Je considère, à cet effet, un côté du polygone (f), et soient B, C, 
les branches qui lui correspondent. Leur nombre est égal à la pro- 
jection de ce côté sur l’axe des +, et l’ordre commun de leur contact 
avec la tangente est la tangente de l’inclinaison de ce côté sur l’axe 
des x. Par suite, la somme des ordres de leurs contacts avec la tan- 
sente est égale à la projection du même côté sur l’axe des y. Cette 
somme n’est pas autre chose que (BB') + (CC) + .... Je considère 
successivement tous les côtés du polygone (f), et je conclus que T 
est égal à la projection de ce polygone sur l’axe des y, c’est-à-dire 
au dernier des nombres a. De là, en premier lieu, cet énoncé géo- 
métrique : 


Tuaéorëme V. — Étant donnée la courbe F (2, Y)=0 MEME 
polygone ( f), ainsi qu’il a été expliqué au paragraphe 3; joi- 
gnons le point où ce polygone rencontre l’axe des y au point situé 
sur l’axe des x et ayant pour abscisse l’unité. L'aire comprise 
entre cette dernière droite, l'axe des x et le polygone, est égale à 
la moitié du premier surcroît d’abaissement de classe dû aux 
branches de la courbe tangentes à l’axe des y, à l'origine des 
coordonnées. 


On remarquera ici que : Si aucun côté du polygone ( f) ne con- 
tient plus de deux points représentatifs de f (x, y), ce premier 
surcroît est égal au double de l’ordre total du contact des 
branches considérées entre elles. 

J'ai, en second lieu, sous une forme analogue à celle du théo- 
rème II : 


Taéorkme VI. — L’équation d’une courbe étant réduite comme 
l'est dit au théorème III, et a, étant le dernier des nombres a, on 
prendra une suite de couples m, a, dans l’ordre croissant des 
indices, eny comprenant les extrêmes. Soit M,, À, le couple m, a, 
qui occupe ainsi le rang s +1. 

Le premier surcrott d'abaissement de classe, relatif aux 
branches de la courbe tangentes à l'axe des y, à l’origine des 
coordonnées, est le minimum de l'expression 


— An +Ù (As+1Ms— AM). 


Semblablement au théorème IV, j'ai cette proposition : 
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Taéorime VIIL.— Sr le minimum de cette somme s'obtient d’une 
seule manière, ce minimum est égal à l’ordre total du contact 
des branches considérées entre elles. 


, . . . \ \ 
Jai enfin, pour former le minimum, une règle analogue à celle du 


paragraphe IV : 


Rècze. — Pour former le minimum indiqué au théorème VI, 
on n'aura qu'à prendre pour les couples M, À, les couples de 
nombres m, a, qui figurent dans les expressions des nombres L,, 
dont la formation est expliquée dans la règle du paragraphe À, 
et en respectant leur ordre. 


J’applique cette dernière règle à l'exemple cité plus haut, à savoir 


m;=(n—1t)?, di=t (ESP FO ENTIDE 


x 712 : 
Je trouve, pour le surcroît cherché, = nr (n?—1). Il est facile de 
d 


voir que, dans cet exemple, le théorème VIT a lieu. Ainsi le nombre 
indiqué est précisément égal à l’ordre total du contact des branches 
considérées entre elles, quelle que soit d’ailleurs la forme des poly- 
nomes qui entrent dans l’équation de la courbe. 


6. Dans ce paragraphe, je vais m'occuper du cas le plus général 
de l'intersection de deux courbes en un point singulier, et montrer 
quel usage on peut faire alors des résultats obtenus précédemment. 
J'invoquerai quelques propositions contenues dans mon Mémoire 
sur: les points singuliers des courbes algébriques, auquel je renvoie 
pour les démonstrations. 

Soit f(æ,y)—=o l'équation d’une courbe, contenant des branches 
tangentes à l’axe des y, à l’origine des coordonnées. Ces branches se 
répartissent, comme on sait (voir le Mémoire cité), en un certain 
nombre de systèmes circulaires, correspondant aux systèmes circu- 
laires formés par celles des racines x de l’équation, qui sont infini- 
ment petites avec y. J’envisage un de ces systèmes circulaires D. 
Soit uy! +3 la partie principale d’une racine appartenant à ce système, 
s et q étant des entiers positifs premiers entre eux. On sait que Îles 
parties principales de toutes les autres racines appartenant au 
système D, ont la même expression, qui est d’ailleurs suscepuble de 
q valeurs. 

H. 23 
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On sait, en outre, qu’à chacune de ces q valeurs correspond un 
même nombre 7 de racines, dont le nombre total est ainsi 7. Je pose 


7 
1+— 


(1) Vi PR T=T—UYVI. 


J'obtiens ainsi une transformée f, (x,, y,) = o de l'équation primitive. 

Dans cette transformée, le système circulaire D se change en un 
autre D,, composé de r(g+s) racines +, infiniment petites par 
rapport à y, («bid.). 

De même, tout autre système circulaire D’ composé de 7” q racines x, 
ayant wY, pour partie principale, donne également lieu, dans la 
transformée, à un système circulaire D, composé de r'(q +s) 
racines æ, infiniment petites par rapport à y,. En d’autres termes, ces 
systèmes D, D'donnent lieu à des branches de la courbe transformée f,, 
qui sont tangentes à l’axe des y,, à l’origine des coordonnées. 

Au contraire, tout système circulaire de racines x ayant une partie 
principale différente de wy,, donne lieu, dans la transformée, à un 
système circulaire de racines +, qui appartiennent à un ordre d'infi- 
niment petit ne surpassant pas celui de y,. Si, en effet, æ est de 
l’ordre de y,, sans avoir pour partie principale wy,, ou bien si x est 
d'ordre supérieur à celui de y,, æ, est du même ordre que y,. Enfin, 
si x est d’un ordre inférieur à celui de y,, 1l en est de même de x,. 
Dans tous les cas, à cette racine x, correspond une branche n'ayant 
pas, à l’origine des coordonnées, l’axe des y, pour tangente. 

Si maintenant je considère à part, dans la transformée, comme Je 
l’ai fait précédemment pour la courbe primitive, les branches tan- 
gentes à l’axe des y, J'ai éliminé toutes celles qui correspondent aux 
racines æ dont la partie principale diffère de wy.. 

Je considère, à présent, une seconde courbe v(x,y)—0o, conte- 
nant, comme la première, des branches tangentes à l’axe des y, à 
l’origine. Par les formules (1), j'en déduis une transformée e,. Si uy, 
n'est la partie principale d'aucune racine de %, on voit que ©, n’a 
aucune branche tangente à l’axe des y,, à l’origine. L'ordre du con- 
tact des branches de f, et de »,, ltangentes à cet axe, est nul. Et 
dans ce cas aussi, l’ordre du contact des branches de f, corres- 
pondant aux racines æ dont la partie principale est wy,, avec les 
branches de ©, se borne au premier surcroît d’intersection de ces 


branches. 
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S1, au contraire, #y, est la partie principale d’une racine de », les 
choses changent. La transformée ©, a, comme f,, des branches tan- 
gentes à l’axe des y,, à l’origine des coordonnées. Dans ce cas aussi, 
l’ordre total du contact des branches des deux courbes f et », cor- 
respondant aux racines dont la partie principale est wy,, surpasse 
leur premier surcroît d’intersection. Je vais prouver qu’il le surpasse 
d’un nombre précisément égal à l’ordre total du contact des 
branches de f, et de »,, tangentes à l'axe des y,, à l’origine. 

Soit À un système circulaire de racines æ de &, ayant wy, pour 
partie principale. Je considère une branche à correspondant à une 
de ces racines, et une branche d du système circulaire D. Soit 


s+e(s>o) l’ordre du contact de d et de Ô. On sait (#bid.) que le 


nombre des couples, tels que d, à, de branches des deux systèmes 
ayant entre elles un contact de ce même ordre est toujours un mul- 
tiple de g. Par suite, la somme des ordres des contacts de toutes ces 
branches entre elles est un nombre tel que £(s-+ge), t étant un 
nombre entier, et tq le nombre des couples d,ù envisagés. 

Dans les transformées f, et »,, à deux branches, telles que d'et à, cor- 


respondent des racines +, dont la différence est de l’ordre (: Fee) 


relativement à c’est-à-dire de l’ordre note _T_ yelative- 
3 q sq 


ment à »,. C'est-à-dire qu'à deux branches telles que d et à corres- 
pondent, dans les transformées, des branches d, et à,, dont l’ordre 
du contact est 








(1+2+e) 7 — ] = é Île . 
pl 


Û S+ q sq 


Les couples d,ù et les couples d, et à, ne se correspondent pas un 
à un. Mais au groupe de {4 couples d, 5, correspond un groupe de 
couples d,, à, ; et le nombre de ces derniers est £(s+q) (tbid.). 
Donc, la somme des ordres des contacts des branches composant ces 
derniers couples esi égale à tge. Ce dernier nombre est précisément 
égal à celui dont la somme des ordres des contacts des branches d,ù 
de chaque couple surpasse leur premier surcroît d’intersection. 

On répétera le même raisonnement en considérant successivement 
toutes les combinaisons des branches d’une courbe avec les branches 
de l’autre. On obtiendra ainsi la démonstration de la proposition 
énoncée, el comme conclusion : 
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Taéorëme VIII. — Si uy'*5(C 0) est la partie principale à 
La fois d’une racine infiniment petite x de chacune des deux 
équations f(x,y)—0, 9 (x,y)—0, formons deux tranformées 
Faldis Vi) = 0: Pi(L:, Ya) —t0; en posant y = VAR, ui 
Formons de méme toutes les transformées analogues et relatives 
aux autres quantités différentes entre elles w1+F(C'>o), .…, 
analogues à la première, et soient fs—0, Do —0 ;/3 0/0 
etc., ces divers couples de transformées. 

L'ordre total du contact des branches des courbes f et », tan- 
gentes à l’axe des y, à l’origine des coordonnées, est égal à la 
somme des nombres analogues et relatifs aux divers couples 
de courbes fieto,, fa et v+, fs et os, ..., augmentée du pre- 
mier surcrott d’intersection des branches considérées des deux 
courbes f et ©. 

Il résulte de ce théorème que l'application du théorème II, 
faite successivement aux équations proposées et à un certain 
nombre de transformées, conduira toujours au calcul précis de 
l’ordre total du contact cherché. 


On aperçoit immédiatement comment le théorème VIIT s'applique 
au calcul de l’abaissement de classe dû à un point singulier; cette 
application peut s’énoncer ainsi : 


Taéorkme IX. — Les notations restant les mêmes qu’au théo- 
rème VIII, si une même valeur de uy'*T® est la partie principale 
de plus d’une racine de f(x,y)=—o, et de méme pour u'y!#®, .…, 
le double de l’ordre total du contact des branches de f, tangentes 
à l'axe des y, à l’origine des coordonnées, entre elles, est égal à 
la somme des nombres analogues pour les diverses tranformées 
frs Je, «.., augmentée du premier surcroît d’abaissement de 
classe, dû aux branches considérées de f. 


Par suite, l’application des théorèmes V ou VI, faite successive- 
ment à f(x,y) et à des transformées, conduira toujours au 
calcul précis de l’ordre total du contact des branches considérées 
dans la courbe f, entre elles. 

En répétant les mêmes calculs relativement à chaque tangente 
d’une courbe donnée, en un point singulier, multiple d'ordre p, 
et ajoutant à p(p—1) la somme de tous les premiers surcrotts 
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calculés, on obtiendra l'abaissement produit par le point sin- 
gulier dans la classe de la courbe. 


Je dois faire remarquer que la considération des transformées ci- 
dessus revient complètement à celle des développements relatifs aux 
branches partielles employés par M. de la Gournerie. On observera, 
en outre, que ces considérations présentent de grandes analogies, 
qu'on pourrait rendre complètes, avec un ordre de recherches 
bien différent en apparence. Je veux parler des recherches relatives 
à la simplification des points singuliers dans les transformées d’une 
courbe. Les résultats que j'ai obtenus dans un Mémoire déjà cité 1c1, 
relativement aux développées successives des courbes algébriques se 
rattachent à ce sujet. Il en est de même de la méthode que j'ai em- 
ployée dans une Note sur les fonctions abéliennes (Comptes rendus, 
t. 78, p. 1333) (!); j'ai d’ailleurs été de beaucoup prévenu dans 
cette voie par M. Nôther (Gütt. Nachr., 1871). 


(!) Œuvres d’Halphen, t. 1, p. 312. 


SUR CERTAINES PERSPECTIVES GAUCHES 


DES 


COURBES PLANES ALGÉBRIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 80, 1875, p. 638. 


On doit à M. Nôther la proposition suivante, qui est d’une grande 
importance dans les théories se rattachant aux fonctions abéliennes : 
A toute courbe plane algébrique on peut faire correspondre 
point par point d’autres courbes qui ne possèdent que des singu- 
larités ordinaires (Gôtt, Nachr., 1871). 

Voici une proposition nouvelle qui comprend la précédente : 


TaéorÈmMe. — T'oute courbe plane algébrique est la perspec- 
tive d’une courbe gauche n'ayant qu'un point singulier, et 


telle qu’en ce point toutes les branches aient des tangentes 
distinctes. 


Je démontre ce théorème en formant les équations de la courbe 
gauche, comme je vais l'expliquer. 

Soient &, b les coordonnées d’un point singulier de la courbe 
représentée par l'équation T (x,7) = 0. Pour une valeur de x infini- 
ment voisine de a, cette équation admet plusieurs racines y infimi- 
ment voisines de b. Ces racines forment, en général, plusieurs 
systèmes circulaires. Soit n le nombre des racines comprises dans 
l’un deux. Si je pose x —a—£", ces n racines constituent une seule 
et même fonction uniforme de Ë, qui se représente par une série & (Ë) 
procédant suivant les puissances entières et positives de £. Je prends, 
dans #, l’ensemble de ses premiers termes, en nombre, pour le mo- 
ment indéterminé, et je désigne le polynome ainsi formé par f (6). 
Je désigne par F(£) le reste de la série; en sorte que le système 
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circulaire considéré est représenté par 


(1) T—=a+En, V=S(E)=/f(E)+EF(E). 
Soient maintenant w une racine primitive ni" de l’unité et w (£) 
un polynome enter. Je définis une fonction « par l'équation 


(2) 


Ss=n—î1 À a 
1 WS(T — Ac} 
Ur > ET Care Cal 
S:=10 Y LES aÿ* 


Cette fonction w est, comme on le voit, rationnelle en x et y. 

Soit maintenant un second système circulaire relatif, soit au 
même point singulier que le précédent, soit à un autre. Je le repré- 
sente par des équations analogues à (1), savoir : 


(3) m=a+Er, y —=Si(t)=fi(t)+ Fi(E). 


Au moyen d’un nouveau polynome entier ©,, je définis, par une 
équation analogue à (2), une nouvelle fonction rationnelle w,, rela- 
tive au système circulaire (3). Je fais la même opération pour chaque 
système circulaire. J’ai ainsi introduit, pour chacun d'eux, un 
polynome entier »;, et défini une fonction rationnelle w;. Je considère 


maintenant la somme 
U=u+ui+u+.... 


La fonction rationnelle U jouit de la propriété suivante, que j’énonce 
seulement, et dont la démonstration est facile : 


Lemme. — Æ£n substituant, dans ÙÜ, à x et y successivement 
les systèmes de valeurs (1), (3), ..., on obtient des fonctions 
uniformes de £ : les développements de ces fonctions suivant 
les puissances croissantes de £ coïncideront respectivement avec 


o(E 1 
ceux de 26), æG), 

À CADET (E) 4 | 
quon voudra, sous la condition qu'on ait pris, dans chaque 
série %;, pour. composer chaque polynome f;, un nombre de 


+.) Jusqu'à un terme de rang ausst élevé 


termes assez grand, mais toujours fin. 


Pour l’objet actuel, 1l suffira de faire coïncider respectivement les 
deux premiers termes de chaque couple de développements corres- 
pondants. 

Soit maintenant V une autre fonction rationnelle, exactement 
définie comme U, mais au moyen de polynomes b;, différents des 
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F r 1: ré | . #é 
polynomes e;. De plus, le degré de chaque polynome d; devra 
surpasser de n; unités celui du polynome correspondant o;. Cela 
étant, je dis que : st lacourbe T(x,7)—o n'offre aucune parti- 


TT ik . V 
eularité à l'infini, la courbe gauche T(x,y)=o,: = G n'a qu'un 


point singulier, que ce point est à l’infint sur l’axe des z, et que 
chacune des branches qui passent en ce point a une asymptote 
distincte. 

En effet : 1° aux valeurs infinies de x, y répondent des branches 
infinies de la courbe gauche; en raison des degrés respectifs de d;eto;, 
ces branches répondent à des points simples et ont des asymptotes 
à distance finie; 2° les valeurs finies de +, y qui rendent V infini 
rendent en même temps infinie la fonction UÜ, et l’on voit aisément 
qu'elles laissent à z des valeurs finies ; 5° à chaque système de valeurs 
finies de x et de y qui annulent U répond une branche infinie de la 
courbe gauche, avec une asymptote distincte parallèle à à l'axe des z : 
ces branches se croisent au point singulier unique de la courbe 
gauche ; 4° à tous les autres points simples de la courbe plane répon- 
dent des points simples de la courbe gauche; 5° aux points singuliers 
de la courbe plane répondent des points simples de la courbe gauche. 
Cette dernière propriété peut se démontrer comme 1l suit. 

Dans l’expression de 3, je substitue à x et y les valeurs (1). D'après 
le lemme, les deux premiers termes des développements de U et V 


&(&) 
F(E) 


sont respectivement les mèmes que dans les développements de 


et de LE. Donc les deux premiers termes du déve CPPESSS de z 
sont les mêmes que dans le développement de <=? DCE), En raison de 


oCE) 


l’indétermination des polynomes © et %, le développement de 3 
commence par C++ 4, c et œ étant deux constantes entièrement 
arbitraires. Il me suffit que ne soit pas nul pour conclure que É est 
une fonction uniforme de 3, et que, par suite, les valeurs de x et y, 
infiniment voisines de a et b, qui satusfont aux équations (1), sont 
des fonctions uniformes de =. Donc au système circulaire (1) répond, 
sur la courbe gauche, un point simple dont la coordonnée 3 est 
égale à la constante arbitraire €. Je répète le même raisonnement 
pour les autres systèmes circulaires, et Je vois qu'il me suffit de 
prendre toutes les constantes, telles que c, différentes entre elles, 
pour que la courbe gauche satisfasse à toutes les conditions énoncées. 
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Pour arriver maintenant au théorème énoncé au début de cette 
Note, je suppose que j'aie pris des coordonnées homogènes, et que 
æ,7,: ne désignent plus des coordonnées, mais les rapports de trois 
des coordonnées homogènes à la quatrième. La courbe plane n’est 
plus soumise à aucune restriction. Quant à la courbe gauche, dont la 
courbe plane, au lieu d’être la projection, est maintenant la perspec- 
tive, son point singulier unique est placé au point de vue. Elle 
satisfait aux conditions énoncées dans le théorème ci-dessus, qui se 
trouve ainsi démontré. 

Voici maintenant une conséquence. Soient u l’ordre de multiplicité 
du point singulier sur la courbe gauche, M son degré, m celui de la 
courbe plane. On a manifestement M — m» + . Nous pouvons facile- 
ment aussi trouver la classe de la courbe gauche. Remarquons que, 
si » est le nombre des branches de la courbe plane comprises dans 
un des systèmes circulaires, la courbe gauche, au point correspon- 
dant, a avec sa tangente un contact d'ordre (n — 1). Il en résulte 
aisément que, la classe de la courbe plane étant c et celle de la courbe 
gauche C, on a 

C=c+on+E(n—1)=c+ou+N—T, 


N désignant la somme des ordres de multiplicité de tous les points 
singuliers de la courbe plane, et T le nombre total des systèmes 
circulaires formés par les branches de la courbe en ces points. L’éli- 
mination de & conduit à la relation 

C—2M=c—92m+N-—T. 


La perspective de la courbe gauche, faite d’un point de vue quel- 
conque, est une courbe plane, de degré M et de classe C, n'ayant 
que des singularités ordinaires. Donc, si p est son genre, ona 
C—2M—2(p—1). Or cette courbe et la primitive se correspon- 
dent point par point. Donc p est le genre de la courbe primitive, et 
l’on a 

2(p—i)=c—2m+N—T. 
Je retrouve ainsi la formule qui donne immédiatement le genre de 
toute courbe plane algébrique, et que j'ai déjà démontrée par une 
méthode très différente, dans une précédente Communication 


(Comptes rendus, t. LXX VIII, p. 1833) (!). 


(1) Œuvres d’Halphen, t. I, p. 312. 


tic 
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Bulletin de la Société mathématique, t. II, 1874-1855, p. 183. 


M. Halphen communique le théorème suivant : Æ'tant données, 
sur une surface quelconque, plusteurs séries de courbes, telles que 
deux courbes quelconques de deux mêmes séries se coupent sous 
le même angte, les centres de courbure géodésique des courbes de 
toutes les séries, relatifs à un même point, sont en ligne droite. 
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Association française pour l’avancement des Sciences, 
Congrès de Nantes; 1875, p. 237. 


1. C’est dans le Calcul intégral que la notion du genre des courbes 
algébriques a pris naissance. Elle s’y présente à trois points de vue 
différents : à propos du théorème d’Abel, du nombre des périodes des 
intégrales de première espèce, et enfin du nombre de ces intégrales 
elles-mêmes. Suivant l’ordre d'exposition, on ure la définition du genre 
d’une de ces trois considérations ; et, de l’un quelconque de ces trois 
points de vue, 1l est immédiatement visible que cet élément nouveau 
se conserve dans les transformations uniformes. En d’autres termes, 
le genre de deux courbes qui se correspondent point par point est le 
même. 

Pour introduire dans la Géométrie cette notion nouvelle, il fallait 
connaître l’expression géométrique du genre. Cette question était 
résolue dans des cas particuliers, notamment dans celui où la courbe 
considérée n'offre que des singularités ordinatres (1). J'en ai donné la 
solution générale suivante, que j'ai démontrée de plusieurs manières 
différentes (?) : 


Soient : p le genre, m le degré, c la classe d’une courbe algé- 
brique, N la somme des ordres de multiplicité de tous ses points 
singuliers, et T le nombre total des systèmes circulaires formés 
par les branches de la courbe en ces points. Ces éléments satisfont 


à la relation 
2(p—1i)=c—om+N-T. 


(!) CLerscn et GORDAN, Fonctions abeliennes. 
(2) Comptes rendus, t. LXXVIII et t. LXXX; Journ. de Math., 1° série, t. XV; 
Œuvres d’'Halphen, t. I, p. 312, 358, 420. 
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Étanten possession del’expression géométrique du genre, et sachant, 
par le Calcul intégral, que ce nombre se conserve dans les transforma- 
tions uniformes, on est conduit à désirer de ce théorème une démon- 
stration indépendante du Calcul intégral. Pour le cas particulier déjà 
cité, où la courbe considérée n’offre que des singularités ordinaires, 
MM. Clebsch et Gordan et M. Zeuthen ont donné des démonstrations 
directes. On peut, comme Jje l'ai déjà montré, passer de là au cas géné- 
ral en employant diverses transformations uniformes, qui changent 
une courbeen une autre, n’offrant que des singularités ordinaires. Mais 
ces détours de raisonnement peuvent être évités : Je me propose de 
donner ici une démonstration directe de la conservation du genre dans 
les transformations uniformes. C’est là l’objet principal de cette Note; 
jy donnerai cependant quelques détails sur des sujets qui s’offriront au 
cours de cette étude, et qui ne sont pas nécessaires à la démonstration 


du théorème. 


2. Je rappelle d’abord ce qu'il faut entendre par ce mot : système 
circulaire de branches. Soit O un point singulier d’une courbe plane 
algébrique S. Je le suppose pris pour origine des coordonnées recti- 
lignes, et j'admets, en outre, que l’axe des y ne soit pas tangent à Sen O. 
Soit # l’ordre de multiplicité de ce point. Pour une valeur infiniment 
petite de +, Æ valeurs de y sont infiniment petites. On sait (!}) que 
ces Æ valeurs se répartissent en systèmes circulaires ; c’est-à-dire en 


des groupes tels que les n valeurs comprises dans l’un quelconque 
Il 


d’entre eux forment une seule et même fonction synectique de x". 
Sous la réserve faite plus haut au sujet de l’axe des y, cette répartition 
ne dépend pas des axes de coordonnées. Elle correspond donc à une 
répartiuon des branches de S, aux environs du point O, en groupes 
bien définis : ce sont ces groupes que j'appelle systèmes circulaires de 
branches. Le point O est l’origine etle nombre n est l’ordre de mul- 
tip licité du système circulaire. L'ordre de multiplicité peut être égal à 
l'unité. Dans ce dernier cas, M. Cayley emploie le mot de branche 
linéaire; dans le cas opposé, celui de branche superlinéaire. 
Soit f (f) une fonction synectique (pour les valeurs infiniment petites 





(') V. Puiseux, Mémoire sur les fonctions algebriques (Journ. de Math., 
1F* Sr le nt En Val: 
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de t), ne s’évanouissant pas avec la variable. Je considère les équations 
(1) Teint, MULTI), 


où 2 et 7 sont des entiers positifs. La fonction y, de la variable x, a, 
pour chaque valeur de x, un nombre de valeurs égal à » ou à un diviseur 


de n. C’est d’ailleurs la forme la plus générale d’une fonction synectique 
1 
de x", s’'évanouissant avec +. Donc, sous les conditions que y ait pré- 


cisément x valeurs, et que r ne soit pas inférieur à » (pour que l’axe 
des y ne soit pas une tangente), les équations (1) représentent, pour 
les valeurs infiniment petites de £, un système circulaire quelconque, 
multiple d'ordre », et dont l’origine est celle des coordonnées. 

Si y a moins de z valeurs, et sous la condition 772 n, les équa- 
tions (1) représentent un système circulaire de branches, dont l’ordre 
de muluplicité est égal au nombre des valeurs de y, c’est-à-dire à un 
diviseur de n. 

J'observe encore qu’on peut supposer r = n, sans restreindre la 
généralité : c'est, en effet, supposer que l'axe des x ne coïncide pas 
avec la tangente du système circulaire. 

Au lieu des équations (1), considérons celles-ci : 


(2) Diet) PP CT OCT, 


n étant toujours un entier positif, et v et f des fonctions synectiques 
ne s’évanouissant pas avec la variable. Ilest aisé de voir que l’élimina- 
tion de t£ entre les équations (2) conduit à 


tn) 


où 8 est une fonction de même définition que f ete. Le résultat est donc 
de même forme que celui qui provient de l’élimination de £ entre les 
équations (1) en y supposant r — n. Donc, comme les équations (1), les 
équations (2) représentent, sans plus de généralité, un système circu- 
laire de branches dont l’ordre de multiplicité est x ou un diviseur de n. 


3. Ces explications données, Je vais établir diverses propositions 
concernant les systèmes circulaires de deux courbes se correspondant 


point par point. 


Tuéorëme [. — Soient S et È deux courbes planes algébriques, 
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dont la seconde soit une transformée rationnelle de la première : à 
un système circulaire de branches de S correspond un seul système 
circulaire de branches de 3. 


Soit, en effet (S), un système circulaire de branches de S, ayant son 
origine à l’origine des coordonnées, et représenté par les équations (1). 
Les coordonnées &, n des points de X, étant des fonctions rationnelles 
de æet y, sont, pour les points qui correspondent à des points du 
système circulaire (S), des fonctions synectiques de £. Il n’y aurait à 
excepter que le cas où ces coordonnées seraient infinies ; ] écarte ce cas 
en employant, s’il ya lieu, une transformation homographique. Donc, 
pour { infiniment petit, £ et n tendent respectivement vers des limites 
finies, qui sont déterminées d’une seule manière. Donc, en premierlieu, 
au point O, considéré comme limite des points de (S), répond unseul 
point limite sur Y. Prenant alors ce point Q pour origine des coor- 
données 6, n, J'ai, pour les valeurs de ces coordonnées, correspondant 
à (S), des expressions telles que : 


(3) E=Nd(t), n—=##F(c), 


où b et F sont des fonctions de même définition que f. Donc, d’après 
ce qui à été dit précédemment, ces valeurs définissent un seul système 
circulaire (£), qui correspond à (S). Le théorème est ainsi démontré. 

On voit, en outre, que l’ordre de multiplicité de (2) est y ou un divi- 
seur de y. Remarquons que, si x est infiniment petit d’ordre n, c’est- 
à-dire { infiniment petit du premier ordre, il résulte de (3) que£etn 
sont infiniment petits d'ordre ». Il suit de là : 


Taéoreue Il. — Sotent S et E deux courbes, dont la secondeestune 
transformée rationnelle de lapremière, et net y les ordres de mul- 
tiplicité de deux systèmes circulaires (S), (©), se correspondant sur 
ces deux courbes : à un point placé sur (S), à distance infiniment 
petite d'ordre n de l’origine de (S), correspond sur (Ë) un point 
dont la distance à l’origine de (Ë) est un infiniment petit dont 
l’ordre est un multiple entier de y. 


Je suppose maintenant qu’en outre S soit une transformée ration- 
nelle de Ÿ, c’est-à-dire que S et Y se correspondent point par point. 
D’après le théorème Il, si un point a est placé sur (S) à distance infi- 
niment petite du premier ordre de l’origine O de (S), la distance Q a du 
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LL “ LI . . » LL . ÿ 
point correspondant à l’origine de (©) est infiniment petite d’ordre FL 


Y étant un multiple de y. De même aussi, si Q «& est du premier ordre, 


! 


n 
O a est d’un ordre marqué par —; n! étant un multiple de x, et, par 
V 


suite, si O & est un infiniment petit du premier ordre, Q4 est de 


! 
ÿ N: y . . 
Donc. Enerh Ceci exige n'— n, y! = y. Donc: 


l’ordre — 
Fa À 


Taéorkme If. — Sorent S et Z deux courbes se correspondant 
point par point, et n et y les ordres de multiplicité de deux systèmes 
circulaires (S), (), se correspondant sur ces deux courbes : à un 
point placé sur (S) à distance infiniment petite d'ordre n de l'ort- 
gine de (S), correspond sur (Ë) un point à distance infiniment 
petite d'ordre y de l’origine de (®). 


4. Je considère la surface gauche À qu'on obtient en joignant 
par des droites les points &, « correspondants, de deux courbes 
planes S, È, se correspondant point par point, et placées dans des plans 
différents. Soit G la génératrice qui Joint les origines O, Q des deux 
systèmes circulaires correspondants (S),(£), dont les ordres de multi- 
plicité sont respectivement » et. Je considère une autre section quel- 
conque S, de À, rencontrant la droite a 4 au point a,. La courbe S, cor- 
respond point par point à S et à Y; le point à, estle correspondantdes 
points a et &. Donc, aux systèmes circulaires (S), (£), correspond sur, 
un système circulaire (S,), dont l’origine O, est sur G. En outre, si 
O a est infiniment petit, O, a, est infiniment petit du même ordre que 
la plus grande des deux distances O &,Q &. Donc, d’aprèslethéorèmelIl, 
l’ordre de multiplicité de (S,) est le plus petit des deux nombres n, v. 


Ainsi : 


Tnéorème IV. — SorentS et È deux courbes planes secorrespon- 
dant point par point, À la surface gauche obtenue en joignant les 
points correspondants de S etE, etS, une section plane quelconque 
de À : le système circulaire de branches de S,, qui correspond à 
deux systèmes circulaires de S et È, a pour ordre demultiplicité le 
plus petit des ordres d2 multiplicité de ces derniers. 


Il convient d'observer que le théorème IV souffre des exceptions, 
pour certaines sections particulières. En premier lieu, pour les sec- 
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tions qui passent à l’origine du système circulaire dont l’ordre de mul- 
tiplicité est le plus grand, on a ce même ordre de multiplicité. Ensecond 
lieu, pour les sections qui passent par G, le résultat est différent. À 
l'égard de ces sections, Je citerai le résultat suivant, facile à établir : 
Soit y > n; le système circulaire de la section considérée a pour 
origine Q, pour tangente G, pour ordre de multiplicité (y — x), et 
enfin les branches de ce système circulaire ont avec G des contacts 


d'ordre 
V— n 


Supposons encore y => A. D’après le théorème III, s1 O & est infini- 
ment petit, Q & est infiniment plus petit. Donc les génératrices infini- 





ment voisines de G& tournent autour du point Q. Donc le plan mené 
par G et la tangente de (S) est tangent à A tout le long de G. Au con- 
traire, cette particularité n'a pas lieu si r et y sont égaux, sauf au cas 
où les tangentes de (S) et de (£) seraient dans un même plan. Il existe 
un certain nombre de génératrices qui joignent deux points correspon- 
dants dont les tangentes se rencontrent. Je les désigne par F, et je 
suppose d’ailleurs les plans de S et de £ tellement placés que les points 
de ces courbes auxquels aboutissent les droites l soient des points 
simples. Il est aisé de trouver le nombre de ces droites. Il suffit d’éta- 
blir une correspondance entre les points où les tangentes en aetena, 
à S etE, rencontrent l'intersection des plans de ces courbes. Les coïn- 
cidences correspondent aux droites F, dont le nombre est ainsi égal à 
la somme des classes des deux courbes. 

Pour trouver le nombre de ces droites, on peut encore répéter le 
même raisonnement en se servant, au lieu des courbes S et Y, de la 
courbe S ou de la courbe Y jointe à une section quelconque S, de A. 
J’obtuiendrai ainsi plusieurs expressions du même nombre; la compa- 
raison de ces expressions fournira deux théorèmes, dont l’un est pré- 
cisément celui de la conservation du genre. 


9. Je rappelle d’abord la règle suivante, due à M. Zeuthen (!), pour 
trouver l’ordre de multiplicité d’une coïncidence : 


Si deux séries de points p, p, se correspondent sur une droite, le 


nombre des couples de points correspondants confondus, qui sont 
réunies en un point P, est égal à la somme des ordres des segments 





(!) Bulletin des Sciences math. et astr., t. V, p. 186. 
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infiniment petits compris entre un point p, à distance infiniment 
petite du premier ordre de P, et les points p, correspondants. 


En appliquant le raisonnement ci-dessus aux courbes S et S,, je 
trouve encore un nombre de coïncidences égal à la somme des classes 
de ces courbes ; mais ces coïncidences ne correspondent pas toutes aux 
droites ZX. 

En premier lieu, soit b un point de rencontre de S et du plan deS, . Le 
point b appartient à S,, et donne lieu à des coïncidences. Je compte ces 
coïncidences d’après la règle de M. Zeuthen. Sur l'intersection L des 
plans de S et de S,, je prends un point p, à distance infiniment petite 
du premier ordre de b. Par ce point passent deux tangentes à S, dont 
les points de contact sont à distance infiniment petite de b. Cet infini- 
ment peut est d'ordre +. À ces deux points correspondent, sur S,, deux 
autres points également à distance d'ordre + de b. Les tangentes 
de S, en ces deux points rencontrent L en deux points p, qui sont à 
distance infiniment petite du premier ordre de b et de p. Il y a donc 
deux segments p, p, infiniment petits du premier ordre. Donc, en b 
sont réunies deux coïncidences. Soit m le degré de S. Le nombre 
total des coïncidences analogues est 2 m. 

En second lieu, soit O l’origine d’un système circulaire (S) dout 
l’ordre de multiplicité n est inférieur à l’ordre de multiplicité y du cor- 
respondant (Z). Le long de la génératrice G, qui joint les origines de 
ces deux systèmes circulaires, le plan tangent est constant, comme on 
l’a vu au n° 4. Donc la tangente de (S,) rencontre celle de (S). Le 
point P, où ces deux tangentes se rencontrent, absorbe un certain 
nombre de coïncidences. Pour pouvoir compter ces coïncidences, 1l 
faut connaître l’ordre d’infiniment petit auquel appartient le seg- 
ment p p, compris entre les points où L est rencontré par les tangentes 
en deux points correspondants a et @&,, infiniment voisins de O et deO,. 
Je ferai usage, à cet effet, de la formule suivante, facile à établir. 

Soient : +, y les coordonnées du point a de la courbe $, situé dans 
le*plan z— 0; 

6, n, € les coordonnées du point correspondant v, sur Ÿ; 

Li, Y1, 3,1 les coordonnées du point correspondant &,, sur Si. 

Prenant x pour variable indépendante et dénotant les dérivées par 
des accents, je considère l'expression : 


Y—y—Jy(X—x), 
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qui, égalée à zéro, fournit l'équation de la tangente à S en a. Soit U ce 
que devient celte expression quand on y met pour Xet Ÿ les coordon- 
nées du point p,, où la tangente de S, en a, rencontre le plan de S. 
La formule dont 1l s’agit est la suivante : 


(4) 2sUS=L (ner = Tr) RER 


Je suppose que l’origine des coordonnées soit celle du système circu- 
laire (S), et que l’axe des 3 soit la génératrice G. Je suppose, en outre, 
v > n. Alorsle second membre de (4) est infiniment petit avec +, et 1l 
est aisé de voir que sa partie principale est la même que celle de — € #. 
Comme € a une valeur finie, l’ordre du second membre est le même que 


VIT7E 





, Si x est du premier ordre. Je considère 


9 


maintenant le premier membre de (4) : le premier facteur = a une 


celui de n/, c’est-à-dire 


valeur finie ; 1l en est de même de z/,. En effet, 3, est du même ordre 
que O, a;. Orona vu, au n° #4, que O, a, est du même ordre que O a, 
c'est-à-dire du même ordre que x. Donc 3, est du premier ordre. Donc 
3', a une limite finie. Donc enfin U est infiniment petit du même ordre 
que le second membre. 

U ne diffère que par un coefficient fini de la distance des points pp:, 
où les tangentes de S en a ct de 5, en à, rencontrent L; donc cette 


UV 





. SUR: . : t 
distance est aussi infiniment petite d'ordre : quand O a& est du 
| Ï 


premier ordre. 
Il est maintenant aisé de compter les coïncidences réunies en P. 
Prenons un point p à distance infiniment petite du premier ordre de P, 


et situé sur L. Soit T l’ordre du contact de chaque branche de (S) 


avec sa tangente. Par le point p passent q tangentes à (S), dont les 
points de contact a sont à des distances de O infiniment petites d'ordre 


nm . * te 
: (). À chacun de ces points a correspond un point &,. Si p, est le 


pointoù la tangente en l’un de ces derniers rencontre L, pp, est, d’après 


\ — 





lé Là ’ À e Li s [! It . 
le résultat précédent, infiniment petit de l’ordre TR AMRE 


(1) C’est une conséquence de ce fait qu:, pour le système circulaire corrélatif 
de (S), les nombres n et s'échangent entre eux. Voyez mon Mémoire sur Les 
) q Le] #4 
points singuliers, qui sera inséré au Recueil des savants étrangers. 
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. mn . . è 
maintenant O & est de l’ordre —: Mais il y a g segments pp,. Donc 
4 


VENTE 





la somme de leurs ordres est : : ou (y— n). Donc, au point P, 
sont réunies (y — À) coïncidences. 

Considérons toutes les couples de systèmes circulaires correspon- 
dants (S), (£), pour lesquels on a: y >> n. Soient c et c, les classes 
de S et de S,. Le nombre total des coïncidences relatives aux droites F, 


c’est-à-dire le nombre même des droites F est : 


(97) À=C+c—2m—©2(v—n). 


Soient maintenant (S'), (Z) deux systèmes circulaires correspon- 
dants et pour lesquels on ait : » << n'. En considérant tous les ana- 
logues, répétant le raisonnement ci-desssus pour les courbes Yet S,, 
et désignant par u et y le degré et la classe de Ÿ, on aura de même : 


(6) R=y+c—2p—2(n —7v). 


6. En comparant les relations (5) et (6), j'en conclus : 


pa) C—2m+ (n+n)=7Y 





2H + E(v + v). 


Soient maintenant (S"”), (£”) des systèmes circulaires correspondants 
Ù ) | 

et ayant le même ordre de muluplicité 7”. J'ajoute dans les deux 

membres de (5) la somme des nombres analogues à n”, et je pose : 


E(n+n+n")— 1, E(v+v'+ uv) = À. 
La relation (5) devient : 
(8) c—2m+l=y—2n+ À. 


Le nombre / est la somme des ordres de multiplicité de tous les sys- 
tèmes circulaires propres deS (c'est-à-dire dont l’ordre de muluplicité 
n’est pas l’unité), qui ont pour correspondants, sur Y, des systèmes 
circulaires propres, augmentée du nombre des branches simples 
de S. Retranchons des deux membres de (8) le nombre total de ces 
couples de systèmes circulaires, et écrivons : 


(9) c—om+l—k=y—-21+<X1—Rk, 


Chaque branche simple deS, quiintervient au nombre des systèmes 
circulaires ci-dessus, figure pour une unité dans l'etk. Si donc Nestla 


372 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


somme des ordres de multiplicité des systèmes circulaires propres de 
S, et T leur nombre, {— k est égal à N — T. Soient de même Vet 7 


les nombres analogues pour Y, on peut écrire, au lieu de (9) : 


(10) c—2m+N—T=y-2u+N—T. 


Dans cette formule, chaque membre ne contient que des éléments 
entièrement définis au moyen d’une seule des courbes. 

Pour la raison qui vient d’être invoquée, on peut, sans changer 
(N — T), faire entrer parmi les systèmes circulaires considérés sur S 
un nombre quelconque de branches simples, et, par conséquent, 


énoncer ainsi la formule (10) + 


Taéorëme V. — Soient : m le degré, c la classe d'une courbe 
algébrique, N la somme des ordres de multiplicité de tous ses points 
singuliers, et T le nombre total des systèmes circulaires formés par 
les branches de la courbe en ces points. L'expression 


c—2m+N—T 


reste ineartable si l’on substitue à la courbe proposée une autre 
courbe quelconque lui correspondant point par point. 


D’après le n° 4, le nombre R a encore pour expression la somme 
c + y des classes de S et Ë. En recourant à (5) ou (6), mous en con- 
cluons la classe des sections de la surface gauche A, savoir : 


Ci y+2m+£E(v—n)—= CH+2u+E(n'—v). 





SUR LES 


POINTS D'UNE COURBE OÙ D'UNE SURFACE, 


QUI SATISFONT 


A UNE CONDITION EXPRIMÉE PAR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
OU AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 81, 1875, p. 1053. 


J'ai l'honneur de communiquer à l’Académie quelques résultats con- 
cernant une question dont la Géométrie offre de nombreux exemples. 
Voici l'énoncé du problème : Sur une courbe plane ou une surfaceU 
de degré m, on considère les points qui satisfont à une condition 
exprimée par une équation différentielle ou aux dérivées partielles 
algébrique. Ces points sont, comme on sait, les intersections 
de U et d’une autre courbe ou surface algébrique D. On demande 
le degré de cette dernière. Ce problème se généralise sous la forme 
algébrique suivante : 


Soit U (x:,..., &r, y) = 0 une équation de degré m, définissant 
la fonction y des variables indépendantes æ,,...,xz. On considère 
une équation aux dérivées partielles algébrique f —0. Les systèmes 
de valeurs des variables, pour lesquels la fonction y satisfait 
à l'équation f — 0, sont, comme on sait, définis par l'équation 
Ü—oet une seconde équation algébrique ® (x:,..., xx, Y) = 0 
On demande le degré de cette dernière. 


Pour former l’équation D — 0, le procédé théorique est fort simple. 
On tire les dérivées de y de l’équation U = 0, et l’on substitue leurs 
expressions dans / — 0. Le résultat de la substitutionestl’équation cher- 
chée. Ce calcul, presque impraticable dans la plupart des cas, n’est pa 
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nécessaire quand on se propose simplement de trouver le degré de ®. 
C'est à la détermination directe de ce degré que se rapportent les 
résultats suivants : 


Taéorème 1. — Le degré de l’équation = o est de la forme 
a(m—1)+$, les coefficients « et $ étant des nombres entiers, le pre- 
mier positif, le second positif ou négatif, qui ne dépendent que de 
l'équation aux dérivées partielles. 


On voit que le problème est ramené à la recherche des coeffi- 
cients a, 8. C’est à cette question, où intervient seulement l'équation 
aux dérivées partielles, que se rapportent les énoncés suivants : 


Tafoniue [. — Soit f—0o une équation aux dérivées partielles 
algébrique, mise sous forme entière. On prend de nouvelles 


variables NE Li, , tr, et l’on TEMDIACETIERENSSE 
Ç Ek r + r + r 

par = + er t' Soit F—o l'équation transformée, mise égale- 
£ 


ment sous forme entière. On a identiquement 


(1) JS 





? 


Ro 

+ déi dé: dér 
ES dt: NOR 
et dans laquelle aussi « et $ sont les coefficients qui figurent au 
théorème LI. 


relation dans laquelle À est le déterminant DE 


Voici maintenant une autre proposition qui ne s'applique qu’au cas 
d’une seule variable indépendante, c’est-à-dire aux problèmes de 
Géométrie plane, ce qui donne lieu à un calcul très rapide. 


Taéorëue IL. — Soit f—o une équation différentielle algé- 
brique entre la variable indépendante x et la fonction y ; cette 
équation étant supposée mise sous forme entière : 


1° S'ubstituez dans f à y un développement suivant les puissances 
1 


entières et ascendantes de (x—£), commençant par une con- 
stante, et dans lequel les coefficients et la constante £ soient indé: 


terminés. Ordonnez le résultat de la substitution suivant les 
1 
mêmes puissances. L’exposant de (x —©5)?, dans le premier terme, 


est égal et de signe contraire au coefficient v.; 
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4 


2° Substituez dans f à y un développement suivant les puissances 
entières et descendantes de x, commençant par un terme du 
premier degré et à coefficients indéterminés. Ordonnez le résultat 
suivant les mêmes puissances. L'exposant de x, dans le premier 
terme, estégal au coefficient &. 

Dans un cas particulièrement remarquable, les coefficients & et 


s’obtiennent sans aucun calcul. C’est le cas où l’équation considérée 
n’est pas altérée par les transformations homographiques. 


Taéorëme IV. — Soit f — o une équation algébrique aux déri- 
vées partielles entre la fonction y et les k variables indépen- 
dantes æ,, .…, æx, qui reste inaltérée par toute transformation 
homographique : 

1° Cette équation étant mise sous forme entière, f est un inva- 
riant homogène des formes simultanées V: V:,..., définies par les 
relations 


: ) do \( 
LV) — (uen) iT (D 210.7), 


où E1, .…, ëx sont les variables de ces formes ; 
2° Sotent p et à le poids et le degré de cet invariant ; on a 


ap, n a—$B$—(K+2)p. 
D'où résulte, pour le degré de ®, 
M=(p+ô)m—(k+2)p. 


Pour le cas d’une seule variable indépendante, les formes V dispa- 
raissent. Le théorème IV subsiste cependant, en ce sens que f est 
homogène par rapport aux dérivées de y. Le degré de ® est alors 


M=(p+d)m— 3p. 


J'ai eu l’occasion d’appliquer les propositions ci-dessus à un grand 
nombre d'exemples, tant connus que nouveaux. Parmi ces derniers, 
je citerai une application du théorème [IT et une application du théo- 
rème 1V. Par le premier J'ai trouvé que : 


Les points d’une courbe plane UÜ, de degré m, en chacun 
desquels cette courbe a un contact d'ordre n avec une courbe de 


H(H+S) 


classe y. qui touche — n droites données, sont les intersec- 
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tions de U avec une autre courbe dont le degré est 


n(n—5) 


M=[(r+nu+ à 


| (m—1)— n(n—2). 

L'application du théorème IV, que je vais citer, a pour objet la géné- 
ralisation de certaines propriétés des asymptotes de l’indicatrice des 
surfaces. On me permettra, pour abréger, d'employer 1c1 le langage 
géométrique, étendu au cas de plus de trois dimensions. Grâce à cette 
convention, une droite est l'être défini par £ équations linéaires, le 
nombre des dimensions étant (4 +1). Il est aisé de voir qu’en un 
point d’une surface il existe 2, 3, ..., Æ droites, ayant chacune avec la 
surface, en ce point, un contact d'ordre .Je les appelle drortes oscu- 
latrices. Cela étant, j'ai trouvé au moyen du théorème IV, les deux 
propositions suivantes : 


1° Le lieu des points d’une surface de degré m [de l’espace 
à (k +1) dimensions|, en lesquels deux droites osculatrices se con- 
fondent, est l’intersection de cette surface avec une autre dont le 
degré est 
h 1à (TE 
(2) °M=—= 2.3.4) 44 em | en mm à 


| 2 


2° Le lieu des points, en lesquels une droite osculatrice a, avec 
la surface, un contact d'ordre (k +1), est l’intersection de cette 
surface avec une autre dont le degré est 





I I 1 
(3) M=2.3...(6+n) [fit —)m— al. 





SUR LA CONSERVATION 


DU 


GENRE DES COURBES ALGÉBRIQUES 
DANS LES TRANSFORMATIONS UNIFORMES. 


Bulletin de la Société mathématique, t. IV, 1875-1856, p. 29. 


1. C'est dans le Calcul intégral que la notion du genre des courbes 
algébriques a pris naissance. Par cette voie, il est immédiatement 
visible que le genre se conserve dans les transformations uniformes. 
Pour introduire dans la Géométrie cette notion nouvelle, 1l fallait 
connaître l'expression analytique du genre. Cette question était résolue 
dans des cas particuliers, notamment dans celui où la courbe con- 
sidérée ne contient que des singularités ordinaires. J'en ai donné la 


solution générale suivante : 


Soient p le genre, m le degré, c la classe d’une courbe algé- 
brique, N la somme des ordres de multiplicité de tous ses points 
singuliers, et T le nombre total des systèmes circulaires formés 
par les branches de la courbe en ses points singuliers. Ces éléments 


satisfont à la relation 
(1) 2(p—1i)=c—om+N-T (1). 
Le nombre p, défini par cette relation, se conserve dans les trans- 


formations uniformes. C’est ce que nous apprend le Calcul intégral. 
Il est naturel de désirer une démonstration directe de cette proposi- 


(1) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. LXX VIII, p. 1833, 
et t. LXXX, p. 638; Œuvres d’Halphen, t. I, p. 312, 358. 
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tion. On en possède déjà plusieurs pour le cas particulier déjà cité, 
où la courbe considérée ne contient que des singularités ordinaires (!). 
On peut passer de là au cas général, comme Je l’ai déjà montré, en 
employant diverses transformations uniformes particulières, qui 
changent une courbe quelconque en une autre n’offrant que des sin- 
gularités ordinaires ; mais ces détours peuvent être évités ; l’objet de 
ce petit Mémoire est de présenter une démonstration directe de la 
proposition suivante : L'expression qui figure au second membre 
de l’équation (1) a la même valeur pour deux courbes quelcon- 
ques se correspondant point par point (?). 


2. Il est nécessaire de donner quelques explications préliminaires 
au sujet des systèmes circulaires. Soient O l’origine des coordon- 
nées, (æ,y) un point singulier d’une courbe plane algébrique S, et Æ 
l’ordre de multiplicité de ce point. Pour une valeur infiniment petite 
de +, Æ valeurs de y sont infiniment petites. On sait que ces k valeurs 
se répartissent en systèmes circulaires (?), c’est-à-dire en des 


groupes tels que les 7 valeurs, comprises dans l’un quelconque 
1 


d’entre eux, forment une seule et même fonction synectique de x", 
Or, on prouve aisément que cette répartition ne dépend pas des axes 
de coordonnées, pourvu toutefois que l’axe des y ne soit pas une 
tangente de S au point O. On a donc ainsi une répartition des bran- 
ches de S, au point O, en des groupes bien définis, que j'appelle sys- 
tèmes circulaires de branches. Le nombre x est l’ordre de multipli- 
cité, le point O est l’origine d’un tel système circulaire. 

Soit / (4) une fonction synectique pour les petites valeurs de £, et 
ne s'évanouissant pas avec cette variable ; soient x et ; des entiers 
positifs. Les équations 


(2) De Ci AE ET TT ER 


définissent, de la manière la plus générale, y comme fonction synec- 
1 


tique de x”, s’'évanouissant avec æ. Pour chaque valeur de x, cette 


(!) CLEBSCH et GORDAN, Fonct. ab.; LEUTUEN, Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences. 

(?) Au Congrès de l'Association française, j'ai donné cette année, du même théo- 
rème, une autre démonstration, fondée sur des considérations géométriques ; Œuvres 
d’Halphen, t. I, p. 563. 

(*) Puiseux, Journal de Mathématiques; 1850. 
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fonction à un nombre de valeurs égal à z ou à un diviseur de ». Done, 
sous les conditions que y ait précisément n valeurs, et que 7 ne soit 
pas inférieur à » (pour que l’axe des y ne soit pas la tangente), les 
équations (2) définissent, de la manière la plus générale, un système 
circulaire de branches dont l’ordre de multiplicité est n, et dont l’ori- 
gine est le point O. Si rest supérieur à n, la tangente est l’axe des x. 
Pour que les axes soient quelconques, on doit supposer 7 = n. Si la 
fonction y, définie par (2), a moins de » valeurs, les équations (2) 
définissent, en supposant toujours 7 =», un système circulaire dont 
l’ordre de multiplicité est égal au nombre de ces valeurs. 
Au lieu des équations (2), considérons celles-ci : 


(3) æ=tre(t), y =ty(é), 


ñ élant toujours un entier positif, etw et à des fonctions de même 


définition que 1 On démontre aisément que l'élimination de { entre 
les équations (3) conduit à 


arte 


où 4 est encore une fonction de même définition que /. C’est préci- 
sément la forme du résultat auquel conduit l'élimination de # entre 
les équations (2), où l’on suppose r = n. Ainsi, de même que les 
équations (2), les équations (3) définissent, sans plus de généralité, 
un système circulaire de branches dont l’origine est en O, et dont 
l’ordre de multiplicité est » ou un diviseur de n. 


3. Soit S une courbe contenant le système circulaire de branches 
représenté par les équations (2). Je suppose que l’ordre de multipli- 
cité de ce système circulaire soit effectivement ». Je désigne abrévia- 
tivement le système circulaire par (S). Soit maintenant X une seconde 
courbe, qui soit une transformée rationnelle de S. Si x, y sont les 
coordonnées d’un point a de S, les coordonnées £, n du point cor- 
respondant & de Z sont des fonctions rationnelles de æ, y. Si donc & 
est infiniment voisin de O, et sur unc branche de (S), les coordon- 
nées de 4 sont des fonctions synectiques de {, sauf au cas où elles 
seraient infinies. J’écarte ce cas en employant, au besoin, une trans- 
formation homographique. Les coordonnées de « tendent donc, pour 4 
infiniment petit, vers des limites finies et déterminées d’une seule 
manière. Donc, en premier lieu, au point O, considéré sur S comme 
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limite des points du système circulaire (S), correspond un seul 
point Q sur Z. Supposant alors Q origine des coordonnées 6, n, J'ai, 
pour les valeurs des coordonnées de «, des expressions telles que 


(4) EAN ER ne 107) 


1 


où b et Y sont des fonctions de même définition que f, et où os estun 
entier positif. Comme on l’a vu au n° 2, les équations (4) définissent 
un système circulaire de branches (£), dont l’ordre de multiplicité 
est s ou un diviseur de co. Si y est l’ordre de multiplicité de (£), s est 
ainsi un multuple entier de y. Donc : 


Tuéoreme 1. — Soient S et È deux courbes planes algébriques 
dont la seconde soit une transformée rationnelle de la première : 

1° À un système circulaire de branches (S) de la première, cor- 
respond un seul système circulaire de branches (È) de la seconde. 

29 Soient net y les ordres respectifs de multiplicité des sys- 
tèmes circulaires correspondants(S), (È); à un point placé sur (S) 
à distance infiniment petite d'ordre n de l’origine de (S) corres- 
pond sur (E)un point dont l’ordre de la distance à l’origine de(£) 
est un multiple entier de ). 


4 IS | 


Il est visible que le nombre entier - est égal au nombre des 


points a de (S) qui correspondent à un point & de (È). Si donc, on 
suppose maintenant que la courbe S soit, à son tour, une trans- 
formée rationnelle de À, c’est-à-dire que les courbes S et E se corres- 
pondent point par point, os est égal à y. On a donc cette nouvelle 
proposition : 


THéorëme Il. — Soient S et Y deux courbes algébriques se cor- 
respondant point par point, et net y» les ordres de multiplicité res- 
pectifs de deux systèmes circulaires correspondants (S), (£) : àun 
point placé sur (S) à distance infiniment petite d’ordre n de l’ort- 
gine de S, correspond un point placé sur (E) à distance infiniment 
petite d’ordre y de l’origine de (E). 


4. Le théorème IT est le point essentiel de cette théorie. Je n'aurai 
recours dans ce qui va suivre à aucun autre résultat nouveau. Toute- 
fois, avant d'arriver à l’objet même de ce travail, je crois utile de 
rappeler brièvement un procédé pour déterminer l’ordre de multipli- 
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cité d’un système de solutions de deux équations à deux inconnues. 
Ce procédé a pour point de départ la proposition suivante : 


Soit F(x,y)=o l’équation sous forme entière d’une courbe 
algébrique plane. Le nombre des intersections de cette courbe et 
d’une autre courbe S, du méme plan, confondues en un point O, 
est égal à la somme des ordres des quantités infiniment petites 
F(x, y), quand on suppose le point (x, y) placé successivement à 
distance infiniment petite du premier ordre de O, sur les diverses 
branches de S. 


Je suppose que, au point O, la courbe S comprenne divers sys- 
tèmes circulaires (S), (S'), .... Soit 2 la somme des ordres des quan- 
tités infiniment petites F(x, y), quand on suppose le point (x,7) 
placé successivement à distance infiniment petite du premier ordre 
de O, sur les diverses branches de (S). Soit, de même, L' le nombre 
analogue pour (S’), .... Le nombre des intersections des deux courbes 
CD PA AL... | 

Soit maintenant ? l’ordre de multuplicité de (S), que je suppose 
défini parles équations (2). Pour calculer l'élément de , relatif à une 
quelconque des branches de (S), on substituera dans F(x,7) les 
valeurs de x et y données par (2), en supposant { infiniment petit de 


[ e , L4 P, 
l’ordre —- Par suite, } se compose de n éléments égaux. Donc A est 
7 


égal à l’ordre d’infiniment petit auquel appartient F(x, 7), quand on 
suppose £ infiniment petit du premier ordre. En d’autres termes, 
h est égal à l’exposant de £{ au premier terme de F{x, y), ordonné sui- 
vant les puissances ascendantes de {, après substitution à æ.et y des 
valeurs (2). C’est ce qu’on peut exprimer brièvement en disant 
que : 


Le nombre des intersections d’un système circulaire (S) avec 
une courbe F(x,:y) —0, qui passe à l’origine O de ce système 
circulaire, est égal à l’ordre d’infiniment petit auquel appartient 
le polynome entier F(x, y), quand on y suppose le point (x, y) 
placé sur une branche de (S), à une distance de l’origine de (S), 
dont l’ordre infinitésimalest égal à l’ordre de multiplicité de (S). 


5. J'arrive, ces préliminaires établis, à mon objet principal. J’em- 
ploie des coordonnées homogènes. Soit S(x,y,:)—o l’équauon 
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d’une courbe algébrique. Soient, en outre, w, +, w trois fonctions 
entières et homogènes de æ, y, z. Par les équations 
4 

Lo) AT 
je définis, de la manière la plus générale, une transformée rationnelle X 
de la courbe S. À chaque point a (x, y,3) de S correspond un seul 
point 4(Ë,n, 6) de X. La réciproque, pour des valeurs particulières 
de uw, », w, peut n'être pas exacte : à chaque point &, 1l peut se faire 
qu'il corresponde plusieurs points @. J’en désignerai par # le nombre. 
Si Æ est égal à l’unité, les deux courbes S et Y se correspondent 
point par point, ou la transformation (5) est, pour les deux courbes, 
une transformation uniforme. Sans troubler la généralité, on peut 
supposer les trois fonctions u, +, du même degré; car cette suppo- 
sition sera toujours réalisée au moyen d’un changement de coordon- 
nées. Je désignera par g le degré de u, e, , et par m celui de S. 

Je cherche d’abord le degré u de *. Les points à, tels que leurs 
correspondants & soient une droite arbitrarrement donnée, sont les 
intersections de S avec la courbe 


(6) F(x,7,3)= au + bo + cw = 0, 


où a, b, c sont des constantes arbitraires. Le nombre des solutions 
est mg; mais 1l faut en défalquer, comme étrangères, celles qui 
ne dépendent pas des constantes arbitraires ; ces solutions répondent 
aux points dont les coordonnées font évanouir à la fois w, », æ. Soit O 
un de ces points; soit 2 l’ordre de multiplicité d’un des systèmes 
circulaires (S) formés par les branches de S en O; plaçons le point a 
sur une branche de (S) à distance infiniment petite d'ordre # de O. 
Soit À l’ordre d’infiniment petit, auquel appartient alors F(x,y, z). 
Soit £} la somme des nombres analogues, pour tous les systèmes 
circulaires de branches de S aux divers points, dont les coor- 
données font évanouir à la fois u, v, æ. D’après le n° 4, le nombre 
total des intersections des courbes S et F, réunies en ces points, 
est 2. Le nombre des solutions non étrangères est done mg — Xh. 
Mais, à chacun des points », situés sur la droite considérée, et dont 
le nombre est 4, correspondent Æ points a dont les coordonnées font 
évanouir F ; donc 


fn ku = mg—©=h. 
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6. Je vais maintenant calculer la classe de la courbe Y. En em- 
ployant des majuscules pour les coordonnées courantes, j'ai, pour la 
tangente de Ÿ en un point «, l'équation 


ATEUAN CU 
(8) A NET CRT LA EE 0: 
LA TA 


Sous forme entièrement explicite, cette équation se change, par un 
calcul facile, en la suivante : 


DORE Loi vitée 
\e pi Pa 03 
(9) B — = 0, 


L0 Pr pe w3 


CMS Se ESS 


: , 0 
où, suivant l'usage, j'ai posé 


ou ou ou 


— — U,, Ile. Es 
03 à 


0y 
et de même pour les autres fonctions. Si l’on considère X, Y, Z 
comme données arbitrairement, les intersections de la courbe B et de 
S sont les points &, tels que les tangentes de Y aux points correspon- 
dants &, passent en un point donné. Le nombre de ces points, défalca- 
tion faite des solutions étrangères, c'est-à-dire indépendantes des 
arbitraires X, Y, 2, est égal à k fois la classe de Y. Ce sont les solu- 
tions étrangères qu'il s’agit actuellement de compter. 

Soient s la variable indépendante, que je laisse pour le moment 
indéterminée, et 

du dr + po dy + ba ds = ds 


sa différentielle totale. Soit aussi léquation qui lie les coordonnées 


homogènes 
(10) MT. + lo + 3 =1, 


où À, Ào, À3 sont des constantes. Certe dernière a lieu également entre 
X, Y, Z, et aussi entre 6, n, €. Par suite, les relations (5) se com- 


plètent en 
6 I 


che NL NS on 
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et il en résulte 


AIO 
(r1) A=(hu+iov +sm} | Y n dan 
ZEN 
Je pose maintenant 
À À À 
(12) AN Cie LES 
S1 Se S3 


Cela étant, on vérifiera aisément que, pour les valeurs x, y, 3 satis- 
faisant à S—0o,ona | 


. A 
(3) DEA 


Les points dont les coordonnées font évanouir A, peuvent être classés 
en deux groupes : d’abord ceux dont les coordonnées dépendent de 
Li, Ho, Les, C'est-à-dire du choix de la variable indépendante. Il est 
manifeste que les coordonnées de ces points ne font pas évanouir B, 
dont l’expression ne dépend pas de ce choix. On voit donc que, pour 
ces points, ds est nul, et que le second membre de (13) conserve une 
valeur finie. Le second groupe est composé de points dont les coor- 
données font évanouir à la fois S4, S2, S3. Ce sont les points singu- 
liers de S. À ces points correspondent des solutions étrangères, 
puisque les coordonnées de ces points font évanouir B, quelles que 
soient les arbitraires X, Ÿ, Z. 

En second lieu, les autres solutions étrangères sont fournies, 
d’après (13), par les points dont les coordonnées font évanouir A, 
quelles que soient les arbitraires. Ces points sont ceux en lesquels les 
trois mineurs, tels que (£dn — ndË£), s’évanouissent, c’est-à-dire les 
points singuliers de Z. 

Ainsi, en résumé, les solutions étrangères que nous cherchons 
répondent à des points singuliers, soit de S, soit de Ÿ, soit des deux 
courbes à la fois. Soit maintenant O un point répondant à une solu- 
ion étrangère ; Je comptera l’ordre de multiplicité de cette solution, 
d’après la règle du n° 4. J'ai donc à chercher l’ordre d’infiniment petit, 
auquel appartient B, quand on y substitue à x, y, 3, les coordonnées 
d’un point &, qui, situé sur une branche d’un système circulaire (S), 
d’origine O et d’ordre de multiplicité nr, est à distance infiniment 
petite de n°" ordre de O. D'après l'équation (13), je pourrai, pour 
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, , , A . 
trouver cet ordre, opérer séparément sur À et sur + et faire la 
ds 


LA À LA . 
somme des résultats. Je m'occupe du facteur > en premier leu. 
C 


Les constantes À;, +, À3 de l'équation (10) peuvent être considé- 
rées comme Llout à fait arbitraires; car changer ces constantes sans 
modifier mi les équations n1 le triangle de référence, c’est changer la 
figure en une figure homographique, ce qui est permis dans le pro- 
blème qui nous occupe. Les constantes À4, À2, À3 étant arbitraires, la 
quantité (hu + k:v + h3œ) ne diffère que par la notation de celle 
que j'ai précédemment (n° 5) appelée F(x, y, z); par suite, au 
point &, cette quantité est infiniment petite de l’ordre A. Ainsi 
le premier facteur de À dans la formule (11) est infiniment petit 
de l’ordre 24. Voyons maintenant le second facteur. Soient @ le 
point (6, n, C), origine du système circulaire (Z) qui correspond 
à (5), et « le point correspondant à a. Les coordonnées de & 
sont E + dE, n+dn, £ + dX. Le second facteur de À ne diffère 
que par un facteur fini de la distance de x, à la droite menée 
par @ et le point dont les coordonnées sont X, Y, Z, c'est-à-dire 
à une droite arbitraire menée par Q@. L'ordre infinitésimal du second 
facteur de À est donc le même que celui de la distance Qu. Je 
désigne cet ordre par 5. Donc l’ordre infinitésimal de À est (5 +2). 
D'ailleurs O & est, "par hypothèse, infiniment petit de l’ordre ». Il en 


N : A ù 
est donc de même de ds. Donc Est de l’ordre (5 —n+2h). En 


considérant successivement tous les points qui répondent aux solu- 
Uons étrangères, on aura une somme Z(o — » + 2 h) de nombres ana- 
logues. Soit maintenant [la somme analogue pour la fonction A, le 
nombre des solutions étrangères est FHE(5— n+2h). D'ailleurs, 
le degré de B est égal à (2g + m—3); par suite, en désignant par s 
la classe de la courbe E, j'ai 


(14) ky=(2q+m—3)m—E=(5—n)—22h—T. 


Dans cette équation, la somme £A s'applique en premier lieu à tous 

les points pour lesquels on a déjà envisagé la même somme au 

numéro précédent, c’est-à-dire ceux en lesquels u, v, w s'évanouissent 

à la fois. Elle s’applique, en second lieu, à d’autres points; mais, en 

ces derniers, X est nul. Donc XhA a ici le même sens que précé- 

demment; par suite, en vertu de (7), l’équation (14) se change 
H 29 
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(157 K(y—2u)=m(m—3)—T—E(s —n). 


Pour obtenir la signification du nombre F, qui ne dépend que de la 
courbe S, il suffit de prendre un exemple particulier. Je fais 


Ut HSE EEE A 


Alors la courbe Y se confond avec S. Les nombres (5 — ») sont 
nuls, et À est l'unité. On a alors, d’après (15), en désignant par c la 
classe de S, 

c—m(m—1)—T. 


L'égalité (19) peut alors s’écrire 





(16) K(y—2u)+Èo=c—2m+En. 

7. Je suppose maintenant que les courbes S et È se correspondent 
point par point. Le nombre } est alors égal à l’unité ; mais, en outre, 
d’après le théorème Il, + se change en l’ordre de multiplicité y 
du système circulaire (È) correspondant à (S). J'ai donc, au lieu 


de (16), 
(17) Y—2U+ÈvV=cC—2m + En. 


Cette relation est entièrement symétrique, par rapport aux éléments 
respectifs des deux courbes. Les systèmes circulaires (S) qui figurent 
dans A sont, d’après l’analyse ci-dessus : 1° ceux qui répondent à des 
points singuliers de S ; soient T leur nombre et N la somme de leurs 
ordres de multiplicité ; 2° ceux qui répondent à des points singuliers 
de È, dont les correspondants sur S sont des points simples. Leur 
nombre, que je désigne par N', est égal à la somme de leurs ordres de 
multiplicité, puisque tous ces ordres sont égaux à l’unité. Ainsi 


Zn—=N+N. 
Soient &, X, %/ les nombres analogues pour Ë. On a 
Ev = À + NT’. 


Le nombre total 4 des couples de systèmes circulaires envisagés 
est 
t=T+-N=C4 NX. 
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Par suite de ces trois relations, l'égalité (15) devient 
(18) Y—2u+—C—=c—2m+N—T, 


ce qui démontre la proposition annoncée au début de ce travail. 


S. Je n’ai pas à montrer ici, par des applications, l'utilité de cette 
proposition en Géométrie. J'en ai déjà fait usage en diverses occa- 
sions. Je me réserve de montrer une autre fois l'utilité du théorème II. 
Pour le moment, j'appellerai l'attention sur la relation (16), qui 
suppose simplement que la courbe (2) soit une transformée ration- 
nelle de S, sans exiger la propriété réciproque. Je vais en faire une 
application. 

Je suppose que S soit une courbe qui ne contienne que des bran- 
ches simples et que X soit une droite. Alors l’équation (16) se change 
en 


(19) Ài=c—2m+ok, 


en désignant par À la quantité (5 —n). Quelle est la signification 
de }? 

D’après l'hypothèse faite sur S, chaque nombre n est égal à l’unité ; 
par suite, si O est un point de S, a un point de la même courbe, à 
distance infiniment petite du premier ordre de O ; et si Q, « sont les 
points correspondants sur la droite, que je désigne par D, le nombres 
est l’ordre de l’infiniment petit Qz. Donc À est le nombre des points Q 
qui sont stationnatres. On peut encore en donner une autre inter- 
prétation, qui résulte du théorème 1 et de la remarque faite à la suite 
de ce théorème. Soient O un point de S, Q le correspondant sur D, 
et « un point de D infiniment voisin de Q. Le nombre ç est égal au 
nombre des points infiniment voisins de O, qui surS correspondent 
(AC 

On peut, d’une infinité de manières, faire correspondre wn point 
d’une droite D à un point d’une courbe quelconque S et, par 
suite, ürer de l’égalité (19) beaucoup de résultats divers. Je vais 
donner un exemple. Je considère un système de courbes GC de 
degré x, défini par ces conditions : chaque courbe C passe par 
nu (HU + 3) 

2 
contact d'ordre (n — 1) avec S. Soit L le point de contact d’une 


PArNpoinmtscdonnés PP; RP MEET, en Outre, à sun 
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courbe G avec S; à ce point répond une seule courbe C du 
système. Je mène la tangente à C au point P; cette tangente ren- 
contre une droite donnée D au point A. J'ai ainsi, par le couple 
(L, A), réalisé entre S et D la correspondance demandée. Je vais en 
tirer des conséquences. Je désigne par » (x) le nombre des courbes 


u (1H +3) 


de degré x que l’on peut mener par — n points donnés, de 


manière que chacune de ces courbes ait, en outre, un contact d'ordre n 
avec S. Si je prends un point A à volonté, la tangente de C au point P 
se trouve déterminée. Le nombre des courbes C qui admettent 
en P cette tangente est précisément égal à &(n—1), s1 l’on veut 
toutefois admettre que, au lieu de deux points distincts, on peut 
donner un point et la tangente en ce point pour déterminer une 
courbe de degré u, assujettie aux autres conditions indiquées, sans 
changer le nombre des solutions. Pour justifier cette supposition, 1l 
faudrait entrer dans quelques développements que j'omets ici. Le 
nombre des points L, qui correspondent à un point A, est égal au 
nombre des courbes C dont la tangente en P passe en A. Donc le 
nombre Æ est égal à o(n— 1). 

Je cherche maintenant À. Le point À peut être stationnaire de deux 
manières différentes : 1° si la courbe C est stationnaire, c’est-à-dire 
si elle a un contact d’ordre n avec S. Le nombre des courbes C satis- 
faisant à cette condition esto(n); 2° si la tangente en P est station- 
naire, sans que la courbe C le soit elle-même. Alors deux courbes C 
consécutives sont tangentes en P à la même droite. Une courbe quel- 
conque du faisceau qu’elles déterminent a, au point L correspondant, 
un contact d'ordre (#7 — 2) avec S. Mais, parmi les courbes de ce 
faisceau, 1l en est une qui passe par un point arbitrairement donné. 
Donc le nombre des points À, qui sont stationnaires de cette seconde 
manière, est © (7 — 2). L'égalité (19) donne donc 


p(n)+o(n—2)=c—2m+2v(n—1). 


On pourra par là calculer © (x) si l’on connaît & (0). Or, par 

bp (u + 3) 
w') 

my. points. Donc w(0)— mu. En partant de cette valeur, on cal- 


’ 


points, passe une courbe de degré &. Elle coupe S en 


culera de proche en proche © (1), # (2), ..., et l’on obtiendra 


n(n +1) 


(20) o(n) — (c—2m)+(n+i)mr. 


4 
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On remarquera que la démonstration ne s'applique pas au casoù na 


(ui) 


. . 5 
sa valeur maxima, qui est , cas dans lequel la formule (20) 


est cependant exacte encore. 


La formule (20) donne le nombre des courbes de degré ue qui 


H(B+3) 


passent par — n points donnés et ont avec une courbes, 


de degré m et de classe c, des contacts d'ordre n, sous la condi- 
tion que la courbe S ne possède que des branches simples. Dans le 
cas où S ne contient aucune singularité, la formule (20) a été donnée 
par M. de Jonquières (!). Dans une autre occasion, j'en donnerai 
une démonstration très différente et beaucoup plus complète. Je 
signalerai, en même temps, quelques cas où cette formule semble en 
défaut, et j’expliquerai les causes qui produisent cette circonstance ; 
mais 101, Jai voulu simplement, par une application si importante, 
montrer le parti que l’on peut tirer de la formule (19). 


(!) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 63, 1866, p. 423. 





SUR LE 


CONTACT DES COURBES PLANES 


AVEC LES CONIQUES 
ET LES COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ. 


Bulletin de la Société mathématique, t. IV, 1875-1876, p. 59. 





1. Parmi les espèces, en nombre indéfini, de points particuliers 
dont la théorie du contact nous révèle l’existence sur les courbes 
planes, je me propose ici d’en considérer spécialement deux. J’envi- 
sagerai les points en lesquels une courbe se rapproche plus qu’en tout 
autre point, en premier lieu d’une conique, en second lieu d’une courbe 
du troisième degré ou cubique. Les premiers ont déjà attiré l’atten- 
ion de plusieurs géomètres, notamment de . Cayley, Zeuthen, 
L de pl t t t de MM. Cavyl Zeutl 
Painvin. Ils ont reçu de M. Cayley le nom de points sextactiques, 
généralement adopté. Les seconds ne me paraissent pas avoir été étu- 
diés jusqu’à présent. Le problème que je me propose ici consiste à 
trouver le nombre de ces points sur une courbe algébrique offrant 

P 5 q 
des singularités quelconques. Pour résoudre ce problème, j'étabhirai 
d’abord une proposition générale, propre à fournir la solution de 
beaucoup de questions analogues. Ce sera l’objet du paragraphe I. 
q 5 J parasrap 
Dans les paragraphes Il et III, je résoudrai le problème relauf au 


contact des coniques, puis le problème relatif au contact des 
ubiques. | 


I. 


2. Soit U(x,y) — o une équation algébrique. Je suppose que, 
pour une valeur £ de la variable x, les racines y se réparüssent en 
divers systèmes circulaires. On sait que la propriété caractéristique 
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de ces systèmes circulaires est la suivante : Soit n le nombre des 
racines comprises dans l’un d'eux; ces n racines forment, pour 


les petites valeurs de (x — €), une seule et même fonction synec- 
1 


lique de (x — €)". Par suite, ces n racines sont représentées à la fois 
par les équations 


(1) Géerr, , y=F(t), 


où F (4) est une fonction synectique pour les petites valeurs de £, 
c'est-à-dire développable en série convergente, suivant les puissances 
entières et ascendantes de £. Le cas où des racines y seraient infinies 
ne fait pas exception. La fonction F (4) se compose alors de la somme 
de quelques termes, dans lesquels les exposants de £ sont négatifs, et 
d’une série convergente. 

Soit maintenant b(x,y) une fonction entière. Si l’on prend pour 
x une valeur quelconque et pour y successivement toutes les racines 
de U — o, on obtient la résultante en x des équations ® — 0, U— 0, 
en égalant à zéro le produit de toutes les expressions de D(x, y). 
Soit R(x) — o cette résultante, sous forme entière ; on a 


Pa) R(TY=UPCr 7). 


Si, dans cette identité, on fait æ —£, on devra, dans le second 


membre, mettre successivement pour y tous les développements tels 
1 


que F | C2 —- | Par suite, si £ est une racine de R(x), voici com- 
ment on pourra évaluer l’ordre de muluplicité de cette racine. Sub- 
stituons dans D(x,y) à x et y les expressions (1); ordonnons le 
résultat suivant les puissances ascendantes de {. Soit L le degré de & 
au premier terme. Soient, de même, L/, #”,... les nombres analogues 
obtenus en considérant les autres systèmes circulaires de racines 


répondant à la valeur £ de +. L'ordre de multiplicité de la racine & 


de R (x) est égal à A + + a+... 

Pour faciliter le langage, je dirai que le nombre A est l’ordre de la 
fonction D(x, y) relativement au système circulaire (1). On voit 
que la somme des ordres de la fonction ®, relativement à tous les 
systèmes circulaires de racines y de U(x, y) = 0, qui répondent à 
toutes les valeurs finies de x, est égal à la somme des ordres de 
multiplicité des racines de R(x, y), c'est-à-dire au degré de cette 
résultante. 


392 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


Je vais transformer ce dernier énoncé, en considérant dans l’équa- 
tion (2) une valeur infiniment grande de x. Pour une telle valeur 
de +, les racines y se répartisssent en groupes dont le type est con- 
tenu dans les équations 


(3) æ=tn,  y=F(e), 


dans lesquelles r est un entier positif, et F a la même signification que 
précédemment. Je substitue dans (2) à x et y les expressions (3). 
Soit (— k) le degré de £-au premier terme. Soient (—k'), (— #4"), …, 
les nombres analogues obtenus en opérant de même avec les autres 
expressions analogues à (5). Le degré de R(x) est À + 4! + 47H... 
J’applique ici, comme on le voit, un procédé d'élimination bien 
connu. 

On peut considérer les équations (3) comme cas particulier des 
équations (1). Il suffit pour cela d'admettre que, dans (1), » est un 
entier positif ou négatif. Alors le nombre (— k) est, d’après la défi- 
nition ci-dessus, l’ordre de ® (x,y) relativement au système cir- 
culaire (3). Voici donc l’énoncé que j'obtiens au lieu du pré- 
cédent : 


Taéorime 1. — La somme des ordres d’une fonction entière 
PB(x,y), relativement à tous les systèmes circulaires de racines y 
d’une équation algébrique U(x, y) — 0, correspondant à toutes 
les valeurs finies ou infinies de x, est nulle. 


L'avantage que présente cette forme d’énoncé consiste en ce que la 
proposition peut de la sorte être étendue à des fonctions plus géné- 
rales. Soit, par exemple, une fonction rationnelle, quotient de deux 
fonctions entières, d(x, y), Ü(x, y). L'ordre du quotient relative- 
ment à un système circulaire est égal à la différence des ordres de d 
et de 4. Par suite : 


Taéorkme Il. — La somme des ordres d’une fonction ration- 
nelle de x et y, relativement à tous les systèmes circulaires de 
racines y d'une équation U(x, y) —0, correspondant à toutes 
les valeurs finies ou infinies de x, est nulle. 


Sous une forme plus usitée, mais moins appropriée aux applica- 
uons que J'ai en vue, le théorème IT exprime que le nombre des 
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zéros d’une fonction algébrique quelconque d’une variable est 
égal au nombre de ses infinis. I importe d'observer que Le théo- 
rème II s'applique sans modification à une fonction rationnelle 
de x, y et des dérivées de y. Car, en vertu de équation U(x,y)—=o0, 
ces dérivées s’expriment rationnellement au moyen de x, y. Donc la 
fonction considérée ne diffère pas au fond d’une fonction rationnelle 
de x et y seuls. 


3. Voici une dernière proposition préparatoire, très simple, et qui 
vraisemblablement n'est pas nouvelle : 


Soit D un déterminant composé de la ligne 


DITS CAT UN ETS, + CUIR 


et de n lignes formées avec les dérivées premières, secondes, 
nièmes des termes de la première ligne. On a 


= nin+1) 
pd 


DE 0% É 


& 1 


où l’on a posé 
Q — (Gn— Yo) (Qn1 — o).-.(qg1 — Go) (Gn— 41). - .(ga — Yi). ee Treuil: 


Je laisse au lecteur le soin de démontrer cette proposition, et j'ar- 
rive maintenant au premier de nos problèmes : 7'rouver le nombre 
des points sextactiques d’une courbe algébrique donnée. 


II. 
4. Soit Ü (x, y) = 0 l'équation de la courbe. Soit 


dy ei ” 
16e de MTS 


‘ 





l'équation différentielle des coniques. On a à étudier les points de la 
courbe U, dont les coordonnées satisfont à cette équation différen- 
uelle. Un point sextactique ordinaire sera un point simple, dont les 
coordonnées annuleront f, et tel que les coordonnées d’un point infi- 
niment voisin, pris sur la courbe à distance infiniment petite du pre- 
mier ordre, rendent f infiniment petit du premier ordre. Si l’on 
ajoute, au nombre de ces points, la somme des ordres de f, relative- 
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ment à tous les systèmes circulaires de racines y, pour lesquels cet 
ordre n’est pas égal à l’unité, la somme totale est nulle, en vertu du 
théorème II. On voit donc comment ce théorème conduit à la solu- 
üon de notre problème. 

Je considère d’abord les systèmes circulaires correspondant à une 
valeur infiniment grande de x. Comme il s’agit de l’étude de points 
jouissant d’une propriété projective, Je puis supposer que la courbe U 
n'a à l'infini que des points simples ordinaires, qui ne soient pas des 
points sextactiques. Chacun des systèmes circulaires à considérer se 
compose d’une seule racine, et les équations (3) se réduisent à 


(HA TUE 7=F(t)= A+ B+Ct+...= Am B+ SN 


Soit 8 l’ordre de f relativement à un tel système circulaire. Je cal- 
culerai tout à l'heure ce nombre. Soit mle degré de U. IL y a m sys- 
tèmes circulaires tels que (4). La somme des ordres de f relativement 
à ces systèmes circulaires est mf. 

Si, en un point de U, la tangente est parallèle à l’axe des y, les dé- 
rivées de y sont infinies en ce point. Pour la même raison que tout à 
l'heure, on peut admettre que tous les points analogues sont des 
points à distance finie, simples et non sextactiques. Soient &, n les 
coordonnées de l’un d’eux ; les deux racines y, qui coïncident avec 
pour æ —£, forment le système circulaire 


PAS CRT R 
LV eut, 


F(4) = AL IR IE RSS 


—.. 
Qt 
7 
ho 
t 
PE | 
[ 


1 
= A(x—i)}}+B(r—E)+C(r—Ei) +... 


Soit à l’ordre de f relativement à un tel système circulaire. Je cal- 
culerai tout à l'heure ce nombre. Soit c la classe de U. Il y a € sys- 
tèmes circulaires tels que (5). La somme des ordres de f relativement 
à ces systèmes est C7. 

Je vais calculer maintenant & et &. A cet effet, je forme d’abord la 
quantité f. 


9. La fonction f est le déterminant composé : 1° de la ligne 


(A) SPORE RE OR AE" tn ei 
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2° des cinq lignes obtenues en prenant successivement les dérivées 
par rapport à x des termes de (A). 

Il ne serait pas nécessaire de développer ce déterminant pour 
résoudre le problème ; mais il se présente ici une circonstance analy- 
tique, qui nous échapperait tout d’abord si nous ne commencions 
par faire ce calcul. Je vais donc effectuer le développement. Je re- 
marque d’abord que f se réduit évidemment à 


m” 


ARE) 72)" 
ÉFONCDR ED 
OS A MP 


On pourrait développer les dérivées et faire ensuite les réductions. 
Üne remarque permet d'éviter ce calcul. Conformément à une obser- 
vation que J'ai déjà eu l’occasion de faire (!), on sait d’avance que f 
ne contient ni Z, ny, ni y’. On peut donc supposer que ces trois 
quantités sont nulles. Posant alors | 


(ë) 
(6) QD CE Es 


j'ai pour y le développement 


F = dl? + A+ AL + AsAS+e.., 
et ensuite 
TV = ALI + AT + AA +..., 


F'= ait +20 43Li+...; 


par suite, à un facteur numérique près, f se réduit à 


(44 “a O (42) a O 
= — 7 : 2 ——. , — " 
(7) FEES OC Er À a? — A0 | As Na = G2%, 
As y 2423 CREER 


On voit que f se décompose en deux facteurs, a: et ©. D’après (6), 
a; est à un facteur numérique près la dérivée seconde y”. En égalant à 
zéro ce facteur, on a l'équation caractéristique des points d’inflexion. 
En égalant à zéro le facteur ”, on a l'équation caractéristique des 
points sextactiques. 

Dans tout ce qui suit, J’opérerai sur f et non sur © ; par suite, pour 


(1) Bulletin de la Societé mathématique, t. TI, p. 51. [Œuvres d’Halphen, 
2Pp-1021.] 
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trouver l’ordre de © relativement à un système circulaire, je cher- 
cherai l’ordre de f et celui de &>, et je retrancherai ce dernier du 
précédent. La différence sera l’ordre de & | 

G. Je vais calculer $, c’est-à-dire l’ordre de © relativement au sys- 
tème circulaire (4). On voit donc que 6 est, au signe près, le degré 
de la partie principale de ©, où l’on substitue à y le développement 


G 
PRE IB ER RME: 


, ARS 2 C 
) m à p » I mn € — 
Pour le facteur &: ou y”, la partie principale est æ Elle est, en x, 


du degré — 3 ; en t, du degré 3. Ainsi l’ordre de &:, relativement 
au système circulaire (4), est égal à 3. 

Pour calculer l’ordre de f, j'observe que, par des combinaisons 
linéaires, on amène les divers termes de la ligne (A) (n°5) à avoir 
pour parties principales, à des facteurs constants près, 


l, LP NES TETE 


Par suite, d’après la proposition du n° 3, la partie principale de f 
est du degré — 18 en +, ou du degré 18 en £. Si j en retranche le 
nombre 3, ordre de &>, j'ai, pour l’ordre $ de ©, Ê — 15. 


7. Pour calculer &, je calcule d’abord l’ordre de y” relativement 

2 

er ; k d : : , Die , à s) 

au système circulaire (5). La partie principale de y est du degré me 

relativement à (x —£), ou du degré — 3 relativement à &. L'ordre 

de y” est ainsi égal à — 3. 

Pour calculer l’ordre de f, je ramène par des combinaisons linéaires 

la ligne (À) à se composer de termes dont les pipe principales sont, 
à des facteurs constants près, 


3 5] 


(æ — 6), (æ—£)?, (T6), (x —E)? 


[Ie 


f, (æ —E£}?, 


D'après le n° 3, le degré de la partie principale de f est, en (æ — &), 
; [5 . . s k 
égal à —— Relativement à #, son degré est donc — 15. Par suite, 


l’ordre de © est — 15 + 3 ou — 12. Donc à — — 12. 
i 
Soit S la somme des ordres de o relativement à tous les systèmes 
circulaires qu'il nous reste à envisager. Conformément au théo- 
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rème [I, on a 


(8) S —12C+195mMm = 0. 


S. Soient 


C2 2 07, Vraie F( t) = Agntr LE Bantr+s LE... 


les équations d’un système circulaire pris parmi ceux qu'il nous reste à 
considérer. Pour aucun d’eux, la tangente n’est parallèle à l'axe des y: 
ils répondent d’ailleurs à des valeurs finies de x et de y. Donc les 
nombres », 7,5, ..., sont des entiers non négatifs. Je dis qu’on peut 
supposer que 7° ne soit pas nul, et aussi que & et n soient nuls. Si, en 
effet, rest nul, changeons x en (x +£) ety en (y + n + Ax). Cette 
substitution réalise notre hypothèse; mais la fonction f, ne contenant 
n1 æ, n1 y, ni la dérivée première y’, n'est pas altérée par cette sub- 
sutution. Donc, pour calculer l’ordre de la fonction f relativement à 
un quelconque des systèmes circulaires considérés, on peut supposer 
ce dernier ramené à la forme 


(9) æ'= Ur, y= ALAETCENP BETES A OLA 


où r est positif. En d’autres termes, on peut supposer que l’origine 
des coordonnées et l’axe des x soient l’origine et la tangente du sys- 
tème circulaire. 

Cela étant, je commence par m'occuper de l’ordre de y” relati- 
vement au système circulaire (9). Il est clair que la partie principale 
bec 





; n Ë SUR : 
de y’est, en x, du degré ; par suite, en t{, du degré (7—n). 


Q 


Nous rappelant que, pour la fonction y”, les nombres analogues à £ 
et à & sont 3 et — 3, nous obtenons incidemment, d’après le théo- 
rème Il, la relation 


(10) E(r—n)—3c+3m—o, 


où le signe sommatoire s'étend à tous les systèmes circulaires pour 
lesquels les nombres x et r sont différents. Si l’on remarque que 
chaque point d’inflexion ordinaire (r — 1, r —2) figure pour une 
unité dans cette somme, on voit que cette formule donne le nombre 
des points d’inflexion d’une courbe algébrique quelconque. 


9. Je considère maintenant la quantité f. La première ligne de ce 
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déterminant est 
FAN I ES etre EPS EU, 42 


Je cherche son ordre relativement au système circulaire (9). Je sup- 
pose, en premier lieu, que 7 soit différent de n. Comme 7 esl positif, 
on voit que les parties principales des divers termes de (A) sont toutes 
de degrés différents, savoir 


Par suite, d’après la proposition du n° 3, la partie principale de f 
est en diidesre 
RD NT ES RENE CE SERIE SR 
142 n 7t Il 

Le degré en t ou l’ordre de f relativement au système circulaire est 
donc (4r—n). 

Si l’on n'avait pas effectué le calcul du n° à, ce résultat eût averti 
que y” est en facteur dans f. En effet, si l’on suppose n = 1, r—2, 
on voit que l’ordre de f est l'unité ; donc / s’évanouit en chaque point 
d’inflexion. 

L'ordre de y”, relativement au système circulaire considéré, étant 
(r— n), celui dev est 4r—qn—(r—n)—3r—06Gn. 

Considérant successivement tous les systèmes circulaires pour 
lesquels les nombres » et r sont différents, c’est-à-dire toutes les 
branches de la courbe qui ont avec leurs tangentes des contacts dont 
l’ordre diffère de l'unité; Je pose 


(11) G=2E(3r—6n), ee 1 


ue 


Le nombre G est un élément de la somme désignée précédemment 


par S (n° 7). 


10. J’examine maintenant ce qui est relatif à un système circulaire 
pour lequel les nombres n et r sont égaux, c’est-à-dire défini par 


(12) Dir, Vy=ANERBiIntrs LE... 


Les branches qui composent ce système circulaire ont, avec leur tan- 
sente à l’origine, des contacts du premier ordre. Si le nombre x est 
l'unité, le système circulaire se réduit à une seule branche. 
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Je considère encore la ligne (À) du déterminant f (n° 9). Les par- 
ties principales des divers termes de cette ligne, sauf le terme y, sont 
respectivement des degrés 0, 1, 2, 3, 4. Quant au terme y, sa partie 
principale est du second degré, et disparait dans le déterminant. Pour 
la faire disparaître immédiatement, je fais une combinaison linéaire 
des termes de (A), de telle sorte que la partie principale de cette 
combinaison soit d’un degré différent des nombres 0, 1, 2, 3, 4. 
Soient C cette combinaison 


(13) C=ax+by +cxy + dy?, 


el = le degré de la partie principale de C. On voit alors (n° 3) que le 


degré de la partie principale de f est, en x, ——; par suite, l’ordre 
de f, relativement au système circulaire (12), est (À— 5n). C'est 
aussi l’ordre de ©, car celui du facteur y” est zéro. 

Je considère successivement tous les systèmes circulaires pour 


lesquels le nombre (À — 5 ») n’est pas nul, et je pose 
(14) L—Z(1—5n). 

L’équation (8) devient 
(15) G+L—12c—15m. 


Cette dernière relation contient la solution du problème. Pour s’en 
convaincre, 1l suffit d'examiner la signification du nombre (À—5n), 
quand on suppose » = 1. Dans cette hypothèse, le systéme circu- 
laire (12) se réduit à une branche unique. D'autre part, la quantité C 
étant infiniment petite de l’ordre À quand x est infiniment petit du 
premier ordre, la conique G— © a, avec la branche de courbe, à 
l'origine, un contact d’ordre (À — 1). 

Il est manifeste qu’en général À est égal à 5,etlenombre (À—5n) 
est alors égal à zéro ; mais, si 2. est égal à 6, le nombre (À— 5n) est 
égal à l’unité. Donc chaque point sextactique figure pour une unité 
Dane Sith estiépsal à (0 +h) (h=1,2,...), c'est qu'alors la 
courbe a, en un point, avec une conique un contact d'ordre (4 + h). 
Ce point figure, dans L, pour 2 unités, et compte pour À points sextac- 
tiques. Il suffit donc de calculer directement les éléments (À—5n) 
relatifs aux valeurs de x différentes de l'unité, pour conclure de 
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l'équation (15) le nombre des points sextactiques, les nombres », c, 
G étant supposés connus. 





Les éléments (À—5n), qu'on doit calculer directement, sont 
relatifs uniquement à des points singuliers, et, dans beaucoup de cas, 
ils sont nuls. Il me reste à dire comment on peut les obtenir. Je sup- 
pose qu’on ait reconnu l'existence, sur la courbe considérée, d’un 
système circulaire de x branches (7 >> 1), ayant avec la tangente des 
contacts du premier ordre. Soient alors (12) les équations qui repré- 


sentent ce système circulaire, ou plutôt soit 


(16) J = Ax+ BAINS AE 


le développement commun qui représente ces 7 branches. On sait 
que, dans le développement prolongé suffisamment, on rencontrera 
nécessairement un exposant fractionnaire. Si le premier exposant 


: : a NE e À 
fractionnaire est inférieur à D, 1l est mamifeste que le nombre . 


est égal à cet exposant. Le nombre À est ainsi trouvé pour ce cas, et 
l’on voit que (À — 5 n) est alors un nombre négatif. Si, au contraire, 


ne Ve À 2 
le premier exposant fractionnaire est supérieur à 5, alors = peut être 


égal ou supérieur à 5 et, en aucun cas, ne peut dépasser cet expo- 
sant. Pour reconnaître la valeur de À, on devra calculer directement 
les coefficients de C, de manière que les termes du deuxième au qua- 


# 2 % À , \ . . 
trième ordre disparaissent. Le nombre — estalors égal à l’ordre mini- 


mum des termes qui subsistent. On voit que, dans ce cas, le nombre 
(À — 5n) est nul ou positif. 

Les points appelés communément points de rebroussement de 
deuxième espèce nous offrent l’exemple de ces divers cas. On 
obuent cette singularité en supposant que n soit égal à 2. Soit cb à 
le premier exposant fractionnaire. Il sera inférieur ou supérieur à 9, 
suivant que Æ sera inférieur ou non à 5. Ainsi les rebroussements 


Y=AX +Br+.,., 
y = Az+Br+ Cr+..., 


9 
V= A1 BriLiCrt Dr. 


SUR LE CONTACT DES COURBES PLANES AVEC LES CONIQUES. 4oi 


fournissent au nombre L les éléments — 5. — 3, — 1. 


Au contraire, le rebroussement 


aa 
J=Az+Bzi+Crt+Dzri+ Er? +... 


LL ; LA II 
donne généralement À — 5 » —0. Mais on peut avoir aussi FR 


3} 
S1, par exemple, les coefficients B, GC, D sont nuls à la fois, chacune 
des deux branches du rebroussement a un contact d’ordre . avec la 


parabole y — Az? ; et l'on a À— 5n—1. 


11. Pour fixer complètement les idées à ce sujet, je considère la 
courbe représentée par ce dernier développement, ou plutôt la courbe 
représentée par l'équation en coordonnées triangulaires 


U = 2(y3*— Ax2z3— Dx5ÿ}2— xli— 0, 
Cette courbe possède deux points singuliers : 


MC DomML Ve (s— 0,7 —0), Ence point, la courbe UÜ se com- 
pose d’un système circulaire dont l’ordre de multiplicité est 9. Le 
développement commun aux neuf branches constituant ce système 


z æ\° 
==(2) LA 
4 né 


La tangente est la droite 3 — 0. D’après des principes connus, l’abais- 


circulaire est 


sement que ce point produit dans la classe est égal à 8 = 11. 
2° Le point Z(x —0,y—o). Ce point est un rebroussement : 


a (-0(2)" 


L’abaissement produit dans la classe par ce point est égal à 11; 


[a = 


par suite, le degré m étant égal à r1, la classe c est égale à 
10 XI11—SXII—-11, 


c'est-à-dire C— m—11. 
De plus, le point Ÿ est l’origine du seul système circulaire pour 
lequel les nombres 7 et » soient différents, et l’on a 


T'— 9, F—=II—9— 2. 
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Donc, en premier lieu, la formule (10) montre que la courbe U possède 
sept points d’inflexion. Ce résultat est facile à vérifier directement. 

Le nombre G est ici égal à — 3 x 16, le nombre (12€ — 15 m) 
à —3>x<11. On a donc, d’après (15), 


ST 


L'Æ rs: 


Par suite, d’après les remarques du numéro précédent, la courbe U 
a quinze points sextactiques ; mais, si D est nul, elle n’en a plus que 
quatorze. 


19. Les résultats généraux contenus dans la formule (19) peuvent 
être énoncés de diverses manières. La forme la plus simple s'obtient 
comme il suit. Dans (1), je remets pour G son expression, et jai 


L+3E(r—on)—12c—15m. 


Combinant cette relation avec (10), de manière à éliminer r, et dési- 
gnant Zn par la lettre N, j'obtiens 


tan) L=3(c—2m+N; 
d’où l’énoncé suivant : 


Taéorkme Il. — Soient m, cle degré et la classe d’une courbe U, 
N Le nombre total des branches de cette courbe ayant avec leurs 
tangentes des contacts d'ordre différent de l'unité; soit enfin 
(4 +0) l’ordre du contact d’une branche de U avec sa conique 
osculatrice en un point où cet ordre diffère de 4, et où le contact 
avec la tangente est du premier ordre. On a 


LA 


l—=3(c—2m+N). 


13. Exemples. — Pour une courbe qui n'a aucune singularité 
au point de vue des coordonnées ponctuelles, on trouve ainsi 
m(12 m— 27) pour le nombre des points sextactiques. On conclut 
de là que les potnts sextactiques d’une courbe de degré m et de 


classe c sont sur une courbe de degré (12 m—23),et que les tan- 
gentes de la courbe en ces points touchent une courbe de classe 


(126—23) (1). 


(:) Voir CAYLEY, Philos. Transact,, t. 1551, 1865, p./545/ PAINVIEN CES 
L'Ac.rdes Sc," 18, 1074 tp.0407 
1. 


‘) 
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Pour une courbe n’ayant que des singularités ordinaires, N est le 
nombre des points d’inflexion augmenté du double du nombre des 
points de rebroussement ordinaires. Soit 7 le nombre de ces derniers, 
on en conclut pour le nombre des points sextactiques l'expression 
12C—19n<+07; ou encore l'expression corrélative 12m—15c+ 096, 
& étant le nombre des inflexions. 

En dernier lieu, pour la courbe dont l'équation homogène est 


CAIN 50€; 
p et q élant des entiers posiufs premiers entre eux, on a 
m=c=p+g=N; 


par suile, le nombre des points sextactiques est zéro, résultat qu'il 
était aisé de prévoir. 


III. 


14. En un point quelconque d’une courbe U, on peut généralement 
mener une cubique ayant, en ce point, avec Ü, un contact du huitième 
ordre. Trouver le nombre des points en lesquels l’ordre le plus 
élevé possible du contact entre U et une cubique surpasse 8 ; tel 
est le problème dont je vais maintenant m'occuper. 

Je suivrai ic1 exactement la même marche que pour le problème 
précédent. L’équation différentielle à considérer F — o est celle des 
cubiques dans le plan. Elle est du neuvième ordre, Son premier 
membre F est un déterminant composé en premier lieu de la 


ligne (B) 
(B) RAT 0 Vs UV LV PARENT}, 


et, en second lieu, des neuf lignes obtenues en prenant les dérivées 
successives des termes de (B) jusqu'au neuvième ordre inclusi- 
vement. 

Je considère, comme aux n°% 4, 5, 6, les systèmes circulaires de 
branches infinies et de branches dont les tangentes sont parallèles à 
l’axe des y. Je désigne par S la somme des ordres de F relativement 
aux autres systèmes circulaires. Par un calcul entièrement analogue 
à celui des numéros précités, J'obtiens l’équation suivante, analogue 
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(18) S — 45c + 60m = 0. 


Je vais maintenant m'occuper de calculer S. À cet effet, je considé- 
rerai, pour les mêmes raisons qu’au n° 8, des systèmes circulaires 
réduits à la forme 


(19) sh AE V=—= Atn+rE Btn+r+s Du 


me | 


où 7°, $,... sont, comme », des entiers positifs qui ne peuvent être 
nuls. Le problème actuel étant plus compliqué que le précédent, on 
ne devra pas s'étonner de voir se multiplier les cas qu'il va être 
nécessaire de distinguer. 

Je suppose d’abord r différent de n, c'est-à-dire le système circu- 
laire (19) composé de branches ayant avec la tangente des contacts 
d'ordre différent de l’unité. Dans la question précédente, cette suppo- 
sition donnait lieu à un résultat simple, qui n’exigeait pas la distinction 
de plusieurs cas. Cette simplicité provient de ce qu’alors les coniques 
osculatrices se réduisent à la tangente du système circulaire. Dans la 
question actuelle, les cubiques osculatrices se réduisent aussi à la tan- 


3.4 r 
gente si l’ordre - du contact de chaque branche avec cette tangente 


ne peut être reproduit par une branche de cubique ; mais, dans le 
cas contraire, il existe effectivement une ou plusieurs cubiques oscu- 


: 4 5 . : . r 

latrices. C’est ce qui a heu si le contact exceptionnel = est d'ordre 2 
I NA ne LE à %./ Shi 

ou d'ordre On peut ainsi prévoir d'avance la nécessité de distin- 

guer 101 trois Cas : 


: : I 
1° — différent de 1, de 2 et de . 


2 


Ÿ 48 
Di 21 
n 
r 1 
} 
30 — — — 
n 2 


J'aurai ensuite à examiner ce qui est relatif au cas où les nombres 7: 
et a sont égaux, cas dans lequel sont comprises les branches simples 
ordinaires. 


15. Les parties principales des termes de la ligne (B), en vertu des 
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relations (19), sont, par rapport à æ, des degrés 
r V4 2e 73 1 

M D 02 03) LU ahe ui RE, 212, 349, 1343 <. 
nn nn rt ñn nn 


, Nr ir 
On reconnaîtra que tous ces membres sont différents entre eux si — 
I 


| AR 2 I : 7. 

est différent des trois nombres 1, 2 et -. D'après la proposition du 
2 

n° 3, il en résulte qu’alors le degré en x de la parue principale du 

"4 Le , x 72 n . . 

déterminant F est égal à (ro sé 25) : par suite, l’ordre de F relati- 


vement au système circulaire est égal à (107—:25n). Je pose 


H = E(1or—25n), 


la sommation s'appliquant à tous les systèmes circulaires pour 


VE . x Ï . 
lesquels me diffère des nombres 1, 2, De Le nombre H est un premier 


élément de la somme S. 


. 72 . 
16. Je suppose maintenant 2. Les nombres qui composent la 


ligne (B') sont les suivants : 
(B') SE OR RP RE NOR CT CRE 


Le nombre 3 est répété deux fois. On doit donc, dans le déterminant F, 
remplacer le terme correspondant à l’un de ces nombres, le second 
par exemple, par une combinaison linéaire de ce terme avec les 
autres, de telle sorte que le degré de la partie principale de cette 
combinaison soit différent de tous les autres nombres de la ligne (B”). 


. LE : : 
Soit © ce degré. On trouve alors. pour l’ordre de F relativement au 
en 5 A! 


système circulaire, le nombre (1 —8 n). Ce résultat exige quelques 
observations. 

En premier lieu, supposons n = 1. Le système circulaire envisagé 
se réduit alors à une branche simple ayant une inflexion simple à 
l’origine. On trouvera généralement alors pour u le nombre 8; d’où 
résulte que (u — 8 n)est nul. Ainsi, pour un point d'inflexion, la 
quantité F ne s’évanouit pas. C’est, on se le rappelle, le contraire 
qui se produit à l’égard du déterminant f, considéré dans le problème 


précédent (n° 9). Soil 


D AO PACE de VON PEYRE Ye 


Fe 
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la combinaison des termes de la ligne (B) qu’on a dû faire pour 
obtenir l’ordre 8 à la partie principale. Jobserve que le coefficient 
du dernier terme, £, est entièrement arbitraire, nul si l’on veut, 
puisque y* est du neuvième ordre. On a donc une infinité de cubiques, 
représentées par l'équation GC = o, et formant un faisceau, dont les 
contacts au point considéré avec la courbe sont du septième ordre; 
et 1l est évident qu'il n’existe aucune cubique ayant, en ce point, 
avec la courbe un contact du huitième ordre. 

En déterminant les coefficients «a, b, ..., f de G, de manière à faire 
disparaitre les termes d'ordre 3, 4, ..., 7, 1l peut arriver, dans des 
cas particuliers, que les termes du huitième ordre disparaissent 
aussi. Alors toutes les cubiques du précédent faisceau ont, avec la 
courbe, des contacts du huitième ordre ; mais on peut déterminer g 
de manière à faire disparaître aussi les termes du neuvième ordre. Îl 
existe donc une cubique ayant, avec la courbe, un contact d’ordre égal 
ou supérieur à 9. En outre, la combinaison C, qu'il faut substituer 
à y dans la ligne (B) répond à cette dernière cubique, sans quoi le 
nombre Q serait répété deux fois dans la ligne (B”) transformée ; 
donc, dans ce cas, le nombre (u—8n) est au moins égal à 2. 
Ainsi : 


Taéorëme IV. — En un point d’inflexion simple d'une courbe LU 
l’ordre le plus élevé du contact qu'on puisse établir entre cette 
courbe et une cubique est, en général, égal à 7. Sicetordre 
dépasse le nombre 5, il'est au moins égal à 9. 

Soit 7+w l’ordre de ce contact (n =", un =S Poe 


de F, relatif à ce point de la courbe U, est égal à w. 


Cette dernière conclusion subsiste dans le cas où x diffère de 
l'unité, avec cette modification que l’ordre de F relativement au sys- 
tème circulaire est égal à 2w. Quant au nombre w, il peut être négatif 
ou positif suivant les cas. Si le premier exposant fractionnaire du 
développement de y suivant les puissances ascendantes de x est infé- 


à j TX À SR: : 
rieur à 8, soil 7 CeLexposant: on a W— = — 8, el w est négatif. Sile 


premier exposant fractionnaire est supérieur à 8, w peut être nul ou 
positif, mais toujours au plus égal à cet exposant diminué de 8. En 
résumé, sott (7 +w) l’ordre de contact de la cubique osculatrice 
avec une branche de la courbe Ü en un point où l’ordre du contact 
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de cêtte branche avec sa tangente est égal à 2, toutes les branches 
analogues figurent dans S par l'élément So. 


! 


Ê ; UE PUR I 
17. J’examine maintenant le troisième cas, savoir re Les 


nombres qui composent la ligne (B") sont 1c1 les suivants : 
3 5 D) 

(B") PR ne NN er 
2 £ D) 


Le nombre 3 se trouve répété deux fois. Il correspond, à la dernière 
place, au terme y? de la ligne (B). On remplacera donc le terme y? 
par une combinaison C' : 


C'= ax3+ bx?y +cy?+ dxy?+eyi, 
dont les coefficients seront choisis de manière que le degré de la partie 
. LL LA LE CE F7 € L y 72 
brincipale de C diffère des nombres 3, Z, 4, 2. Soit — le degré de 
re AE me D 


la partie principale de C/. Alors, d’après la proposition du n° 3, on 
trouvera aisément que l’ordre de F relativement au système circu- 
laire considéré est (y — 467r/). Pour calculer le nombre y, on peut 
directement former C/ ou bien encore raisonner comme il suit : 

L'équation C — o est celle d’une cubique ayant un rebroussement 
au point considéré, et dont les branches ont, en ce point, le contact 
de l’ordre le plus élevé possible avec les branches du système circu- 
laire envisagé. Les deux branches de C/ sont représentées à la 
fois par le développement ambigu suivant, qu’on peut déduire de 
= 0: 


3 n 


(20) y=ar? + Par+yat+iri+er? +... 


Les coefficients de ce développement dépendent de quatre arbitraires, 
à savoir les rapports des coefficients de C’. D’autre part, le dévelop- 
pement de y suivant les puissances ascendantes de x, pour la 


0] 
d . 
courbe U, commence par un terme d'ordre =: S'il est de la forme 


3 2 


5 à 
(21) Pr? + ir? + Var? + im Head? +. …., 
on pourra prendre 


Ni ds 
GUEST; DE Êr à bre À E Dt04 
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alors « et les coefficients suivants de (20) seront déterminés. D’après 
des principes connus, si e diffère de e,, on verra aisément que la 
cubique C a alors 107” points d’intersection avec U confondus à 
l’origine. Par suite, le nombre y est égal à 57". C’est aussi ce qu’on 
trouverait en considérant directement C/. On voit d’ailleurs que, 
dans des cas particuliers, le nombre y peut dépasser 5. Il peut aussi 
être inférieur à 5. C’est ce qui arrive si, dans le développement (21), 
1 

il existe un terme dans lequel l’exposant de +* soit fractionnaire et 
inférieur à 7. Alors — est égal au premier de ces exposants fraction- 
naires. 

Considérant tous les systèmes circulaires de branches de la 
courbe Ü, ayant de même avec leurs tangentes des contacts d’ordre . 
Je pose 


= Z(v — 467). 


Le nombre J est l'élément par lequel l'ensemble de ces systèmes Cir- 
culaires figure dans la somme S. 


18. J'ai maintenant à examiner ce qui est relatif aux systèmes cir- 
culaires où les nombres 7° et » sont égaux, c’est-à-dire à ceux dont les 
branches ont avec leurs tangentes à l’origine des contacts du premier 
“ordre. On doit s'attendre à trouver ici une complication plus grande 
que précédemment, puisqu'il s’agit maintenant de branches de 
courbe dont les singularités portent sur des éléments d’ordre plus 
élevé. 

Dans le cas actuel (r — n), les nombres de la ligne (B') sont les 
suivants : 


(Bs) NE PO M VE 2 ss à 
correspondant à 

(B) ID, A, CT, VE LYS LT RSS 
Les nombres 2, 3, 4 sont répétés. Je remplacerai par suite : 


1° Le terme æ?y par la combinaison 


D=ax y +by?+ cxy?+ dy3; 
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2° Le terme xy par la combinaison 
(22) E = a'ai+ b'xy +c'x?y + d'y+e' xzy?+f'y3; 

3° Le terme y par la combinaison 
(23) G=a'x?+ l'as c'y + d'xy +e'a?y + f"y?+ gay? + h'y3. 

On remarquera que D se décompose en deux facteurs y K, savoir : 
(24) K=ar+by+cxy + dy?. 


L’équation K — o représente une conique touchant la courbe U à 
l’origine. L’équation E— o représente une cubique ayant un point 
double à l’origine, et dont une des branches touche U en ce point. 
Enfin l'équation G = o représente une cubique ordinaire touchant la 
courbe U au même point. 

Les degrés des parties principales des termes de (B), qui restent 
inaltérés, sont les nombres 0, 1, 2, 3,4, 5, 6. Le facteur y de D étant 
du second ordre, et D devant être d’un ordre différent des nombres 
4, 5, 6, 1l en résulte que l’ordre de K doit différer des nombres 
2, 9,4 ; par suite K — 0, ou, abréviativement, K est la conique oscu- 
latrice des branches du système circulaire considéré, ou bien l’une 
quelconque des coniques osculatrices, s’il en existe une infinité. La 
considération de la conique K permet de classer les résultats cher- 
chés suivant trois cas, savoir : 


Premier cas. — L'ordre du contact de chaque branche du système 
circulaire avec la conique osculatrice est fractionnaire et quelconque, 
ou bien encore entier et supérieur au nombre 5. 


Deuxième cas. — L'ordre de ce même contact est égal à 5. 
Troisième cas. — L'ordre de ce même contact est égal à 4. 


Tous les cas sont embrassés par là; car l’ordre de ce contact, s’il 
est entier, ne peut être inférieur à 4. Je vais examiner successivement 
ces trois Cas. 


\ 


/ ; À , 
19. Premier cas. — Soit Le 1) l’ordre du contact de K avec 
N / 


une branche du système circulaire considéré. D’après les hypothèses 
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. r . e À . . . 
qui caractérisent le premier cas, — est fractionnaire ; ou, s'il est 
entier, il est supérieur à 6. 


; À : À 
L'ordre de K est + celui de D est 2 + A 
F "4 ” N 
Prenons pour E la combinaison x K ; son ordre sera 1 + = Pre- 


: - ANS à À 
nons enfin pour G la combinaison K elle-même ; son ordre est ms. Les 


. À = À À Pr . , 
trois nombres mule ee na = sont différents entre eux et différents 
7 


des autres nombres de la ligne (B"). En effet, ils sont fractionnaires, 
ou, s'ils sont entiers, le plus petit d’entre eux est supérieur à 6; donc 
dans le cas actuel, les parties principales des termes de la ligne (B) 
ont les degrés suivants, après les combinaisons : 


Il en résulte que l’ordre de F relativement au système circulaire con- 
sidéré est égal à (3 À — 21 x). Pour avoir une expression plus simple, 
je désigne par (6 + a) l’ordre du contact d’une quelconque des 
branches du système circulaire avec K. Alors (3 À 





21A) est égal à 
3na; et l’on peut dire simplement que l'élément du nombre S, 
relatif à toutes les branches analogues, est 3 £a. 

20. Deuxième cas. — L'ordre du contact de K avec chaque 
branche du système circulaire étant égal à 5, la partie principale de K 
est du degré 6 en x; donc celle de D est du degré 8. En prenant 
pour E la combinaison x K, on aura, à la partie principale, le degré 5. 
Il reste à examiner le degré de la partie principale de G, pour qui 
l’on ne peut prendre la combinaison K. Si, dans le développement 
de y suivant les puissances ascendantes de x, il existe des exposants 
fractionnaires, c’est-à-dire si x n’est pas égal à l’unité, le premier 
exposant fractionnaire est supérieur à 6, sans quoi K ne pourrait être 
de l’ordre 6. Si ce premier exposant fractionnaire est inférieur à 9, il 
est manifeste que le degré de la partie principale de G lui sera égal. 


a! & U. ’ Y J A 
Soit alors Ê ce degré ; on trouve pour l’ordre de F, relativement à ce 
système circulaire, le nombre (4—9gn). 


Si le premier exposant fractionnaire est supérieur à 0, l’ordre À 
P P 4 n 


A Né ne. 





SUR LE CONTACT DES COURBES PLANES AVEC LES CONIQUES. 4x1 


de G peut être égal à 9 ou surpasser ce nombre, sans pouvoir surpasser 
le premier exposant fractionnaire. Dans ce cas, comme aussi dans 
celui où » est égal à l’unité, l'expression (u — 97) fournit l’ordre de F. 
Je simplifie cette expression en désignant par (8 + b) l’ordre du 
contact de chaque branche avec la cubique osculatrice. Il en résulte 
que l’ensemble de toutes les branches analogues fournit au nombre S 
l'élément £0. Il ne faut pas perdre de vue que b, s’il est fraction- 


naire, peut être négatif, mais non inférieur à — 1 ; il est nul ou posi- 

uf s'il est entier, comme on le voit d’après les conditions impo- 
, \ H 
sées à —: 
mn 


Par exemple, pour un point sextactique ordinaire, le nombre b est 
généralement égal à zéro; mais il peut arriver qu’en un point 
sextactique le contact d’une courbe avec une cubique puisse s'élever 
au-dessus du huitième ordre. Alors le nombre b est l’excès de l’ordre 
de ce contact sur le nombre 8. 


21. Troisième cas. — L'ordre du contact de K avec chaque 
branche du système circulaire étant égal à 4, la partie principale de K 
est, en x, du degré 5, et celle de D du degré 7. On ne peut plus 
prendre pour E la combinaison x K, dont l’ordre serait égal à 6. Je 
considère donc la combinaison E en elle-même. On peut manmifeste- 
ment y faire disparaitre les termes de degrés entiers jusqu’au septième 
degré inclusivement; donc le degré de la partie principale de E 
est au moins égal à 8, s'il estentier. S'il est fractionnaire, 1l est égal 
à l’unité augmentée du premier exposant fractionnaire figurant dans 
le développement de y. Comme la partie principale de K est du cin- 
quième degré, ce premier exposant fractionnaire surpasse nécessaire- 
ment le nombre 5. L'équation E — o représente, ainsi que je l’ai déjà 
observé, une cubique ayant à l’origine un point double, et une 
branche tangente à la courbe U. L'ordre du contact de la branche de 
cubique avec la branche de courbe U est inférieur de deux unités au 
degré en x de la partie principale de la quantité E. Il sera nécessaire 
de subdiviser le cas actuel en plusieurs autres, suivant l'ordre du con- 
tact de la branche de courbe avec la cubique E, osculatrice au point 
considéré. Désignons par £ l’ordre de ce contact. 


1° fraction naire et inférieur à 7. — Dans le développement de y 
suivant les puissances ascendantes de x, le premier exposant frac- 
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tionnaire est alors (£ + 1). Le terme affecté de cel exposant ne peut 
disparaitre dans G, et, comme ({+ 1) est inférieur à 8, ce nombre 
est précisément le degré en x de la parte principale de G. Il en 
résulte pour l’ordre de F la valeur 2 n (1 — 3), qui est négative. Je 
pose, pour ce cas, 1— 5 — g. L'ensemble des systèmes circulaires 
analogues figure donc dans la somme S par l'élément — 2X9. 


2° entier et inférieur à 5. — J'ai fait observer que l’ordre de E, 
s’il est entier, est au moins égal à 8. D'ailleurs, cet ordre est (i+2); 
donc, si est entier et inférieur à 5, 1l ne peut être que 6. Dans le 
développement de y suivant les puissances ascendantes de +, le pre- 
mier exposant fractionnaire est nécessairement supérieur à 5. S'il est 
en même temps inférieur à 9, l’ordre de G lui est nécessairement égal. 
Dans le cas opposé, l’ordre de G est égal ou supérieur au nombre 9. 
On en tire aisément la conclusion suivante : je désigne par (8 + d) 
l’ordre du contact de la branche de courbe considérée avec sa cubique 
osculatrice G. L'ensemble des branches analogues fournit au nombre S 
l’élément Ed. On ne doit pas perdre de vue que d peut être négauf ; 
il est alors fractionnaire et supérieur à — 2. 


3° £ égal à 7. — Dans ce cas, l’ordre de E est égal à 9. Par suite, 
le premier exposant fractionnaire, dans le développement de y, est 
supérieur à 8. Il en résulte, pour G, l’ordre 8, en général ; de plus, il 
“est impossible que, dans G, le terme du huitième ordre disparaisse 
de lui-même ; car alors les deux cubiques E, G auraient plus de neuf 
points d’intersection réunis à l’origine, ce qui ne se peut. Donc, dans 
ce cas, les degrés des parties principales de K, E, G sont 5, 9, 8. Il 
en résulte pour F l'ordre zéro; donc les branches considérées n’inter- 
viennent pas dans la somme S. 


4° £ supérieur à 7. — Pour la même raison, l’ordre de la parte 
principale de G est égal à 8. Si je pose = 5 +e, j'ai, pour l'élément 
fourni à la somme S par les branches analogues, l’élément Xe. On 
voit que le cas précédent est compris dans ce dernier, où l’on doit 


faire alors e — 0. 


22. Les résultats des numéros précédents, depuis le n° 15, donnent 
en résumé la formule 


(25) H+J+Ew+32a+ b+Ed+Se—922g—/15c -6om. 
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Dans cette formule, chaque point simple en lequel l’ordre du contact 
de la courbe U avec la cubique osculatrice est égal à 9, figure pour 
une unité dans Èd. Dans le cas exceptionnel où ce point est en même 
temps sextactique, 1l ne figure pas dans X4, mais, pour une unité 
également, dans Y6. 

Je modifierai quelque peu la formule (25) comme il suit. Désignant 
provisoirement par T la somme 


= w+3Za+ b+Ed+Ee—22p, 
Je l’écris 


(26) H+J+T = /45c— 6om. 


On a (n° 15 et 17) 
H = Z(107 — 25n), 


SA) J = 2(v— 467"). 


Je reprends la formule (10). Dans X (7 — n), je dois mettre à part ce 
qui est relatif aux systèmes circulaires qui figurent dans J, et aussi ce 
qui est relatif à ceux qui figurent dans Yo. 

A us qui irurent dans J, on a (n°17) n»—2r!; donc la 
partie correspondante dans E(r—n) est — 27. 

Pour ceux qui figurent dans Zw, on a (n° 15) r"—2 n”. La parte 
correspondante dans E (7 — n) est donc Èn". La formule (10) s’écrira 
donc 

E(r—n)—Z2r+En"=3c—3m. 


Multipliant les deux membres de cette dernière par (10) et retran- 
< , : 7 A 

chant de (26), j'obtiens, en vertu de (25), 
T—15E2n+E(v— 367") —15(c—2m)+ion" 


ou 


T+E(v—36r)—=15(c—2m+E2n+En)—5En. 
La somme En + En” + 2%7 est ce que J'ai appelé plus haut (n° 12) 
le nombre N. C'est le nombre total des branches de la courbe qui ont 
avec leurs tangentes des contacts dont les ordres diffèrent de l’unité. 
J'écris donc la dernière formule comme 1l suit, en introduisant le 


nombre N, 
T+HZ(v—67r)=15(c—2m+N)—5>n. 


Enfin, pour dernière transformation, je vais introduire, au lieu du 
nombre y», les ordres des contacts des branches correspondantes avec 
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les cubiques osculatrices, douées, dans ce cas, d’un rebroussement. 
Dans le cas d’un rebroussement ordinaire, l’ordre de ce contact est, 


r , J Lu d 2 « CENT 
en céncral, -, comme on l’a vu (n° 17). Je le désigne d’une manière 
le , DO 
rs. 


LA 
ps 


s D 
générale par ne 6. On a alors 


= 10 + 20; 


et l’expression E(y— 67’) devient È27"6+YE 47". J'écris le même 
nombre plus simplement 30 + 2Yn»". Posant enfin 


Dit == NE Sie 


CE) 


] ai la formule suivante 
TA S0 = re 2m EN) NN 
que J'énonce comme 1l suit : 


Taéoriue V. — Soient m, c le degré et la classe d’une courbe U, 
et N le nombre total des branches de cette courbe ayant avec leurs 
tangentes des contacts d'ordre différent de l’unité ; distinguons, 
en outre, sur la courbe Ü, les particularités suivantes, savoir : 


1° Les branches ayant avec leurs tangentes des contacts 


d'ordre - (elles figurent déjà dans N). Soit N' leur nombre; soit 


. (] 5 à r 2 
aussi, pour l’une d'elles, (2 _- 5) l’ordre le plus élevé du contact 


qu'on puisse établir entre cette branche et une branche de cubique 
(à rebroussement). 

2° Les branches ayant avec leurs tangentes des “contacts 
d'ordre 2 (elles figurent également dans N). Soit N° leur nombre; 
soit ausst, pour l’une d'elles, (5 + vw) l’ordre le plus élevé du con- 
tact qu'on puisse établir entre cette branche et une cubique (à 
inflexion). 

3° Les branches ayant avec leurs tangentes des contacts du 
premier ordre, et avec leurs coniques osculatrices des contacts 
dont les ordres soient ou fractionnaires et d’ailleurs quelconques, 
ou entiers et supérieurs à 5. Soit, pour l’une d'elles, (6+a) 
l’ordre de ce contact. 


4 Les branches ayant avec leurs coniques osculatrices des con- 


ST 
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tacts du cinquième ordre. Soit, pour l’une d’elles, (8 + b) l’ordre 
de son contact avec la cubique osculatrice. 

0° Les branches ayant avec leurs coniques osculatrices des con- 
Lacts du quatrième ordre, une quelconque d’entre elles ayant, en 
outre, au méme point, un contact du sixième ordre avec une 
branche d’une cubique dont ce point est un point double. Soit, 
pour l’une d'elles, (8 + d) l’ordre de son contact avec la cubique 
osculatrice. 

6° Les branches ayant avec leurs coniques osculatrices des con- 
tacts du quatrième ordre, une quelconque d’entre elles ayant, en 
outre, au méme point, un contact d'ordre fractionnaire et infé- 
rieur à 5 avec une branche d’une cubique dont ce point est un 
point double. Soit (5 — g) l’ordre de ce contact. | 

7° Les branches ayant avec leurs coniques osculatrices des con- 
tacts du quatrième ordre, une quelconque d’entre elles ayant, en 
outre, au même point, un contact d'ordre égal ou supérieur à 7 
avec une branche d’une cubique. dont ce point est un point double. 
Soit(s+e) l’ordre de ce contact. 


On a, entre tous ces nombres, la relation 


26+Ew+3SEa+Eb+Ed+ e—9>g 


—=15(c—2m+N)—2N'— 5N7. 


(28) 


23. La relation (28) et le théorème V sont assurément bien com- 
pliqués; mais ils ne me semblent guère susceptibles d’être simplifiés 
sans restreindre la généralité. On remarquera que c’est uniquement 
parmi les particularités 4° et 5° que se trouvent les points en lesquels le 
contact entre la courbe et une cubique ordinaire s’élève au-dessus du 
huitième ordre. L'existence de la particularité 4° exige une condition, 
tandis qu’au contraire la particularité 5° existe, en général, sur toute 
courbe donnée. 

Je me contenterai d'appliquer la formule (28) aux exemples du 
n° 13. Pour une courbe qui n’a aucune singularité au point de vue 
des coordonnées ponctuelles, tous les termes du premier membre 
de (28) sont nuls, sauf le terme È, qui est le nombre des points en 
lesquels le contact de la courbe avec une cubique est du neuvième 
ordre. Dans le second membre, N' est nul. Les nombres N et N” 
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coïncident. C’est le nombre des points d'inflexion. On a ainsi : 


Ed—15m(3m—7). 


Pour une courbe qui n’a que des singularités ordinaires, et qui, en 
outre, en ses points d’inflexion et de rebroussement, n’a pas de con- 
tact exceptionnel avec une cubique, on a 


Ed=15(c—2m+i+or)— 4r— bi, 
& étant le nombre des inflexions et 7 celui des rebroussements. Ces 
deux nombres sont liés d’ailleurs par la relation 
t—r —3(c—m). 
En dernier lieu, soit la courbe dont l’équation homogène est 
CPV A EP, 
p et g étant des entiers positifs, premiers entre eux. On doit ici sup- 


poser, en outre, p + q différent de 3. Les nombres N'et N’ sont nuls. 
Le second membre et, par suite, Èd se réduisent à zéro. 


THÉORÈME CONCERNANT LES SURFACES 


DONT LES 


RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX SONT LIÉS PAR UNE RELATION. 


Bulletin de la Société mathématique, 1. IV, 1875-1876, p. 94. 


Les surfaces dont les rayons de courbure principaux, en chaque 
point, sont liés par une relation, satisfont à une équation aux dérivées 
partielles du troisième ordre, indépendante de cette relation. Le 
théorème que je désire démontrer ici consiste en une interprétation 
géométrique très simple de cette équation. On obtient ce théorème 
en substituant aux éléments du troisième ordre de la surface consi- 
dérée leurs expressions en fonction des éléments du second ordre de 
la surface lieu des centres de courbure principaux de la première. 
Pour faire cette substitution, je me servirai de divers résultats que 
j'ai obtenus dans une Note Sur un point de la théorie des surfaces 
(Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 25 janvier 1855) (!). 

Soit (M) une surface. Je considère un point M de cette surface 
et les deux rayons de courbure principaux À, L en ce point. Soient 


Al re 
a(+) LA Ur LB dy, 4(5) Cd» +Ddy 


les différentielles totales des inverses de ces rayons de courbure. 
L’équation aux dérivées partielles, qui exprime que A et L sont liées 
par une relation, peut s’écrire 


(1) AD — BC = o. 


(1) [Œuvres d’Halphen, t. I, p. 353.] 
H. 27 
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Pour employer les mêmes notations que dans ma Note précitée, Je 
désigne par x et m les deux centres de courbure principaux de (M) 
au point M. La surface des centres de courbure principaux étant 
appelée abréviativement la développée, à et m sont les points assoctés 
de cette développée qui correspondent à M. Je désigne par 01, ps et 
par 7, r, les rayons de courbure principaux de la développée en y 
et m, et enfin par + et { les courbures des sections normales faites 
dans la développée en et en m par les plans des sections principales 
de (M) dont les rayons de courbure sont respectivement A et L. 
Avec ces notations, eten prenant pour axes la normale et les tangentes 
principales de (M) en M, j'ai, suivant la Note précitée, les formules 








suivantes : 
2 A NTONE 
(2) A= Be c=-cee D= 
Ces expressions portées dans (1) donnent 
és) l'iloPipe=(L— A). 
Ainsi : 
Taéorkme. — Soit (M) une surface dont les rayons de courbure 


principaux en chaque point sont liés par une relation ; soient 
m, L les centres de courbure principaux relatifs à un même point 
de (M). Le produit des quatre rayons de courbure principaux de la 
surface lieu des points m, u en deux points associés est constam- 
ment égal à la quatrième puissance de la distance de ces points. 


Telle est la proposition que j'avais en vue d'établir. Elle devient 
illusoire pour deux cas particuliers : les cas où (M) est une surface 
de révolution ou une surface développable. Voici maintenant une 
remarque. Dans la Note déjà citée, j'ai indiqué, pour une surface du 
second degré, les relations 


À L 
Papa=— 3(L—A}—, rira=—3(A—L}e 


"| À 


On en conclut 





(4) rileQipa= 9(L—A). 


Les équations (3) et (4) sont incompatibles. On en conclut que, 
parmi les surfaces du second degré, les cylindres, les cônes et les 
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surfaces de révolution sont les seules dont les rayons de courbure 
principaux en chaque point soient liés par une relation. On sait aussi 
qu'il existe, en général, sur une surface quelconque, des points en 
lesquels cette surface a un contact du troisième ordre avec chaque sur- 
face du second degré d’un certain faisceau. Par suite, si les rayons 
de courbure principaux en chaque point de la surface considérée sont 
liés par une relation, ce faisceau se compose de cylindres, de cônes 
ou de surfaces de révolution. 

Toute équation aux dérivées partielles peut être considérée à deux 
points de vue : comme définissant une famille de surfaces ou comme 
définissant un lieu de points sur une surface. À ce second point de 
vue, l'équation (1) définit, sur une surface quelconque, un lieu de 
points dont on peut demander la propriété géométrique commune. Je 
vais l'indiquer succinctement, 

En chaque point d’une surface, il existe une direction dans laquelle 
une des courbures principales est stationnaire, et une seconde direc- 
tion dans laquelle l’autre courbure principale est également station- 
naire. En tout point pour lequel la relation (1) est satisfaite, ces deux 
directions coïncident. J’ajoute qu'aux points correspondants sur la 
développée, la relation (3) a également lieu, et enfin que ce lieu de 
points n’existe pas sur les surfaces du second degré. 


SUR UNE SÉRIE 


DE 


COURBES ANALOGUES AUX DÉVELOPPÉES. 


Journal de Mathématiques, t. I, 1876, p. 87. 


L'étude des fonctions abéliennes et des théories géométriques qui 
s’y rattachent a fait accorder une attention parüiculière aux transfor- 
mations uniformes. On entend par là les transformations qui 
changent une courbe algébrique en une autre lui correspondant point 
par point. Il en est qui jouissent d’une propriété spéciale et impor- 
tante : elles conduisent d’une courbe ayant des singularités quel- 
conques à une transformée qui ne possède que des singularités ordi- 

"naires (!). L'objet de ce Mémoire est l’étude d’une transformation 
uniforme particulière, de définition géométrique, jouissant de cette 
propriété. 

Soit S une courbe plane et algébrique qu’il s’agit de transformer. 
Je prends une conique arbitraire, dans le même plan. Je considère un 
point de S, la tangente en ce point, et enfin la polaire du même point 
relativement à la conique. L’intersection de cette tangente et de cette 
polaire engendre une courbe S', qui est une transformée de S et lui 
correspond point par point. Par la même construction, on déduit de S! 
une nouvelle transformée S?, et ainsi de suite. Une courbe quel- 
conque S' de cette série correspond point par point à la courbe imi- 
uale S. Je prouverai dans ce Mémoire que, quelle que soit la courbe S, 
il existe toujours un nombre fini et déterminé, tel que toutes les trans- 


(1) Voir, à ce sujet, deux Notes, l’une de M. Nôther ( Gætt. Nachr., 1871), l’autre 
de l’auteur du présent Mémoire (C. R. de l’Acad. des Sc., t. 80, 1875, p. 638). 
[Œuvres d’Halphen, t. I, p. 558.] 
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formées Si, de rang supérieur à ce nombre, ne possèdent que des sin- 
gularités ordinaires. Aïnsi la transformation géométrique très simple, 
par laquelle on passe de S à S', répétée un nombre fini de fois, 
constitue une transformation uniforme jouissant de la propriété 
demandée. 

La courbe S' a déjà été considérée à d’autres points de vue, notam- 
ment par M. Laguerre. Au lieu de la figure formée par Set S!, qu’on 
envisage une figure corrélative Ë, X!. La courbe X!' comprend, comme 
cas particulier, la développée de X. Par là, l’étude des courbes Si 
se rattache à celle des développées successives d’une même courbe. 
J'ai eu déjà, dans un Mémoire sur les points singuliers (1), 
l’occasion de m'occuper de ces développées, et J’aiobtenu le théorème 
suivant : À partir d’un certain rang, les degrés et les classes des 
développées successives d’une courbe algébrique quelconque 
forment deux progressions arithmétiques de méme raison. On 
verra, dans le Mémoire actuel, que les courbes S° jouissent de pro- 
priétés analogues. 

Ce travail se rattache encore au Mémoire précité, en ce que je m’y 
appuie sur plusieurs propriétés des points singuliers. Dans le para- 
graphe I, je rappelle ces propriétés, et je donne quelques formules 
nécessaires pour la suite. Ces formules sont utiles dans un grand 
nombre de questions analogues. 

Dans le paragraphe IT, j'’étudie les points singuliers des courbes Si, 
et Je parviens au théorème principal, consistant en ce que ces courbes 
n'ont que des singularités ordinaires, pourvu que leur indice soit 
supérieur à une certaine limite. 

Dans le paragraphe III, je détermine les degrés et les classes des 
courbes Si: j'obtiens incidemment plusieurs résultats déjà connus, 
entre autres la formule qui donne explicitement le genre d’une courbe 
quelconque (?). Je trouve enfin une loi uniforme à laquelle les degrés 
et les classes des courbes St obéissent toujours, quelle que soit la 
courbe initiale, pourvu que lindice £ soit supérieur à la limite 
ci-dessus. 

Enfin, dans le paragraphe IV, j'étudie les modifications que 





(:) Ce Mémoire sera inséré au /ecueil des savants étrangers (Voir Comptes 
rendus, t. 80, 1895, p. 97). [Œuvres d’Halphen, t. I, p. 208.] 

(2?) Voir C. R. de l’Acad. des Sc.,t. 78, 1874, p. 1833. [ Œuvres d’Halphen, 
PAIN 0 12. | 
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subissent les résultats précédents dans un cas particulier. J’en déduis, 
en le précisant et le complétant, le théorème rappelé plus haut, et qui 
concerne les développées. 


1. Les considérations qui vont suivre ont pour point de départ une 
proposition relative aux fonctions algébriques, qu'on peut énoncer 


ainsi : 


Soit y une fonction algébrique de x, et dont n valeurs s’éva- 
nouissent avec x : 1° pour une valeur infiniment petite de x, 
n valeurs de y sont infiniment petites; 2° ces n valeurs de y se 
répartissent en groupes tels que, st Q est le nombre de ces valeurs 
contenues dans un quelconque de ces groupes, ces Q valeurs de y 

1 


forment une seule et même fonction uniforme de x° (1). 


Ainsi s’introduit au sujet, soit des valeurs critiques des fonctions, 
soit des points singuliers des courbes algébriques, la considération de 
fonctions uniformes d’une puissance fractionnaire de la variable. C’est 
sur de telles fonctions que j'ai à donner ici quelques détails, en 
admettant comme connue la proposition ci-dessus. 

1 


Soit donc y une fonction uniforme de x®, s’évanouissant avec x. 
Pour de petites valeurs de x, y est développable en série suivant les 
1 


puissances entières et positives de 3%, c'est-à-dire suivant des puis- 


sances ascendantes et fractionnaires de x. Soit 5 l’exposant de x dans 


le premier terme de la série, cet exposant étant réduit à sa plus simple 
expression : p et g sont deux entiers positifs, premiers entre eux, 
et qui peuvent être égaux à l'unité. En outre, g est un diviseur de Q. 
Je considère maintenant parmi les exposants suivants le premier de 
ceux qui, réduits à leur plus simple expression, n’aient pas pour déno- 
minateurs g ou des diviseurs de g. Soit m, cet exposant; je le mets 


sous la forme 
P1 k 
VAE 





m= + 





(1) Puiseux, Mémoire sur les fonctions algébriques (Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, :°° série, t. XV, 1850, p. 365). 
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où p, et 7, sont des entiers positifs, premiersentre eux, et dont le 
second ne peut être l’unité. En outre gg, est un diviseur de Q, car ggi 


À ’ / : on HET , 
est le plus petit dénominateur commun à et m,.Je considère ensuite, 


\ 


parmi les exposants suivants, le premier de ceux qui, réduits à leur 
plus simple expression, n’aient pas pour dénominateurs gg, ou des 
diviseurs de gg,. Soit m, cet exposant ; je le mets sous la forme 


A LR Pr 
210 QE DEN 


Où P2 et g» sont des entiers positifs, premiers entre eux, et dont le 
second ne peut être l’umité. En outre, gg, q2 est un diviseur de Q. En 
poursuivant de la sorte, je distingue une suite d’exposants de la 
forme 
2 le 
FT ADN TP : 


Mk = — + 


g O1 dia * QYig2...qu 





où p4 et gx sont deux entiers positifs, premiers entre eux, le second 

ne pouvant être l'unité ; et, en outre, gg19»...qx est toujours un 

diviseur de Q. Pour cette raison, Le nombre de ces exposants est limité. 

Soit m; le dernier d’entre eux. Les exposants de tous les termes sui- 

vants ont pour dénominateurs des diviseurs de gqi1g2..:qs—=Q". 
1 


Ainsi la série considérée est une fonction uniforme de x®. On peut 
donc supposer Q—Q". Les exposants m,,m2,...,m, jouent, dans 
beaucoup de questions, un rôle prépondérant. Souvent même ce sont 
les seuls éléments qu’on ait besoin de connaître relativement à la 
fonction y. Pour cette raison, j'emploie la notation suivante, qui m'a 
paru d’un usage commode. Par la relation 


PAT SRE Ps 
I =, —, —, y — æ), 
qu de FE g2 #11 


Jindique que les exposants caractéristiques mi, Mo,..., ms, du 
développement de y suivant les puissances croissantes de x, sont 
formés au moyen des deux séries de nombres mortel AA 
4] ? , 5) y ? 
d’après la règle 
2 # 
M}; — À PEUT ANNEE AR La +... + JAN 5 SN 
q gq1 qq192 qi2.-.qk 


Outre les exposants caractéristiques, on a parfois besoin de consi- 


424 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


dérer aussi les coefficients correspondants. J’indique alors ces coeffi- 
cients caractéristiques en écrivant 


(2) 7 = [Ce 2 Can) 24 (a) 28, 2e Cas) 2e TC): 
cette notation signifie que le terme d’exposant mx est ax x". 

Si deux fonctions y et z de la variable x sont représentées par deux 
développements dont les exposants caractéristiques soient respective- 
ment les mêmes, ainsi que les coefficients correspondants, je l’exprime 
abréviativement en écrivant y =: 


2. Voici quelques formules relatives au calcul de l’algorithme (2), 
et dont 1l sera fait usage dans le cours de ce Mémoire. Je les donne 
sans démonstration ; le lecteur y suppléera sans difficulté. Ces for- 
mules sont relatives, les unes à une seule fonction, les autres à deux 
fonctions d’une même variable. Plusieurs d’entre elles sont susceptibles 
de généralisation ; 1l est entendu que je ne les donne ici que pour les 
cas dont j'ai besoin actuellement. 

Soit y, représenté par la formule (2); on en déduit 


(3) ne ce =|(£e)2, CICR CCR » (Ms a ) 2 |, 


ME ; 
(4) AU jai à q Cor 5 (man- a) 21 ; (mam—1a;)2?, ….) (marmrtia;) 22) (æ), 
1 q g1 q2 gs 


1 





(A1) 0 =l+ y, 

(6) = [2 c)2s 2, (9 TG, 

avec les relations suivantes entre les coefficients a, ... et b,...: 
pab Se 

gi LOP—= ES à Fe — 

(5) CHOP=TS ra CT a (A = RE 


formule où l’on a posé 


71 gig2 gig2...qk 


Les formules suivantes sont relatives à deux fonctions, y et 3. La 
fonction y est toujours représentée par la formule (2) ; la fonction 3 
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est représentée par 





(9) s= | (2 (a) 2 (a), 0 (a) 2 | (e) 


Il s’agit de mettre sous une forme analogue la somme, le produit et 


le quotient des deux fonctions ; Je ne considère 1c1 que des cas parti- 
culiers : 


2811 on à 
T>pP; T12 Pi; T22 Po) OEACEE Ts2 Ps; 


il en résulte 
ë Min. 
AS L ON à 
T =D, rs 1 A T3 — 9; CEE Ts —= Ps; 


il en résulte 


. =— 2 5 1 P? CE : Pa Ps 
(11) y+z=|[(e+À, RE GE ; Er Jce 


sous la condition 


A+ Ar2 0 ROSE ES PC PACS à 
Sion. 
T1 > P1) T22 Pa; T3 P3) ..) Ts2 Ps; 
il en résulte 
ML 
(12) æ Ty3=ay, 
Tr 
FÉ a, 
1251 /lona 
T1 — Di; To — Po; T3 — Da) ……) Rs —= Ps; 
il en résulte 
p p p P 
7 1 2 S 
CAE 7 yz— Lee) Ls (a+ am) Pt, GES TER me c….) (As4+ As) Pe|(a, 


sous la condition 
AA + AA O CRETE S) 
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On a, en outre, pour le quotient des deux fonctions, 


À : y P P1 P2 Ps 
; 2 TE AVES == — 9 DL — 2) —9 ss. AS ème 2 
(15) ax = — [te 1) ; (&11— ax) ns (A34— & @>) . > (4s4— aus) 5 [OI 


pa 2 S 


sous la condition 
Aka — aAS O0 CON EN 


Les formules suivantes se rapportent au problème de l’élimination 
de x entre les équations (2) el (9), de manière à obtenir une relation 
entre y et 3. Je ne considère que des cas particuliers. 

1° Si l'on a 

Ti Pts To Po, runs Ts£ D, 
il en résulte 


T9 


LEE (aa 5 PAG Es (aa re » (asa Pr (M) 
avec 
2 TL Je 


+ + + ee ——————— 
P Pgi Pg:g2 PY1i92.:..4k 


#16 T1 





CAM AUREESSS 


2° Le cas où l’on a 
The 1e To 2 Po, D va Ts2 Ps 


.se traitera aisément par l’emploi de la formule (16), en intervertis- 
sant les deux variables y et z. 
D'OSTRNTIO 
T1 — P1; T2 — Pa; …, fes 
il en résulte 


T 

MIS P1 P2 Ps | 
7 4= ( p), A1), (A2) 25000 CASIO 
(7) | (a D? (A1) ËE (As) 2 (As) Pa |) 


formule dans laquelle on à posé 


{1 
(18) Ve Ta (Paak— 144) (AE TS 2 000 





L’exactitude de la formule (1 7) est d’ailleurs subordonnée à la condi- 
ton 


Fr 


PAIr — Taak2 0. 


. =. nl 


Enfin, si l’on considère une autre fonction w, qui ne diffère de y 
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que par une fonction uniforme de +, commençant par un terme du 
premier degré 


et qu'on ait 


il en résulte 


T ee re Las 
Ê 7 n f IE —{; La 2 = Le: .. — ls Fe 
(19) (ue ; (æic a (ac bn > (SC )E [cu 


3. Au point de vue algébrique, quand on considère la fonction y 
de la variable x comme une racine d’une équation algébrique dont les 
coefficients sont rationnels en +, un développement, tel que celui qui 
est représenté par la relation (2), s’applique à un groupe de racines. 
Un tel groupe est désigné habituellement sous le nom de système 
circulaire. 

Au point de vue géométrique, quand on considère æ et y comme 
les coordonnées rectilignes d’un point d’une courbe, un développe- 
ment, tel que celui qu’on vient d'envisager, s'applique à un groupe de 


branches de la courbe. Sile premier exposant L est supérieur à l'unité 
q 





ces branches ont pour tangente commune, à l’origine, la droite y —0, 
et ont toutes avec cette droite des contacts d’ordre Le nombre 


de ces branches est gg: g2...q;—=Q. Ge groupe de branches peut être 
appelé, comme je l’ai déjà fait en d’autres occasions, système circu- 
laire de branches. Le nombre Q est l’ordre de multiplicité de ce 
système circulaire. On peut aussi, comme le fait M. Cayley, employer 
le nom de branche superlinéaire, en remplaçant cette désignation 
par celle de branche linéaire pour le cas où Q est l'unité. Le point 
aux environs duquel le développement (2) est applicable, et qui est 
ici l’origine des coordonnées, sera dit l’origine du système circulaire. 
On démontre aisément que les nombres caractéristiques de (2) restent 
les mêmes si l’on change l’axe des y. Ils seront dits les nombres 
caractéristiques du système circulaire de branches. 


Si le premier exposant z est inférieur à l’unité, l'équation 


LAON ENOU 
(20) Y = 2, PR) Ps | (a) 


428 OEUVRES DE G.-H, HALPHEN. 


représente des branches dont la tangente est l’axe des y. J'applique la 
formule (6), et j'ai 


# 1 $s 
(21) o=[2,2,.., 26 
Parti Ts 
L’équation (20), donnant lieu à (21), où T est supérieur à l’unité, 
i P 
représente elle-même un système circulaire de pq g2...qs branches, 
poire ? S 
dont les nombres caractéristiques sont He 7 ..) 
f s 


Enfin 1l reste à examiner le cas où £ est égal à l’unité, c’est-à-dire 
e 


p=qg—=1. Soit a le coefficient du premier terme du développe- 
ment (20), et changeons de variable en posant 


| 4 


SAT —= Ty. 


Le développement de y suivant les puissances ascendantes de x 
commence par un terme de degré supérieur à l’unité. Pour connaître 
ce terme, il faudrait connaître dans (20) le second terme effectif. 

D'une manière générale, on voit qu'il peut se présenter deux cas : 


Au second terme du développement (20) l’exposant de x est 
entier. Soit n+1 cet entier; on aura alors, pour le développement 
de y’, la forme 


[enr Pi ngs ps, Ps 
(@2) si =| ) qi ? Di. , Pa |. 


Il est clair d’ailleurs que l’entier n» est nécessairement inférieur à Le 


g1 
par suite, ce cas ne peut se présenter si 5 est inférieur à l’unité. 
1 


Au second terme du développement (20), l’exposant de x est 


fractionnaire. Cet exposant est alors 1 Re et l’on a 


gi 

a | 1 Pi+ g1 P2 Ps 
23) = VO À 
en | F | Gi 92 » Fe] Ce) 


Les équations (22) et (23) représentent toutes deux des systèmes 
circulaires de branches, dont l’ordre de multiplicité est le même, à 


Savoir Q = g3 Yo... Qs. 
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IL. 


4. Soient S—o et C—o les équations d’une courbe S et d’une 
conique GC. Soit m un point de S. On considère la polaire de rm rela- 
uivement à C, et l'intersection mn, de cette polaire et de la tangente 
à S en m. Le point m, engendre une transformée S(1) de S, dont 
l'étude fait l’objet de ce Mémoire. 

Je cherche les expressions des coordonnées du point »,. J’emploie 
des coordonnées homogènes x, y, 3, les minuscules désignant les 
coordonnées de m, et les majuscules, les coordonnées courantes. En 
figurant les dérivées partielles par des indices, suivant l’usage, j'ai, 
pour les équations de la polaire de m et de la tangente en m àS, 


ARE AS CAGE 
XS,; —+ YSo + LS = O, 


en sorte que les coordonnées de m,, intersection de ces deux droites, 
sont proportionnelles aux déterminants du tableau 





| Ci CG CG; 
(1) AE 
S: De S 3 
À cause de 
SiT +S92Y +23 —=0, 


S1 dr + S2 dy + S3 ds = 0, 
S;, So, S3 sont proportionnels aux déterminants du tableau 


) NAS Et - | 


dx dy dz 





En observant, en outre, qu'on a 


Ci + Cry +O33 —20, 
C1 dx + C2 dy + C3 ds = dG, 


on peut transformer les déterminants (1) comme il suit. On a 


dG"20G 


F5 dc DURS 


À 


CG: Co 
(3) ts. 


Si Se 














ZT 1: | C: Co 
S1 S2 





dr vaiy 


où À désigne le rapport commun de S;, S, S3 aux déterminants (2). 
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Je dis qu’il résulte de là, pour les coordonnées de m,, 


raG—2G dr 


Li — PT SAC ASE 
4 | y dû — 20 dy 
(4) IE dE ; 
NL sd —-20aAs 
48 "À Le 


En effet, d’après (3), ces coordonnées sont proportionnelles aux 
seconds membres de (3). Pour qu’elles leur soient égales, il suffit donc 
que ces seconds membres satisfassent à la relation linéaire qui he les 
coordonnées homogènes æ, y, 3 : c’est ce qu’il est très aisé de 
vérifier. 

Je transforme les numérateurs des seconds membres (4) en pre- 


: ! | æ : Fa 
nant pour variable indépendante =, que je désigne par £, et en 


La 
4) 





remplaçant, en même temps, Ë par n. Posant 
(5) T1 dG V1 dC ÿ Z] dG 
? ace lo ET in, Tati 
z3 dé 33 d' 23 de 
(6) 20—= ax + a y?+ a"3?+ 2byz+2b'zx + 20"xy, 


on obtient aisément, en dénotant les dérivées par des accents, 


cam (a+ VE + bn) +B(G+ Ex an) (à) | 
(7) { 254 4 [à J A à p] ! e HS n à 

b=—(a + b'E+bi)r— E(b'+ at + b'r) ë , 

(y= b'+at+bn + (b+8'E+amne 


. Je vais faire usage des équations (5) de la manière suivante : 


Je considérerai un système circulaire (S) de branches de la courbe S 
et J'étudierai le système circulaire (S'), qui lui correspond sur la 
transformée S'. À cet effet, je prendrai pour côté y =o et pour som- 
met yÿ—0,æx—0o du triangle de référence, la tangente et l’origine 
de (S). Le système circulaire (S) sera alors représenté par un déve- 
loppement tel que celui qui a été considéré plus haut (SI, n° 1); ce 
développement sera celui de n suivant les puissances de &. Je dispo- 
serai des autres indéterminées du triangle de référence de manière à 
simplifier les calculs. Pour cette raison, si la droite y=o n'est pas 


SUR UNE SÉRIE DE COURBES ANALOGUES AUX DÉVELOPPÉES. 431 


tangente à la conique de transformation C, et si, en outre, le point 
Y=0,æ—0 n’est pas sur cette conique, je prendrai pour triangle de 
référence le triangle conjugué relativement à C, qui est déterminé 
par les données précédentes. De cette facon l’origine du système cir- 
culaire (S!) est au sommet y—0, 3—0. Pour étudier ce système 
circulaire, on aura donc à considérer le développement d’un des 


rapports de L suivant les puissances ascendantes de l’autre. À cet effet, 


au moyen des formules (+), on calculera, suivant les formules données 
plus haut ($ I, n° 2), et au moyen du développement de n, les termes 


caractéristiques des développements de Ê et ï, suivant les puissances 


a . x = . 
de £ ; puis, au moyen de l’une de ces formules, on en déduira les 
termes caractéristiques du développement cherché. 


Dans les cas où le triangle de référence, assujetti aux premières 
conditions, ne peut être conjugué relativement à C, je Le déterminerai 
de telle sorte que les calculs soient analogues. Je vais d’abord traiter 
le cas précédent. 


9. Le triangle de référence étant conjugué relativement à la 
conique GC, les coefficients D, D’, D” sont nuls. Les formules (3) se 
réduisent à 


4 
") 
Li +arn(2) : 
S 
8 { 15 
( ) B=__ an — at3 :) + 
| 2 
x ie, 
Vin a Ë éTe 


LLNRNIE UNS 2 Ps! P 
(9) (Li, Le, Loi 
RARE T3 gs 7 

Pour calculer les termes caractéristiques des développements de 
a, B, y, suivant les puissances ascendantes de £, on aura à appliquer 
quelques-unes des formules du n° 2. On en déduira les développe- 
ments des rapports $ et y à «, et l’on obtiendra les résultats suivants : 


mn (29 Pi, P2 De (E 
(10) a q ? qi” q2° ? Gs (6); 
P u s 

: a 1 9 2er CON DU LE Ps\,» 

UE ountlienr + A, —, — , ..., — lc 

‘a x a sr ( q ”q g2 7.) 
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Dans les formules (0), (10) et(11)je n’ai fait figurer que les nombres 
caractéristiques, en omettant les coefficients. On remarquera en effet, 
en effectuant les calculs, que, dans le cas actuel, il est inutile de con- 
sidérer ces coefficients. La même circonstance a lieu dans l’opération 
qui reste à faire. On a, en dernier lieu, à déduire de (10) et (11) le 


B 


ivel n é 
déve oppement de £ 


suivant les puissances ascendantes de 1, ou, du 


moins, les nombres caractéristiques de ce développement. Pour le 
faire, on n’a qu’à appliquer la formule (19) du n° 2, et l’on obtient 


re SR ee (1). 


Cette dernière formule permet d’étudier le système circulaire de 
branches (S') correspondant au système circulaire (S), représenté par 
la formule (9). Je veux, de cette formule, urer des conséquences non 
seulement pour la courbe S!, mais encore pour les transformées suc- 
cessives S?, S%,..., qu’on obtient en appliquant successivement 
la même transformation à S?, S,.... Je désignerai par (S?) (S:),... 
les systèmes circulaires qui correspondent à (S), et qui sont sur ces 
courbes. 

On passe de la formule (9) à la formule (12) en supposant que (S) 
n’a ni son origine ni sa tangente en commun avec la conique C de 
transformation. Je supposerai que la même condition soit remplie 
constamment pour (S'), (S?),..., me réservant d'examiner plus loin 
le cas opposé. J'ai donc à appliquer plusieurs fois de suite le résultat 
contenu dans la formule (12). 

Conformément aux résultats du n° 3 ($ 1), les nombres caractéri- 
stiques du système circulaire (S'), représenté par (12), sont : 


0 PRET. 
Re TES D=HtOouUMDRPENT: 


PIESRPRTEEE NID 


: 2 


2 gi g2 gs 


ARE ee 
2 1 ; Seudr-OUNDe ere 





ÉRRT uR R Le PsS 
| mn” À qi Q2 gs 


[er 
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1% Si =toup—2,q=1; 





HT Di—ngi Ps Ps Pit ps Ps. 
2 MR re - PE eL° Ever ex 7 D app | . . 
J gi g2 gs gi q2 gs 


dans le troisième cas, À est un entier inférieur à 2. 


qi 

Je suppose, en premier lieu, g—1 et p > 2. Ne le tableau des 
nombres caractéristiques de (S')ne diffère de celui de (S) qu’en ce 
que le premier de ces nombres est (p —1) au lieu de p. Eu poursui- 
vant, on parvient, pour (S(?-2?)), au tableau 





PT Pa 
I gi go JS, 


Je vais montrer qu’on obtient un résultat analogue, si 4 diffère de 
l'unité. Pour fixer les idées, je suppose p > 2 q. Le tableau des nombres 
caractéristiques de (S') ne diffère de celui de (S) que par le premier 


Soit € l’entier contenu dans + en 





nombre qui, de 2 devient 
poursuivant, on parvient, pour (S(-1)), au tableau 


HE Ne Pa tr Ps 
PÉTER OT A PONT RE a: 
4 gi g2 gs 
Le premier nombre caractéristique est ici inférieur à 2; donc, 


comme on l’a vu plus haut, le tableau des nombres caractéristiques 


de (S!) est 





En répétant le même raisonnement, je forme une nouvelle suite 
analogue. J’observe maintenant qu'on a 


AR mas AE 
q q 
} 2 on 1° à 
Soit donc 
SR LENTE À 

q a PP 
Œ 
L'AILE AE IEP TE 
5 


£ 


i 


. Ar Œ . . 
t, L',.., (0) étant des entiers positifs et = une fraction plus petite que 
> 


He 28 
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l'unité. Il est clair qu’on trouve, pour le système circulaire corres- 
pondant à (S) et appartenant à la transformée de rang (£+#' +... +40), 
le tableau des nombres caractéristiques suivants : 


DORA Ps. 


— 9 AE OU | 


73 qi FA qs 





se k Ë D ; ë ; PR 
Enfin, soit le développement de en fraction continue ordinaire 





) I 
HAS 
C | 
‘ l gr " 
EE | 
I 
Le 
£ PTT 
l+C+lC+.. HAN er, 
On a, pour (S°), le tableau 
AUS ) )2 Fe 
GE » PE 2 Er Es 
1 q1 q2 gs 


d’où je conclus, conformément à ce qui a été dit pour le cas où g est 
as PE . APTE 

l’unité, que le tableau des nombres caractéristiques de (STf{ 72) est 

ne LE P> D: 


4) , , = , CCE — 
I qi VE gs 





Je pose +4 —T, et j'ai cette conclusion : S£ le premier nombre 
caractéristique £ de (S)est différent de 2, et que T soit la somme 
#4 
des quotients incomplets de la fraction continue ordinaire égale 
à a le système circulaire correspondant à (S) dans la trans- 
formée de rang (T —2) «a les mémes nombres caractéristiques 
Fi 


que (S), sauf que : est remplacé par le nombre 2. Je n'ai pas fait 


figurer, dans cet énoncé, la supposition g >1, attendu que cet énoncé 
comprend le résultat acquis plus haut pour le cas où g=1. 11 


EL k 0 mm: L ; 
comprend évidemment aussi le cas où : est inférieur à 2, bien qu'on 
C 
; > ? 
ait supposé d’abord ‘à eut 
4 


Pour être à même de poursuivre cette étude, 1l faut maintenant s’oc- 
cuper du cas où le premier nombre caractéristique est égal à 2 ; ce cas 
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se présente pour (S'—?), quand £ est différent de 2. Quand 2 est égal 
à 2, 11 se présente pour (S); mais je puis encore employer la nota- 
tion (S'*), puisque alors T est égal à 2, et que, par suite, l'indice 
(T — 2) est égal à zéro. 

Soit donc (13) le tableau des nombres caractéristiques de (S1?). 
Comme on l’a vu, celui de (S'—*) sera de l’une des formes 








Pi + gi P2 Ps 

FRE SNS Se 150) LACS | Nid? 

gi q2 qs 
(15) CES Peer Ci Pr RU DE 
1 qi q2 gs 


ñn étant un entier inférieur à = Je suppose qu'il soit de la forme (LOT 
1 

Alors on parvient, avec le rang (T—1)+(n+1)—2=T+n—0, 

au tableau 


(16) 2. Ping af Ps 
[ g1 75 





Je suppose encore que, au rang suivant, on obtienne un tableau 


analogue à (15), savoir : 


N'+I  Pi—nÿi—N 1 Po Ps 
a ————— RE GE SNA MEN EE | gag EN jen } 





? : , ER à. 
] qi q2 gs 
\ [ N 2e à se fé a A Pi LS O 4 2 
ou 7 est un entier inférieur à 12° n trouvera, au rang 
1 
(T+n+n—o) 

le tableau 

2 Pi—(n+n)g1 Pa De 
(17) à pe . 

x qi q2 gs 


Les mêmes choses se reproduiront de la sorte tant qu’une fraction 
de dénominateur égal à g, ne passera pas au premier rang du tableau ; 
mais ce fait se produira forcément. Le type des tableaux (16) et (17) 
est, en effet, 

2 Pi Vi P2 Ps 
Mar or ? Est À nee Er, 


‘a 1° q q2 Dr 


; 5 VO PTE CAR 4; . : 7 
où yestunentierinférieur à 1 et qui croît constamment. Soit donc #4, 
g1 


l’entier contenu dans Le nombre y ne peut dépasser £,. S'il l’at- 
1 
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teint, on a, au rang (T +4, — 2), le tableau 

2 Pi— 91 P? Ps 

— 9 L——————— ; — 3 …. — 9 

È qi q2 gs 

LUE DT OI TE NE * 
et,comme BEN estinférieur à l’unité,ilen résulte, pour(STr#41), 
gi 
le tableau 
+ Mél 2 S 

(19) PI AIS TL RARES 


gi g2 gs 


Si, au contraire, y n’atteint pas la valeur £,, il arrive que, d’un 
tableau tel que (18), relatif à (SV), on déduit, pour (S®" 1), le 


tableau 
Pi (Y—D)9r 0 pe Ps. 
(ARETRN SR dE SEA rue, <fE" 


gi q2 gs’ 


mais, de ce dernier, on déduira, en suivant une des règles ci-dessus, 
le tableau (19) pour le rang T+y—i1+(é, —v) = T4, —1, c'est- 
à-dire pour le même rang que précédemment. Par conséquent, dans 
tous les cas, du tableau (14), relatif à (S'©), on est conduit au 
tableau (19) relatif à (ST). 

Mais maintenant le premier nombre caractéristique est différent 
de 2, puisque son dénominateur est différent de l’unité. On peut donc 
appliquer la proposition énoncée plus haut. Soit 


I : 
ER NE RE DE ee Re AE LL 
gi ty +.» I | 


il en résulte 


n—(l441—1)9 L 
RP ee ENT PE ee 
gi En rm L 


D ne Tri ) 


I + AR Toi ti. 


Par suite, au rang 


(T+Htu—i)+(Ti+i—u)—2=T+<T, —o, 


on parviendra au tableau 


I n’y a plus qu’à répéter les mêmes raisonnements pour parvenir 
à la conclusion suivante : 
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SIT, T,, T2, ..., T, sont les sommes des quotients incomplets des 


. . . . P « ) 9 
fractions continues ordinaires égales à 2, 21, 22, ..., Ê, ]e tableau 
TANT gs 
des nombres caractéristiques relatifs à la transformée de rang 


(THT + To+...+T,—0) 


’ Li « D} « . ’ * Li 
se réduit à =} c'est-à-dire que, sur cette transformée, au système cir- 


culaire considéré correspond une branche simple, ayant avec sa tan- 
gente un contact du premier ordre. 
Mais 1] n’est pas nécessaire d’aller jusqu’à ce rang pour obtenir une 


branche simple. Soit, en effet, b le dernier quotient incomplet de À 
s 


on voit aisément qu au système circulairede rang(T+T,+...+T,—0) 
correspond un tableau réduit au seul nombre b. Ce système circulaire 
se réduit donc à une branche simple qui toutefois a, avec sa tangente, 
un contact d’ordre (b — 1), c’est-à-dire supérieur à l'unité si best 
supérieur à 2. 

En résumé, j'ai les théorèmes suivants : 


Taéorëme |. — Le nombre nécessaire et suffisant des trans- 
formations successives qui changent un système circulaire de 
branches en une branche simple est égal à la somme des quotients 
incomplets des fractions continues égales respectivement aux 
différents nombres caractéristiques de ce système circulaire, sauf 
toutefois le dernier quotient incomplet de la fraction continue 
égale au dernier nombre caractéristique. 


Taéorëme Îl. — Le nombre nécessaire et suffisant des transfor- 
mations successives qui changent un système circulaire de bran- 
ches en une branche simple ayant avec sa tangente un contact du 
premier ordre est égal à la somme de tous les quotients incomplets 
des fractions continues précédentes, diminuée de deux unités. 


G. Ainsi que je l’ai fait observer au commencement du numéro pré- 
cédent, l'exactitude des deux derniers théorèmes est soumise à une 
restriction. Les raisonnements qui y ont conduit et les théorèmes eux- 
mêmes cessent d’être exacts si, sur une des transformées considérées, 
le système circulaire correspondant à (S) a, soit son origine, soit sa 
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tangente en commun avec la conique de transformation. On peut envi- 
sager la formation de ces courbes successives à deux points de vue 
différents : on peut employer, pour chaque nouvelle opération, une 
conique nouvelle, ou bien employer toujours la même. Dans le pre- 
mier cas, on doit simplement compléter les théorèmes ci-dessus par 
cette restriction, que chaque conique doit être prise de manière à 
n'avoir en commun avec le système circulaire à transformer ni l’ori- 
gine, ni la tangente. Dans le second cas, il faut examiner ce qui a lieu. 

La condition restrictive étant supposée remplie pour (S), on a pris 
plus haut, pour triangle de référence, le triangle conjugué par rapport 
à GC, dont le sommet y —0, æ—o, et le côté y —0 sont l'origine et la 
tangente de (S). Cela étant, on a trouvé pour (S!) l’équation (12). 
D'après cette équation, l’origine de S' est, dans tous les cas, le point 
Y=0,3:—0, qui n’est passitué sur C. Donc, en premier lieu, l’origine 


de (S!) n’est pas sur C. En outre, toujours d'après (12), si est diffé- 
rent de 2, la tangente de (S!) est l’une des droites y —0 ou 3—=0, qui 


ne sont tangentes à C. Mais, sie est égal à 2, la tangente de (S!) peut 
être une droite quelconque passant en y—0, :—0, et cette droite 
peut être tangente à G. Ainsi la condition restrictive peut n’être pas 
satisfaite pour une transformée, si, dans la précédente, le système cir- 
culaire considéré a pour premier nombre caractéristique le nombre 2. 
Si celte circonstance se présente, on ne peut plus appliquer aux trans- 
formées suivantes les raisonnements du numéro précédent. Ces trans- 
formées obéissent alors à une loi qu’on trouvera dans la suite; mais 
il importe d'observer que, si l’on se propose d'obtenir, au moyen de la 
transformation dont nous nous occupons, et avec l'emploi d’une seule 
conique, la réduction d’un système circulaire à une branche simple, 
on peut toujours y parvenir. Il suffit, en effet, de choisir la conique de 
manière qu'elle ne remplisse pas certaines conditions bien détermi- 
nées, et dont le nombre est limité. 

Outre les résultats acquis au sujet des systèmes circulaires, et 
renfermés dans les théorèmes I et LL, il est encore une conséquence 
simple, mais importante à tirer de l’équation (12), savoir : 


Taéorème II. — À toute branche simple dont ni l’origine ni la 


tangente n'appartient à la conique de transformation correspond, 
dans la transformée, une branche simple. 
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Par suite des théorèmes I et II, on voit que, dans les transfor- 
mées de rang supérieur à une certaine limite, il ne peut exister de 
branches superlinéaires que celles dont les correspondantes, dans 
quelques-unes des transformées précédentes, ont soit l’origine, soit la 
tangente en commun avec la conique de transformation. Je vais étu- 
dier maintenant ce qui est relatif à de telles branches. 

Je prends toujours, pour le sommet y—0, x—o et pour la droite 
Y =, l’origine et la tangente du système circulaire (S), dont je veux 
étudier les transformées. Comme, par hypothèse, cette origine ou cette 
tangente appartient à la conique C, le triangle de référence ne peut 
être conjugué relativement à C. Je distingue trois cas : 


Premier cas : L'origine est sur la conique, et la tangente ne 
touche pas cette conique. — Je complète le triangle de référence par 
les tangentes à Caux extrémités de la corde y — 0. J'ai alors 


20 = a'y?+20'zx. 
Deuxième cas : L'origine n’espas sur la conique, et la tangente 
touche la conique. — Je complète le triangle de référence par la se- 
conde tangente à C, issue de l’origine, et la polaire de ce point. J'ai 


alors 
IC dE IC Ty; 


Trotsième cas : L'origine et la tangente appartiennent à la 
conique. — Je peux, d’une infinité de manières, mettre C sous la 


forme 
20 = ax? + 20 yz. 


7. J'étudie successivement ces trois cas. 


PREMIER CAS : 20 = a'y?+20'zx. 
Soit 


Far 


Q [5 


PP — [Ca È P, (A) Êt, (A2) Et 2 eee (A) 2 |) 


le système circulaire considéré sur la courbe S. Un calcul facile per- 
mettra de déduire des formules (5), et au moyen des formules du 
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n° 2 (SI), les résultats suivants : 
! 2 CE \ be R 
—r+ Se (2T a) 2, (22232 aa) 2 ET (2221 AA 
b q q q qi 4 
[2 p — el ue R 
»* [ (22 La )2, ( 2p—qg+Ri A) ( 2p—q+kRs A.) 
q q \ q gi j é 


formules où l’on a posé, comme au n° 2 [formule (8)1, 


Ris Pr 0 ; | L 
gi gi1g? Jiq2-..4qr 


De (21) je déduis, d’après la formule (19) du n° 2 ($ 1), 
que je, 2 ca |] LOe 
| y/ 


ME gs \ 


Cette dernière formule se traduit par le théorème suivant : 


Taéorèue IV. — À un système circulaire de branches de la 
courbe initiale, ayant pour origine un point de la conique de 
transformation et pour tangente une droite non tangente à cette 
conique, correspond, dans la transformée, un système circulaire, 
de même origine, de méme tangente, et dont les nombres caracté- 
ristiques sont les mêmes. 


CoroLLaire. — {l en sera de même pour toutes les transformées 
successives obtenues avec la même conique. 


DEUXIÈME CAS : 20 = a"3?+ 20"xry. 


Supposant n donné par la formule (20), on trouve 









. LAN 0 p+ Ri ji Len } 

:_  [(24)2=2, LEE )A00 RENE 

B Ne q 107 : qi ; e q s 72 (&), 
| P+4a)2, (tte +00 (EEE 2: À 
(0 4 a! \ q q q qi q s) qs 3 n 


d’où l’on déduit, conformément à la formule (15) du n° 2 (SH), 
14 E Pi Ps :) 4 ! 

gs — — — 4 —— 7... —— — . vi 

Vie È EE gi = Ê 


On voit que l'origine du système circulaire (S') est le point :=0, 


qu 


; 


23) 
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7 =0, lequel est sur C, et que sa tangente est la droite 3 —0, polaire de 
l’origine du système circulaire primitif. Donc, sur les transformées qui 
suivent, les systèmes. circulaires correspondants obéissent à la loi 
indiquée au théorème IV. 

Il est utile de remarquer que ce deuxième cas rentre dans le pré- 
cédent. La construction de la transformée S' est, en effet, symétrique 
par rapport à la courbe S et à sa polaire réciproque X relativement à C. 
Or à un système circulaire de $S, placé dans le deuxième cas, corres- 
pond sur E un système circulaire, placé dans le premier cas. Donc, 
d’après le théorème IV, le système circulaire correspondant, sur S", 
a l'origine, la tangente et les nombres caractéristiques de celui 
de ZX. 

Ayant fait ici la recherche directe des nombres caractéristiques 
de (S!'), je puis en conclure que ces nombres, donnés par (22), sont 
ceux qui conviennent au système circulaire (È), ainsi qu’on peut s’en 
assurer aussi par un calcul direct. 


TROISIÈME CAS : 20 = ax?+2byz. 


8. En partant toujours de la formule (20), on trouve 


a=0[(2—2Ta) 2, (EI a) 2, (EI Ra.) 
: q q qi q L 
v— ar + b (£a) 25 (mes A Pi _— PH, 
‘AFS q ) Z LATE q je A? j q ; 


F V4 \ _—— l LT \ 
p=——ve|(£ ar) 2, (22 aa) Et, Rte (PE aa.) 


D et, pur) 


7 1 \ q 
Il suffit de jeter un coup d'œil sur ces formules pour apercevoir la 
nécessité de distinguer plusieurs cas. En effet, l'expression de $ se 
compose de la somme de deux séries, et les termes caractéristiques de 
cette somme sont ceux de la première ou de la seconde de ces séries, 
suivant que P est inférieur ou supérieur à 2 g. J'ai donc à distinguer 
les cas suivants 
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Soit d’abord L << 2; on trouve sans peine 


Cette formule contient le théorème suivant : 


Tuéorèue V.— À un système circulaire de la courbe initiale, 
ayant pour origine et pour tangente un point et une tangente de 
la conique de transformation, el composé de branches ayant avec 
la tangente des contacts d'ordre inférieur à l’unité, correspond, 
dans la transformée, un système circulaire de méme origine, 
de méme tangente, et dont les nombres caractéristiques sont les 
mémes. 


En second lieu, soit : > 2. Ce cas peut être immédiatement ramené 


au précédent. En effet, la polaire réciproque de S a pour système cr- 
culaire correspondant à (S) un système (È), dont l’origine et la tan- 
gente sont les mêmes que pour (S) et dont le tableau des nombres 


caractéristiques est 
P P1 Ps 
meer: dE 2 LA * . ) ———… 


FER T qi qs 


P 


Comme 





est inférieur à 2, on en conclura, d’après le théorème,que 


ce tableau est aussi celui des nombres caractéristiques de (S'). C'est 
aussi Ce qu on trouvera aisément par un calcul direct. 

En troisième lieu, j'ai à considérer le cas où l’on a p—2, qg—=1. 
Ici se présentent les circonstances suivantes, dans les formules (25) : 

Le premier terme de l'expression de & disparaît : la série qui figure 
au second membre de l’expression de y commence par un terme du 
premier degré, qui vient se réunir au terme «ë ; enfin les deux séries 
dant la somme compose $ ont les mêmes nombres caractéristiques ; 
par suite, dans la somme, des termes caractéristiques peuvent se 
détruire. Pour ces raisons, on ne peut, dans le cas actuel, obtenir des 
conclusions complètes aussi aisément que dans les autres cas. 11 me 
suffira, pour mon objet, de trouver le premier terme caractéristique 
du système circulaire (S'). 

Le premier terme de n (20) est A£?; son second terme caractéris- 
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Pa 
. y PD+ — . . 
uque est À, 7. Je supposerai, pour faire encore usage des for- 


mules (23), que ce soit, non plus le second terme caractéristique, 
mais le second terme absolu du développement de n. D’après cette 
convention, 4, peut être égal à l’unité. Le premier terme de « est 


alors 
LP 
4 — R;A,Ë 14... 


Ceux de 8 et y Sont respectivement 


RAP: 
BA (SAb + a) A (4 EL Ri)Ab + (14 Rial +. 


(24) É 


Pi 
y=(2Ab+a)E + (2 + FL) MONA TEE 


À cause de ces dernières relations, on aperçoit que les résultats 
sont différents suivant qu’on a 


(25) 2Ab+a<o, 


ou que cette quantité est nulle. Il est aisé de voir que le sens de cette 
condition est le suivant : si l'inégalité (25) a lieu, c’est que chaque 
branche du système circulaire (S)a, avec C, un contact du premier 
ordre. Dans le cas opposé, l’ordre du contact s'élève. 

Je suppose d’abord que l'inégalité (25) ait lieu. Alors le développe- 


B 


Lo À . : 
ment de : suivant les puissances ascendantes de ; commence par un 


Pirr 


terme de degré PTT, Par suite, en premier lieu, si p, est égal ou 
241 





supérieur à g1, l'origine de (S')est le point y —0, x —0, mais la tan- 
gente diffère de y —0. Donc les transformées suivantes, en ce qui 
concerne les systèmes circulaires correspondants, sont régies par Île 
théorème IV. 

En second lieu, si p, est inférieur à g1, l’origine et la tangente 
de (S!) sont les mêmes que pour (S) ; mais le premier nombre carac- 
241 
Arai 
respondants, dans les transformées suivantes, sont régis par le théo- 

rème V. 


téristique est inférieur à 2. Donc les systèmes circulaires cor- 


Soit maintenant le cas où l'inégalité (25) n’a pas lieu, c’est-à-dire 
supposons 


(26) 2A 0 + a = 0. 
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Les premiers termes de Ê et y sont alors, en vertu de (24) et de(26), 
PAL. 
B— A ;AD(Ri—2)Ë di+..., 
Pi 
1+— 
y = A(Ri+o2)é +... 


Il faut observer que R, n’est autre chose que ci c’est-à-dire un 
1 
\ 


nombre positif. Le premier terme de $ peut ainsi être nul, mais non 
celui de +. Je suppose d’abord R,;£2. On a alors, pour le premier 


É 


, . . Œ 
terme du développement de ; suivant les puissances ascendantes de ue 


Ÿ R? « 


i 


Ainsi, pour(S!), l’origine etla tangenterestentles mêmes que pour(S), 
et de plus on se trouve dans le cas où le premier nombre caractéris- 
tique est égal à 2. Soit maintenant 





A(R?—4) 
AJ EE 
R? d 
on a, en vertu de (26), 
8Ab 
2A'b+a—— R2 « 


Cette quantité n’est donc pas nulle. Donc (S')se trouve dans le cas où 
l'inégalité (24) a lieu, et l’on peut par là connaître la loi des transfor- 
mations suivantes. 


[P) 
w ë , Ë . , 
Je suppose enfin R,— 2. Alors développé suivant les puissantes 


. Lo ’ Fu A 
croissantes de -; commence par un terme de degré supérieur à 2 ; par 
| 


conséquent, (S!) se trouve dans le cas où le premier nombre caracté- 
ristique est supérieur à 2. 

Tous les résultats précédents, relatifs à an système circulaire de 
branches tangentes à la conique de transformation, peuvent se résu- 
mer comme 1l suit : 


Taéoreme VI. — À un système circulaire tangent à la conique 
de transformation correspond, dans la suite des transformées suc- 
cessives, construites au moyen de la même conique, une suite de 
systèmes circulatres ayant tous même origine, méme tangente et 
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mêmes nombres caractéristiques ; et cela à partir de la courbe int- 
tiale elle-même, de la première ou de la seconde transformée, 
suivant que l’ordre de contact des branches du système initial 
avec la conique est inférieur, égal ou supérieur à l'unité. 

Dans cette suite de systèmes circulaires, l’origine commune est 
sur la conique, et, suivant le cas, la tangente commune est aussi 
tangente à la conique, ou ne l’est pas. Stelle lui est tangente, le 
premier nombre caractéristique commun est inférieur à 2. 


9. Je vais maintenant, de l’ensemble des résultats précédents, tirer 
des conséquences, en envisageant d’abord les transformées qu’on 
obtient par l'emploi d’une seule conique. 

D’après les numéros 5 et 6, un système circulaire (S) donne lieu à 
une branche simple, dans la transformée dont le rang est donné par 
le théorème I, à moins que, dans une des précédentes, le système cir- 
culaire correspondant n’ait pour tangente une tangente de la conique 
de transformation. Si ce cas se produit, le système circulaire suivant 
a son origine sur cette conique (n° 7), et il en est de même de tous 
ceux qui lui correspondent sur toutes les transformées suivantes 
(théorème IV). Rapprochant ce résultat des théorèmes IIT, [V et VI, 
j'en conclus : 


Taéorëue VIL. — À partir d'un certain rang, les transformées 
successives d’une courbe algébrique quelconque, obtenues au 
moyen d’une seule conique, ne contiennent aucune branche super-- 
linéaire dont l’origine ne soit sur la conique de transforma- 
Lion. 


D’après le n° 7, si la courbe de S ne rencontre la conique C qu’en 
des points simples, sans avoir avec C aucun contact si, de plus, 
toutes les tangentes communes à S et à C sont des tangentes simples 
de S, toutes lés branches de S' dont l’origine est sur C sont des 
branches simples. Il est aisé, d’après cette observation, de urer la con- 


clusion suivante : 


Taéorime VIIL — £tant donnée une courbe S, il est toujours 
possible de choisir une conique de transformation, de telle sorte 
f “ 2 LA = , . 

que la transformée de S, obtenue à un rang donné par l'emploi 
continu de cette conique, ne contienne aucune branche super- 
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linéaire, sous la condition que le rang donné sott supérieur à une 


limite déterminée qui dépend de S. 


Remarque. — Cette limite n'est autre chose que le plus grand 
des nombres qu'on obtient en appliquant le théorème Î à toutes 


les branches superlinéaires de S. ; 
J'envisage, en second lieu, les transformées qu'on obtient au 
moyen de diverses coniques. Si l’on a soin de prendre ces coniques 
de telle manière que chacune d'elles ne rencontre la courbe à trans- 
former qu’en des points simples, sans la toucher, et que les tangentes 
communes soient des tangentes simples de cette courbe, on a, sous 


cette réserve, la proposition suivante : 


Taéorèue IX. — A partir d’un certain rang, toutes les trans- 
formées successives d’une courbe algébrique quelconque, obte- 
nues avec diverses coniques, ne contiennent aucune branche 
superlinéaire. Ce rang se détermine conformément à la remarque 


ci-dessus. 


TLIS 


10. Je m'occupe maintenant de déterminer le degré et la classe de 
la transformée S' d’une courbe S. A cet effet, je vais établir quelques 
formules, qui feront l’objet de ce numéro et du suivant. La construc- 
ton de la transformée, telle qu’elle est indiquée au n° 4 (K Il), est 
suscepüble d’être généralisée, par la substitution d’une courbe quel- 
conque à la conique C. Je ferai, pour les calculs actuels, cette géné- 
ralisation, qui n'y apporte, pour ainsi dire, aucun changement ; mais 
je n’appliquerai ensuite ces calculs qu’au cas simple considéré précé- 
demment. | 

Soient S—0,C—o les équations de deux courbes, de degrés m, n, 
la seconde étant la courbe de transformation. Soit (x, 3, 5) un point 
de S ; on prend la droite polaire de ce point relativement à C; l’inter- 
section de cette droite et de la tangente à S, en (x, y, s), engendre 
la transformée S'. 

Les droites ont pour équations 


X C1 + YC + 03 O, 
XS: A YS9 + Zn O. 


ET 
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Pour que le point (X, Ÿ, Z) où elles se rencontrent soit sur une 


droite D 
D=MX+NY+PZ =), 


on a la condition 


MAR E 
(1) . — C; 22 C3 — ©. 
S1 O2 93 


Les intersections de la courbe A et de S sont les points de cette der- 
nière auxquels correspondent des points de la transformée situés sur 
la droite D. Le nombre de ces intersections donnera ainsi le degré 
de cette transformée et fera l’objet d’une étude ultérieure. J'aurai 
aussi recours à une autre forme de À, que j'obtiens comme 1l suit : 
j'ai identiquement 
DR 23 

(2) DEPRECO PE CLE QT AS 


0 I [0] 


DR dD 


S; 
nGO dû 








en posant 
D=M x +N y +P2, 


dD=M dx + N dy + P ds. 


De la relation (2) je conclus 





n G dD — D dG 
z?d{— 
: 2 
T + 7 
ou, en posant ——$, AGEN PR 
n + 1 
o NES PET PURES 7 4 D: 
6 poesie (à) 


Dans cette dernière formule, il faut entendre que la dérivée qui 
figure au second nombre n’est pas une dérivée partielle. Au con- 


. D r e x , 4 S 
traire, + étant une fonction homogène et de degré zéro des variables 


s : : - V 
x, y, sest simplement une fonction de deux variables 6 et n —"-- 


Ces deux variables sont liées par l’équation S—o. En prenant la 
dérivée indiquée dans l'équation (3), il faut considérer n comme 
fonction de Ë. 

L'équation (1) est susceptible d’une interprétation géométrique 


448 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


simple. Je considère la courbe K 
(4) KMS 0 


À étant une constante, déterminée de manière que l’équaton (4) soit 

vérifiée par les coordonnées du point (x, y, 3) de S, c’est-à-dire que 

la courbe K passe en ce point, lequel est d’ailleurs censé vérifier 

l'équation (1). Mais, d’après l'équation (3), l’équation (1) peut s’écrire 
D L ,’ 7 

d(ÿ) —Oo; ce qu'on transforme aisément en dK—o. Donc la 


courbe K est tangente à S. Ainsi : 


Soit D une droite passant à l’intersection m, d'une tangente à 
une courbe S et de la droite polaire du point de contact m, rela- 
tivement à une courbe CO, de degré n: les courbes K qui ont avec G 
des contacts d'ordre n—1 aux n points d'intersection de D et 
de C, et qui passent au point m, y sont tangentes à S. 


J ; D , ; . 
L’équation a(s) — 0 exprimant que D contient un point mn, de la 


transformée, on exprimera que D est tangente à cette transformée 


Un Re “D Le 
en M, en joignant l'équation &(G)=0. Cette dernière équation 
\ 


étant supposée satisfaite, on en déduira d?K —o. Donc : 


Celle des courbes K de l’énoncé précédent qu’on obtient en 
prenant, pour la droite D, la tangente au lieu du point mi, a 
avec S un contact du second ordre. 


Je n'indique cette propriété qu’en passant; on pourra reconnaitre 
que c’est une extension d’une propriété connue du cercle osculateur. 


11. Les calculs du numéro précédent sont relatifs à la détermina- 
tion du degré de la transformée S' d’une courbe S. Ceux qui suivent 
ont trait à la déterminatüon de la classe de cette transformée. La ques- 


tion est d'obtenir l'équation de la tangente à cette transformée sous 


à 
une forme appropriée au problème dont il s’agit. 
Comme on vient de le voir, les équations qui expriment que la 


droite D est une tangente de la transformée sont les suivantes : 
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On déduit aisément de là, pour l'équation d’une tangente, la forme 


suivante, où les majuscules désignent les coordonnées courantes : 
X M Z 0 
(5) æ Y 3 U 
re, = ©. 
LME QR-L dSSR AU 
dœ Yu 3" dU 


Les différentielles sont prises le long de la courbe S. On fera dis- 
paraître ces différentielles par des transformations dont Je me contente 
de donner ici le résultat. Je pose 


V = Cn(S33 — So2 S33) +... +202 (S12 S33 — S 13 J93) +...) 
que C? (S3 3 — So9 933) +... + 2 C1 Ca( Sy0 S33 — Sy3 So3) He... 


Dans ces expressions, les termes non écrits, et suppléés par des 
points, sont ceux qu’on déduit des termes écrits par la permutation 
des indices. Soit, en outre, 

S11 S 19 S13 
H = So! S92 So3 
S 31 S32 S 33 


L'équation (5) se met sous la forme 
(6) G=[rCV—(n—NW]D SX +R CH GX = 0. 


Cette dernière équation, si l’on considère X, Y, Z comme données 
et x, y, 3 comme des coordonnées courantes, est celle d’une 
courbe G, dont les intersections avec S sont les points tels que les 
tangentes à la transformée S', aux points correspondants, passent par 
ferpornt X, Y, Z. 

Je ferai, en outre, usage d’une autre forme de la même équation. 


Je pose 


Mie, = 2%; sis u: 


Comme U est une fonction homogène et du premier degré de x, 
Y, 3, la fonction w ne dépend que de £etden. Je désigne les dérivées, 
prises par rapport à & le long de la courbeS, par des accents. En par- 
tant de l’équation (6), on parvient aisément à la mettre sous la nou- 
velle forme 


(7) E = n'(Zu+Xu—ZEu)+u"(Y— X7n'+ Zën'— Zn) = 0. 
H. 29 
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Cette nouvelle forme est d’ailleurs reliée à (6) par la relation 
2n—1 \ 


EN Lier Le 3 
(8) G= C0" SiE. 





Telles sont les formules dont je ferai usage. 


12. Avant d'appliquer les formules ci-dessus, 1l convient de rap- 
peler quelques propositions de la théorie des points singuliers. Voici 


la première - 


Étant données deux courbes, le nombre de leurs intersections 
qui sont confondues en un point est égal au produit des ordres de 
multiplicité de ce point sur chacune des deux courbes, augmenté 
de la somme des ordres des contacts des branches de l’une des 
courbes avec les branches de l’autre, en ce méme point. 


Étant donnés une courbe et un système circulaire ayant son origine 
en un point de cette courbe, j'appelle, par définition, nombre des 
intersections de la courbe et du système circulaire le produit des 
ordres de multiphicité du système circulaire et du point considéré sur 
la courbe, augmenté de la somme des ordres des contacts des bran- 
ches du système circulaire avec les branches de la courbe. Grâce à 
cette définition, la proposition précédente s’énonce ainsi : 


Tuéorime X. — Étant données deux courbes, le nombre de leurs 
intersections qui sont confondues en un point est égal à la somme 
des nombres des intersections de l’une des courbes avec les sys- 
tèmes circulaires de l’autre, qui ont leurs origines en ce point. 


La proposition suivante donne le moyen de calculer directement le 
nombre des intersections d’une courbe et d’un système circulaire. 





TaéorÈme XI. — Soit f(x, y)—0 l'équation d’une courbe sous 
forme entière. Supposez que x et y soient les coordonnées d’un 
point d’un système circulaire, et à distance infiniment petite du 
premier ordre de l’origine de ce système. L'ordre de l’infiniment 
petit f(x, y), multiplié par l’ordre de multiplicité du système cir- 
culaire, est égal au nombre des intersections de la courbe et de ce 


système circulaire. 


Sa tiens . 
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Il est clair que cette proposition n’est pas troublée par l'emploi de 
coordonnées homogènes. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de 
déterminer le nombre des intersections d’une courbe f(x, y, 3)—0, 
passant au point 7—0, y — 0, avec un système circulaire dont l’ori- 
gine soit en ce point. 

Je désigne, comme précédemment, par & et n le rapport => À. 

Hz 

Le système circulaire est défini par le développement d’une de ces 
variables, soit n, suivant les puissances ascendantes et fractionnaires 
de l’autre, &. Si la tangente de ce système circulaire n’est pas la droite 
æ—=0, On aura un point à distance infiniment petite du premier ordre 
de l’origine, et appartenant au système circulaire, en donnant à £ une 
valeur infiniment petite du premier ordre, et à n une des valeurs cor- 
respondantes. Soit mn le degré de f(x, y, z). On a | 


Ja Y, 2) = 2" fn 0). 


Par suite, pour le point considéré, comme z à une valeur finie, 
l’ordre de l’infiniment petit f(x, y, z) est le même que celui de 
FE, n, 1). Soient w l’ordre de cette quantité et u l’ordre de multiplicité 
du système circulaire. D’après le théorème XI, le produit uw est le 
nombre des intersections de la courbe et du système circulaire. 

Si la tangente du système circulaire est x—0, on peut interverür, 
dans le calcul que je viens d'indiquer, le rôle des variables En. On 
peut aussi s’en dispenser, par une très petite modification du résultat, 
sur laquelle je n’insiste pas, n'en devant pas faire usage 101. 


13. IL me reste à expliquer maintenant, en peu de mots, l'usage 
qu'on peut faire de ces résultats dans un grand nombre de questions 
et, en particulier, dans la question qui fait l’objet de ce Mémoire. 

Étant donnée une courbe S—0o, je suppose qu’on cherche le 
nombre de ses points satisfaisant à une condition donnée. J'admets 
que cette condition puisse être exprimée par une équation entière 
f(æ, y, 3)—=0o. Les points cherchés sont alors les intersections des 
courbes S et f. Le produit des degrés de ces courbes est donc le nombre 
cherché ; mais ce n’est là le plus souvent qu’une limite supérieure, 
et, pour obtenir le nombre précis, 1l faut tenir compte des solutions 
étrangères ou multiples. C'est alors qu'on est conduit à examiner 
l'ordre de multiplicité de châque solution. A cetellet, on fait usage des 
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théorèmes X et XI, en considérant successivement chaque système 
circulaire de la courbe S, à l’origine duquel passe la courbe f. On est 
donc conduit ainsi à calculer des nombres w, comme je l’ai expliqué 
à la fin du numéro précédent. 

Si f(x, 7,3) est un covariant, circonstance qui se présente chaque 
fois que la condition donnée est indépendante du triangle de réfé- 
rence, On pourra supposer, sans modifier f(x, y, z), que l’origine 
et la tangente du système circulaire que l’on considère soient le point 
æ—=0,7y—=0 el la droite y—0. Cette supposition facilite souvent le 
calcul. En voici un exemple simple, et dont le résultat sera utile pour 
la suite. 

Soit à trouver la classe d’une courbe S— 0, c’est-à-dire le nombre 
des tangentes qu’on peut lui mener d’un point arbitraire X, Y,Z. 
L’équation de condition est 


TT PE Z) = XS: + YSe + L53= CEE 


Soit m le degré de S ; celui de f'est mn — 1. La limite supérieure de 
la classe est donc m(m—1). Les solutions étrangères sont fournies 
par les points dont les coordonnées annulent à la fois les dérivées par- 
elles de S, c’est-à-dire par les points multiples. Il s’agit de trouver 
l’ordre de multiplicité d’une telle solution. Comme f(x, y, 3) est un 
covariant, je puis faire la supposition ci-dessus, pour calculer le nombre 
des intersections de f avec un système circulaire de la courbe S. Des 


relations 
je tire, en posant 


prenant 6 pour variable indépendante et dénotant les dérivées par des 


accents, 
S; ri San 


(9) | S,— St: (2): 


pa 
6 
s 


D’après la supposition que l’origine et la tangente du système cir- 
culaire sont le point x—0, y —o, et la droite y=0, je dois sup- 
poser & infiniment petit du premier ordre, et alors n est infiniment. 
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peut d'ordre supérieur. Les équations (9) prouvent alors que S, et S; 
sont infiniment plus petits que S:. L'ordre de l'infiniment petit 


f(x, y, 3) est donc le même que celui de l'infiniment petit S:. 
Ainsi : 


Taéorème XII. — SoitO un point multiple d’une courbe algé- 
brique S=0, comprenant en O plusieurs systèmes circulaires de 
branches. Considérez l’un de ces systèmes, placez le sommet 
T—0,y—=0 du triangle de référence en O, et faites coïncider la 
droite yÿ—0o avec la tangente de ce système circulaire. Soit w 
l’ordre de la quantité infiniment petite S: quand on met, pour les 
coordonnées, celles d'un point du système circulaire considéré, à 
distance infiniment petite du premier ordre de O. Soit, en outre, 
uv l'ordre de multiplicité de ce système circulaire. Répétez la 
méme opération pour chacun des systèmes circulaires de la 
courbe S, ayant leur origine en O. La somme des nombres ana- 
logues à uw est l’abaissement que le point singulier O produit 
dans la classe de la courbe S. 


Par suite, s1 À est la somme des nombres ainsi calculés pour tous 
les points multiples de S, la classe c est 


(10) C—= Mm(m—1)—A. 
14. J’applique actuellement les principes précédents à la détermi- 


nation du degré de la transformée S' d’une courbe S. L’équation de 
condition est (n° 10) 


MEN E 
À — C: Co C3 — O. 
S1 O2 S3 


A cause de la simplicité du résultat, je fais encore ce calcul pour le 
cas général où C est une courbe de degré n. 

Le degré de S étant mn, celui de À est(m+n—2). Le degré de S! 
a donc pour limite supérieure m(m+n—2). J'étudie maintenant 
l’ordre de multiplicité de chaque solution. 

Comme A est un covariant, je puis faire la supposition indiquée 
plus haut (n° 13). Alors, comme on vient de le voir, S, et S; sont infi- 
niment plus petits que S, ; donc, si C, et CG; ne sont pas infiniment 
petits tous deux, À est infiniment petit du même ordre que S:. Il 
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n’en est plus de même si C, et C; sont infiniment petits tous deux. 
Pour ce dernier cas, employons la seconde forme de A [n° 10, for- 


mule (3) | 


(à n NS. 
(ie bre EL | 
C7 


\ 





À cause de 


st Ci x + Co y + CG: 3 = 3(C,E + Con + G3), 


on voit que, si CG; est infiniment peut, il en est de même de C. Comme 
C est entier et que n est infiniment petit par rapport à 6, supposé du 
premier ordre, C est au moins du premier ordre. Soit z cet ordre égal 
ou supérieur à l’unité. Il résulte de l’équation (11) que l’ordre de A 
surpasse celui de S, précisément de (£— 1). Ainsi, pour 1, le résultal 
est le même que précédemment. Le résultat diffère dans le cas 
opposé. Le cas où {—1 est celui où, au point considéré, passe une 
seule branche de la courbe C, ayant une tangente différente de y —=0o. 
Alors C, est nul, mais C, ne l’est pas, pour x=0, y —0. On voit donc 
que ce cas rentre dans le précédent. Si, au contraire, £ est supérieur 
à l'unité, c’est que la courbe C se compose, en ce point, de plusieurs 
branches ou est tangente à y —0o ; ces deux circonstances peuvent 
d’ailleurs se réunir. Soit 7 la multiplicité du système circulaire consi- 
déré sur S, r£ est (théorème XI) le nombre des intersections de Cet 
de ce système circulaire. Soit enfin R la multiplicité totale du point 
æ—=0, y —=0 sur S, et I le nombre total des intersections de Cetdes, 
réunies en ce point. L’abaissement que ce point produit dans le degré 
de S' surpasse l’abaissement qu'il produit dans la classe de (I--R) 
(théorème XIT). 

Soient maintenant À l’abaissement total produit dans la classe de S 
par tous ses points multiples, le degré de S' est 


(12) m=m(m+n—2)—A—Ù (IR). 


Soit maintenant c la classe de S ; on déduit de (12), en vertu 


de (10), 


(To) m=(n—im+c—ŸS (IR) 
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On peut encore mettre cette relation sous la forme 


(14) m=c—m+ŸR, 


car 
> = nm. 


La forme (14) du résultat donne lieu à cet énoncé remarquable en 
ce sens que le degré de la courbe de transformation n’y apparaît pas 
explicitement. 


Taéorème XIII. — Le degré de la transformée d’une courbeS, 
obtenue au moyen d'une courbe quelconque, est égal à la classe 
de S, diminuée de son degré, et augmentée de la somme des ordres 
de multiplicité, sur la courbe S, des points où cette courbe ren- 


contre la courbe de transformation. 


Il ne faut pas perdre de vue que cet énoncé s’applique, quelle que 
soit la nature des points d’intersection des deux courbes, sur la courbe 
de transformation. Quant à la forme (13) du même résultat, on peut 
remarquer que Z(1—kR) est la somme des ordres des contacts des 
diverses branches des deux courbes S et C; on a, par suite, le théorème 





suivant, que je borne au cas où C est une conique (n —2). 


Taéorëme XIV. — Le degré de la transformée d’une courbes, 
obtenue au moyen d’une conique, est égal à la somme du degré 
et de la classe de S, diminuée de la somme totale des ordres des 
contacts de cette courbe et de la conique. 


On a déjà fait la remarque que la transformée de S, au moyen d’une 
conique, est la même que Îla transformée, au moyen de la même 
conique, de la courbe Ÿ, polaire réciproque de S par rapport à cette 
conique. Comme le degré et la classe de S sont la classe et le degré 
de 3, il en résulte que les sommes totales des ordres des contacts des 
courbes S et Y avec la conique doivent être les mêmes. C’est, en effet, 
un cas particulier de cette proposition, que J'ai donnée dans mon 
Mémoire sur les points singuliers. 


La somme des ordres des contacts des branches de deux courbes 
en un point est égale à la même somme, relativement à deux 
courbes corrélatives des premières, aux points correspondants. 
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15. Je m'occupe maintenant de la détermination de la classe de la 
courbe transformée S'. Je me borne ici au cas où #7 — 2, c’est-à-dire 
où la courbe de transformation est une conique. L’équation de condi- 
uon est l’équation (6) du n° 11, G—o. Pour nr —2, le degré de G 
est 3(m—1), en sorte que la limite supérieure de la classe de S' est 
3m(m—1). J'étudie maintenant l’ordre de multiplicité de chaque 
solution. Comme G estun covariant, je puis encore faire la supposi- 
tion indiquée plus haut. Je ferai usage de la formule (8) du n° 11, qui, 
pour 2 —2, devient 


= Dre 
(15) = cissE, 


4 23 
E étant toujours [n° 11, formule (5)| 
E = ’(Zu+xXu—Ziu)+u"(Y—Xn+7ZEn — Zn). 


Pour cette étude, comme pour celle qui a fait l’objet du para- 
graphe IT, je distinguerai quatre cas, répondant à quatre formes de 
l'équation de la conique de transformation 


PREMIER CAS :2C0 = ax?+ a'y?+ a"z2?. 


Je forme u et les premiers termes de son développement suivant les 
puissances ascendantes de £ : 


LUE I : a” \? TRUE 
u= 0e (at+ant ae (TS) (+: ee.) 
à a 


# 


J'en déduis, pour £—0, 


1 


" o 
a a 
TA) : u'—= 0 u" — . 
\ > ? [/4 
\ V2a 


I résulte de là que, pour £ infiniment petit, la partie principale de E 
est celle de l’un ou l’autre des deux termes Zur” ou Y w”, dont le 
second est fini. 





Soient r l’ordre de multiplicité du système circulaire considéré, 


et l’ordre du contact de la tangente y — o avec chaque branche de ce 
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x . GAP Q . 
système. On voit aisément que #” est d'ordre Lie Par suite, 

PF } 
: 1.10 . . e) 
1, E est fim; si ©: 1, E est infini et d'ordre © —1. 
2 ] 73 


Ne 


SU 


A 


Par suite, l’ordre de Gest le triple de celui des, si _ 1, ou lui est 
inférieur de (TS) si SE 1 
\ 
D'une manière générale, soit À le produit, par la multiplicité 7, de 
l’ordre infinitésimal de S, pour un système circulaire de la courbe S. 
Nous avons, pour l’abaissement produit, dans la classe de S', par un 


système circulaire, le plus petit des deux nombres 
3h ou 3À+o—r, 


dans le cas considéré. 


I 
Lie HS +... 
DRE 
Hans 24, 


La partie principale de E est celle de w’. Donc E est d'ordre — î, 


a 3 2 
Mais C? est de l’ordre -- Donc G est de l’ordre de S3. Donc, dans 


2 


le deuxième cas, l’abaissement de la classe de S' est 5 À. 


TROISIÈME cas : 20 = a"2?+ 20"xy. 
1 
1 U\X 9 L/4 \ 
Î " 9 a a : 
u = —(a"+ 20"éen) — (&) it mEn+...), 
V2 CRE \ a 
VAE : 
Ga? 
= (T) Gen) 
V2 
Le 
" +) 
«& 21 
" ÿ 1 
UE (=) (én) +... 


3 . . . a r 1 0 . x 
La partie principale de E est celle de Zur”, d'ordre =—1; par suite, 


l’abaissement est, dans ce cas, 3A+2—7. 


458 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


QUATRIÈME CAS : 20 = ax? + 20 ya. 


Ce cas est celui du contact de G et du système circulaire considéré. 


Soit 2 l’ordre du contact de C avec chaque branche. L'ordre de uw est 
1+A 


Le 


; h—1 
, celui de uw! est 








h — 





- 3 
Si AZ 1, l’ordre de u” est alors + D'autre part, l’ordre de Xw/r 


e] /a = #1 À pe , ’ , 
CSL CP noINore supérieur au précédent. Donc l’ordre de E 
72 D) 


ee 





3 
est - Si l’on ajoute l’ordre 5 (1+h) de C*, on a, pour l’ordre de G; 
le triple de celui de S,, augmenté de 2 A. 

L’abaissement est donc 31+2 rh. 


Si À—1, ce raisonnement ne s'applique pas. Ge cas peut se pré- 


n% 10 ; 
senter de deux manières : 1° s1 RS BAS É—i- 


e) T) : 
19251. Commecommence par un terme de degré positif en &, 
; 


e2 


on peut écrire 


np 


On voit aisément, d’après ces résultats, que la partie principale de E 
3 
re] . mi 

est, comme celle de w”, d'ordre ne D'ailleurs l’ordre de C* est 3 ; 


doncona pour résultat 
3h+o+r. 


"| ; HA x 
D. s —1. [ci = se réduit à une constante pour Ë—0; mais, l’ordre 
E2 
du contact de la conique avec la branche, dont les coordonnées sont 


re , \ 4 \ ee A E a = F4 
neté, étant par hypothèse égal à l'unité, il en résulte aisément que 
ue 4 , 2 S Là 
a+ 2 a ne s’évanouit pas pour 6—0. Soit - le degré du second 
2 = 


4 T LA L LJ 
terme du développement de suivant les puissances croissantes de &, 


A _ 
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on à, pour w, un développement tel que 


d’où 


Il en résulte que r”u! est d'ordre zéro, tandis que «w” est d’ordre 


$ | GR , ? ’ \ ë 
(ii) : D'ailleurs, l'ordre de C? est égal à 3 : donc l’abaissement est 


\ 


1C1 le plus petit des deux nombres 31-137 ou 3À—+92r—+s. Je dirai 
que cet abaissement est 3k}+or+o, « étant le plus petit des deux 
nombres 7 ou s. 


16. Je résume maintenant les résultats du numéro précédent 
comme 1l suit : 


Taéorime XV. — Sur la courbe initiale, distinguez cinq cate- 
gories de systèmes circulaires, savoir : 


1° Ceux dont ni l’origine ni la tangente n’'appartiennent à la 
conique de transformation, et qui, en outre, sont composés de 
branches ayantavec leurs tangentes des contacts d'ordre inférieur 
à l’unité ; 

2° Ceux dont les tangentes touchent la conique et dont les orti- 
gines ne sont pas sur cette conique ; 

3° Ceux qui touchent la conique et qui sont, en outre, composés 
de branches ayant avec leurs tangentes des contacts d'ordre supé- 
rieur à l'unité ; 

4° Ceux qui touchent la conique et qui sont, en outre, composés 
de branches ayant avec leurs tangentes des contacts d'ordre infé- 
rieur à l’unite ; 

0° Ceux qui touchent la conique et qui sont composés de 
branches ayant avec leur tangente et avec la conique des contacts 
d’ordre égal à l'unité. | 


Soient maintenant R la somme des ordres de multiplicité des 
systèmes circulaires d’une même catégorie, et & la somme des 
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ordres des contacts des branches de ces systèmes avec leurs tan- 
gentes (ces lettres étant affectées d'indices correspondants à chaque 
catégorie); Ÿ {a somme des nombres analogues à s (n° 15, 4° cas) 
pour la cinquième catégorie; et enfin, pour les branches de la 
courbe initiale qui ont avec la conique des contacts d’ordre supé- 
rieur à l’unité, J la somme des ordres de ces contacts. 

On a, en désignant par c la classe de la courbe initiale, et par c, 
celle de la transformée, 


(16) C1 — 3 C + R; + Ro— R3—2R3—E— 0) — (Ri+ Ro + R3+ 2R;). 


_ Ce résultat se simplifie beaucoup dans le cas particulier où la 
conique de transformation ne rencontre la courbe qu’en des points 
simples, sans avoir avec elle aucun contact, et n’a en commun avec la 
même courbe que des tangentes simples de cette dernière. Il n’y a 
plus alors à distinguer que la première catégorie de systèmes circu- 
laires de l’énoncé précédent, et la formule (16) se réduit à 


(17) Ci = 3c + Ri — Ra. 


Soient 7: la multiplicité d’un des systèmes circulaires de la première 


’ : Q 
catégorie et = l’ordre des contacts de ses branches avec la tangente ; 


On à 
SR Rio A1 =Zp. 


Soient maintenant 7” et p' les nombres analogues pour un autre sys- 
tème circulaire, mais dans lequel on a pl > 7’, et posons 


Rte TE Me 210 

On sait que, si l’on passe d’une courbe à une corrélative, les 

nombres 7: et p s’échangent entre eux. Donc, pour une courbe corréla- 

uve de S, les nombres analogues à R, et &, sont &’, et R°. D'ailleurs, 

comme on l’a déjà observé, la transformée S' est la même, si on la 

construit au moyen de la courbe X, polaire réciproque de S, relative- 
ment à la conique de transformation. On a donc aussi 


(18) = 3m+R; —R;. 
De (15) et (18) on conclut 


(19) 3(c—m)=A#R—R, 
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les lettres R et & s'appliquant maintenant à tous les systèmes circu- 
laires. La relation (19), qu’on rencontre ici d’une manière inci- 
dente, a été démontrée directement, de deux manières différentes. 
dans mon Mémoire sur les points singuliers. Elle donne notamment 
le nombre des points d’inflexion d’une courbe dont on connaît les 
singularités, le degré et la classe. En effet, dans le second membre, 
chacun des points d’inflexion figure pour une unité. Si donc on les 
met à part, on trouve pour leur nombre N 


N=3(c—m)+R—AR, 


le nombre R et & ne s'appliquant plus qu'aux points multiples. 
Pour faire cette dernière vérification, j'ai supposé le cas simple où 
la formule (16) se réduit à (19), Il n’y aurait point de difficulté à la 
répéter pour le cas général, mais je crois inutile de le faire. | 
Je vais encore tirer de la formule (19) une autre conséquence, rela- 
uve au genre. Eu égard à la supposition faite pour cette formule, on a, 
pour le degré de la transformée S' (théorème XIV), 


M =Mm+C. 


De cette dernière formule et de (15) Je conclus 
(20) Ci —27u=cC—2m+R — A. 


Je conserve à R°, le même sens que précédemment, et je désigne, 
en outre, par À” la somme des ordres de multiplicité des systèmes 
circulaires de S, dont les branches ont avec leurs tangentes des con- 
tacts du premier ordre, et j’écris, au lieu de (20), 


(21) C—2m + Ri+R +R'=c—om+R, +R; +R". 


Dans le second membre, la somme des trois derniers termes désigne 
la somme des multiplicités de tous les systèmes circulaires de la 
courbe S. Soit M cette somme. Dans le premier membre, la somme 
des trois derniers termes désigne la somme des multiplicités des sys- 
tèmes circulaires correspondants sur S' {n° 5, S II). Or S' ne pos- 
sède, en dehors de ces derniers, aucun système circulaire propre (de 
multiplicité supérieure à l'unité); mais, parmi ces derniers, 1l peut 
s’en trouver dont la multiplicité soit l’unité. Pour les faire disparaitre, 
retranchons dans les deux membres le nombre T de tous les systèmes 
circulaires considérés sur S. Alors, si M, est la somme de tous les sys- 
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tèmes circulaires propres sur S', et T, leur nombre, on a 
R 1 + R' —- He di —= M; — AR 
donc, de (21), je déduis 
C—2mu+Mi—Ti=c—om+M—T, 


c'est-à-dire que l'expression qui figure au second membre de cette 
dernière formule se conserve dans la transformation considérée. 
D'après le théorème IX, en répétant la même transformation un 
nombre fini de fois, on parvient à une courbe n’ayant aucun système 
circulaire propre. Soient yet 1 la classe et le degré de cette courbe. 


On aura 
c—2m+M—T=Y,—-ou. 


Mais, pour une pareille courbe, ne contenant aucune branche super- 
linéaire, on sait que (ÿ—2u) est égal à 2 (p —1), p étant le genre de 
cette courbe. D'ailleurs cette courbe et la courbe initiale se corres- 
pondent point par point; donc leur genre est le même ; donc p est 
le genre de la courbe iniuale, et l’on obtient la formule 


C2 MER OP, 


qui donne explicitement le genre d’une courbe quelconque, et que j'ai 
déjà démontrée de deux manières différentes en d’autres occasions. 


17. Si l’on considère la suite des transformées S', S?,... d’une 
courbe quelconque S, obtenues au moyen de coniques choisies chaque 
fois de manière à se trouver dans le cas simple considéré déjà, on 
parvient toujours, d’après le théorème IX, à une transformée de rang 
fini X, telle que cette courbe et toutes les suivantes ne possèdent plus 
aucun système circulaire propre. Soient cx et mx la classe et le degré 
de cette courbe SÂ. On aura, pour les suivantes, 


Mrsi= Mit Ci +3 +34... + 31) = my + 





M1 = M} HiCX; C1 — à: Ck; 
M+2 = Mr + Ck+t; Cx+2 = 3 Ck+1; 
ee 0 CRT Te : SE VS 
d’où 
| Ck+i — 31C, 
(22) | si 
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Taéoniwe XVI — Quelle que soit la courbe initiale, les degrés 
et les classes des transformées successives suivent, à partir d'un 
certain rang, la lot marquée par les équations (22). 


? A ss ? 2 A = 
Il n'en est pas de même si l’on conserve toujours la même conique 
de transformation. À partir d’un certain rang, les catégoriess 19,39 /99 
de l’énoncé XV disparaissent, il est vrai, et les formules se réduisent à 


M=mMm+c—AR,;, 


= 3C+HR— Ro — 2, : 


Îl 


et, si l’on observe qu’on a 


Ro + Le — 20, 


on peut réduire ces formules à 
I 
Nu = M + AR», 
2 


Ci Re. 


D'ailleurs, à partir du rang considéré, les courbes n’ont aucun Sys- 
tème circulaire propre dont l’origine ne soit sur la conique de trans- 
formation (théorème VII, $ Il). Par suite, R, marque simplement le 
nombre des points en lesquels la tangente de la courbe est aussi tan- 
gente à la conique, tandis que f, marque le nombre des tangentes 
communes pour lesquelles ces tangentes doivent être comptées. Par 
conséquent, si une de ces tangentes est, pour la courbe, une tangente 
d'inflexion, elle figure pour deux unités dans &, et pour une seule 
dans R,. Pour cette raison, 1l ne paraît pas possible de trouver, dans le 
cas actuel, une proposition analogue au théorème XVI. 


IV. 


18. J'ai, dans ce qui précède, étudié les courbes qu'on obtient 
en transformant une courbe au moyen d’une conique. Si cette conique 
dégénère en deux droites, les résultats subissent d’assez notables mo- 
difications. C’est ce cas particulier qui va faire l’objet de la dernière 
partie de ce travail. 

Aux transformées particulières qu'on obtient ainsi Je donne le 
nom d’adjointes. Voici donc la construction de l’adjointe d’une 
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courbe S. On donne deux droites P, Q, dans le plan S. Soient 7» un 
point de Set T la tangente en ce point. L'intersection de T et de la 
polaire de », relativement aux droites P, Q, engendre l’adjointe deS. 
Soit S' cette adjointe. Si l’on répète la même construction en con- 
servant les mêmes droites P, Q, et substituant à S l’adjointe S', on 
engendre l’adjointe S? de S', ou deuxième adjointe de S, et ainsi de 
suite. Ce qui donne un intérêt particulier à la considération de ces 
courbes, c’est que, si l’on prend, d’une manière convenable, une 
figure corrélative, l'ensemble de S et de ses adjointes successives se 
change en l’ensemble d'une courbe È et de ses développées succes- 
sives. Pour cette raison, les résultats qu’on obtiendra ici fourniront 
des démonstrations nouvelles des propriétés des développées succes- 
sives, que J'ai déjà données dans mon Mémoire sur: les points singu- 
lers. 

Pour l’objet actuel, on n’a pas à faire de nouveaux calculs, mais 
seulement à reprendre ceux qui précèdent, en examinant les modifica- 
ions qu'ils subissent. J’examine d’abord les calculs du paragraphe II : 
leur objet était l'étude du système circulaire qui, sur une transformée, 
correspond à un système circulaire donné de la courbe initiale. 

Le côté y —o et le sommet y—0, x—0o du triangle de référence 
sont toujours la tangente et l’origine du système circulaire initial con- 
sidéré. Cette condition remplie, on a considéré, pour le cas d’une 
conique de transformation, quatre formes distinctes de l’équation 
C—o de cette conique, savoir : 


20—= a x?+ a'y?+ a"z?, 
20 = a'y?+ 2b'z:7, 
20—=a"3?+2b"xy, 


20 = ax +20 yz. 


La première de ces formes, dans le cas où C se réduit à deux droites, 
P, Q, donne lieu à trois formes distinctes 


20—= ax?+ a"z?, 20 = a'y?+ a"z!, 20 = ax+a'y?; 
les trois autres donnent lieu à 
DU 2 05T, AGE 0 VrEre 20 = 20 ya. 


J'ai donc en tout six formes distinctes. Elles répondent à six Cas dis 
uncts, Savoir : 
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Pour la première forme, l’origine et la tangente du système circu- 
laire sont placées d’une manière entièrement quelconque par rapport 
aux droites P, Q. 

Pour les deux suivantes, il existe une particularité relativement à 
l'intersection Q des droites P, Q : dans l’une, @ est sur la droite M0: 
dans l’autre, Q est au pont y =0, x—o. 

Pour les trois dernières, il existe une particularité relativement à 
une des droites P, Q, par exemple P. Dans l’une, P passe au point 
Y=0, æ—=0; dans l’autre, P est la droite y—o elle-même, et, en 
outre, le point Q coïncide avec y —o,x—0o; dans le dernier enfin, 
P est la droite y —0, sans que Q coïncide avec l’origine du système 
circulaire. 


On voit que toutes les positions particulières sont comprises dans 
ces SIX Cas. 


PREMIÈRE FORME : 20 = ax?+ a"2?. 


19. Le calcul du n° 5 ($ IL) devient ici plus simple ; mais le résultat 
est le même. Soit donné le système circulaire 


(1) n=|2,2, Pl), PR 
on trouve 
(2) TR Ps (1) 

& FOUT Fa \A) 


C’est l'équation (12) du n° 5; mais, dans le cas actuel, les consé- 
_quences à tirer de (2) diffèrent de celles qu'on a obtenues au n° 5. 
En effet, si p est inférieur à 2q, la tangente du système circulaire (2) 
est la droite 3 —0 ; elle passe donc en Q. Donc la première adjointe 
n'est pas, comme la courbe initiale, dans le cas auquel se rapporte la 
première forme, mais dans celui qui correspond à la seconde forme 
de C. En nous occupant de cette seconde forme, nous verrons tout à 
l'heure que, dans le cas correspondant, les adjointes successives 
obéissent à une loi simple. Ce que je vais prouver actuellement, c’est 
que, si p n’est pas inférieur à 2 g, la même circonstance se présente non 
plus pour la première adjointe, mais pour une autre des suivantes. 
Je suppose d’abord g. différent de l'unité, et p supérieur à 2g; 
car p, étant premier à g, ne peut être égal à 2 g. La tangente de (2) est 
| 3 46 30 
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alors y —0. On peut appliquer à l’adjointe S' le même calcul; par 
suite, si 4 est l’entier contenu dans © on pourra poursuivre ainsi 


jusqu’à l’adjointe de rang ({—1), pour laquellele tableau des nombres 
caractéristiques ne différera de (1) que par le premier de ces nombres. 


, , tre ; 
Ce premier nombre sera matilesteinen te ee Ce nombre étant 
P q 


inférieur à 2, on voit que, pour l’adjointe de rang {, la tangente est 
la droite 3 —0, ce qui est conforme à la proposition annoncée. 

Je suppose, en second lieu, g—=1 et pZ22. Il est clair qu’en appli- 
quant successivement la formule (2), on trouvera, pour l’adjointe de 
rang (p — 2), le tableau suivant des nombres caractéristiques : 
SPAIN Ps 


— ON 


I ga J 





En répétant ensuite un raisonnement du n° 5, et désignant par £, l’en- 





uer contenu dans F » on trouvera, pour l’adjointe de rang (p+t;—1), 
1 
le tableau 
Pi tre P? Ps 
ALT ITR ECTS NÉE PRE ; 
gi q2 gs 


où la première fraction est inférieure à 2. Donc, pour l’adjointe sui- 
vante, la tangente passe au point Q. 
Dans le cas actuel (g—1), le premier exposant fractionnaire du 


développement (1) est pH ?:, et le rang de l’adiointe considérée est 
RE ( BE D J 

(p+ ti). Dans les cas précédents (g9>>1), le premier exposant frac- 

tionnaire était _ et le rang de l’adjointe, dont la tangente passe en Q, 


était le nombre t. D’après cette remarque, on peut réunir les résultats 
précédents dans l’énoncé suivant : 


Faéorème XVII. — À un système circulaire de la courbe ini- 
tiale S, n'ayant pas pour origine un point des droites P, Q, et 
n'ayant pas pour tangente une droite passant à l'intersection Q 
de P et Q, correspond, sur une des adjointes successives, un système 
circulaire dont la tangente passe en Q. Le rang de la première 
adjointe qui jouisse de cette propriété est égal à l’entier contenu 
dans le premier exposant fractionnaire du développement relatif 
au système circulaire considéré sur S. 
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Comme on le voit, cette proposition ne s'applique qu’à un système 
circulaire propre, c'est-à-dire tel que, dans le développement qui lui 
est relatif, 1l y ait effectivement des exposants fractionnaires. 


DEUXIÈME FORME : 20 = a'y?+ «22. 


20. Le calcul n’offrant aucune particularité, je me borne à en écrire 
le résultat. De 





(3) n=[2.2,...,2l(, Los, 

on déduit 

; 1=[2 LH m|(é) 

do — , , .. ; 
a Ÿ sur A MS / 4 Is] \X 


La tangente de (4) étant z— 0, on a la proposition suivante : 


Taéorëème XVIII. — Sun système circulaire de la courbe ini- 
tiale S a pour tangente une droite passant en Q, le système circu- 
laire correspondant sur l’adjointe a pour origine Q, et pour tan- 
gente la conjuguée harmonique de celle de S, relativement aux 


droites P, Q. 


Quant au tableau des nombres caractéristiques, pour S', il est donné 
par (4). 

Le théorème XVIII montre que, si la courbe initiale est dans le cas 
auquel est appropriée la deuxième forme, l’adjointe est dans le cas 
correspondant à la troisième forme. 


TROISIÈME FORME : 20 = ax?+ a'y?. 


En supposant toujours l'équation (3) pour le système circulaire 
considéré, Je trouve 


o + RO) 


La tangente de (5)est la droite x—0, conjuguée harmonique de 
y=0 relativement aux droites P, Q. Par suite, l’adjointe S' est dans 
le même cas que la courbe initiale S. En appliquant successivement 
ce résultat, on voit que la droite x—0 est la tangente de toutes les 
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adjointes de rang impair, et y —0 la tangente de toutes les adjointes 
de rang pair. En outre le tableau des nombres caractéristiques reste 
constamment le même, sauf en ce qui concerne le premier de ces 
nombres. Ce dernier est successivement, pour la courbe initiale et les 
nadjoimtes dérange Pro ce 

p  2P—g  SP—2g PH TPE 

QUE A ares ge Mo RATES 


Ainsi : 


Taéorème XIX. — Si un système circulaire de la courbe tni- 
tiale S a pour origine le point Q et une tangente différente de 
P et Q, l'en est de même des systèmes circulaires correspon- 
dants, sur toutes les adjointes successives. Pour ces systèmes, les 
deux termes de la première fraction caractéristique croissent en 
progression arithmétique de même raison; les autres fractions 
caractéristiques restent toujours les mêmes. 

Sous une autre forme, on peut dire que {es ordres de multiplicité 
de ces systèmes circulaires forment une progression arithmétique, 
et que la somme des ordres des contacts de leurs branches avec 
leurs tangentes reste constante. 


En effet, la somme des ordres de ces contacts est toujours 
(P—g)giq2...Qs 


et l’ordre de multiplicité du système circulaire de l’adjointe de rang & 
est 
Que: 4s AP 9 )gigr nn 


Les théorèmes XVII, XVIII et XIX font connaitre, pour une 
adjointe de rang quelconque, le système circulaire qui correspond à un 
système circulaire de la courbe initiale, s’il est dans un des cas qui 
correspondent aux formes 1, 2, 3. En effet, le théorème XIX fournit 
la solution de cette question pour le cas de la troisième forme ; et les 
théorèmes XVII et XVIII prouvent que, si, pour le système circu- 
laire initial, on se trouve placé dans le cas de la première ou de la 
deuxième forme, on est ramené au cas de la troisième forme pour 
le système circulaire correspondant sur une des adjointes sui- 
vantes. 
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QUATRIÈME ET CINQUIÈME FORME. 


21. On trouve aisément les résultats compris dans les théorèmes ci- 
après : 


Taéonkme XX. — Sr la courbe initiale comprend un système 
circulaire dont l'origine soit sur une des droites P, Q, le système 
circulaire correspondant sur l’adjointe a méme origine, méme 
tangente et mêmes nombres caractéristiques. 


Théorème XXI. — S5 la courbe initiale comprend un système 
circulaire dont l’origine soit le point Q et la tangente une des 
drottes P, Q, le système circulaire correspondant sur l’adjointe a 
méme origine, méme tangente el mêmes nombres caractéris- 
tiques. 


SIXIÈME FORME : 20 — 20 y. 


Ici, comme au n°8 (SIL), on doit distinguer plusieurs cas, et l’on 
est conduit, en conservant les notations du n° 8, aux résultats sui- 
vants : 


he) Ê<o, le système circulaire se reproduit tel quel dans l’ad- 
jointe. 

29 Sig=1,p—=2 et pizq:, on a pour l’adjointe un système circu- 
laire dont l’origine est la même et dont la tangente est différente. Ce 
système circulaire est donc dans le cas auquel est relative la quatrième 
forme. 

3° Sig—=1, p—2 et p; <q, on a pour l’adjointe un système cir- 
culaire, qui est dans le premier des cas relatifs à la sixième forme. 


On a donc l’énoncé suivant : 


Taéorime XXII. — S% la courbe initiale comprend un système 
curculatre dont la tangente soit la droite P et dont l’origine ne 
soit pas en Q, il y correspond, sur les adjointes successives, une 
suite de systèmes circulaires ayant même origine, même tangente 
et mêmes nombres caractéristiques; et cela à partir de la courbe 
initiale ou de la première adjointe, suivant que l’ordre des contacts 
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des branches du système initial avec P est différent de l’unité ou 
égal à l’unité. 


29. Des divers théorèmes précédents résulte la conclusion sui- 
vante : 


Taéornëme XXIIL. — À partir d’un certain rang, tout système 
circulaire propre d'une adjointe d'une courbe quelconque est 
dans un des cas suivants : 


1° Son origine est en Q et sa tangente différente de P et Q. 

2° Son origine est sur une des droites P, Q, et sa tangente dif- 
fère de cette droite. 

3° Son origine est en Q, et sa tangente est une des droites P, Q. 

4° Sa tangente est une des droites P, Q, sans que son origine 
soit en Q ; de plus, l’ordre du contact de chacune de ses branches 
avec la tangente est différent de l'unité. 


A partir du même rang, les systèmes circulaires correspondant 
à ceux qu sont dans un quelconque des trois derniers cas ont, sur 
toutes les adjointes suivantes, même origine, même tangente et 
mêmes nombres caractéristiques. 

Les systèmes circulaires correspondant à ceux qui sont dans le 
premier cas suivent la loi marquée par le théorème #1IX. 


Voici maintenant une remarque qu'il est essentiel de faire pour 
établir entre les transformées, obtenues au moyen d’une conique 
toujours la même, et les adjointes, une différence importante. Pour les 
transformées, il s’introduit, à chaque rang, de nouveaux points sur la 
conique de transformation. Pour les adjointes, au contraire, le fait 
analogue ne se produit pas. En effet, le résultat du n° 19 montre qu’une 
branche simple ne peut conduire, pour l’adjointe, à une branche dont 
la tangente passe en Q. De la sorte, les systèmes circulaires des quatre 
catégories mentionnées au théorème XXIII, et qui existent dans lad- 
jointe à partir de laquelle s'applique ce théorème, sont, à partir de 
cette adjointe, en nombre définitif. Pour cette raison, les degrés et 
les classes des adjointes successives suivent toujours une loi uniforme, 
ainsi que je vais le prouver. 

Pour y parvenir, on pourrait appliquer aux adjointes les calculs 
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faits précédemment ($ LIT) pour les transformées, en y introduisant 
des modifications très simples. Au lieu de suivre cette voie, je puis, 
grâce à la remarque précédente, obtenir très aisément ce résultat 
comme 1l suit. 

Je considère l’adjointe S à partir de laquelle s’applique le théorème. 
Soient m son degré, c-sa classe. Le nombre total de ses intersections 
avec Pet Q est égal à 277 ; le nombre total des tangentes qu’on peut 
lui mener de Q estc. Je vais compter de même ces nombres pour la 
première adjointe S' de cette courbe, en les dénotant par 2m, et c4. 

Considérons l’ensemble des systèmes circulaires de S, qui sont dans 
la première catégorie mentionnée au théorème XXIII. Soient R la 
somme de leurs ordres de multiplicité et & la somme des ordres des 
contacts de leurs branches avec leurs tangentes. D’après le théo- 
rème XIX, les nombres analogues, pour S', sont R+&R et &. Ces 
systèmes circulaires figurent, dans le nombre total des intersections 
de S avec P et Q, pour 2R unités. Leurs correspondants figurent pour 
2 (R+ AR) unités dans le nombre total des intersections de S' avec P 
et Q. Quant aux systèmes circulaires de S, qui sont dans une des trois 
dernières catégories du théorème XXILL, ils figurent pour le même 
nombre d’unités dans les deux nombres ci-dessus. On a donc 


2m =2N +. 


Dans le nombre total des tangentes menées de Q à S, les systèmes 
circulaires (R, &) figurent pour R+&R unités. Leurs correspondants 
figurent pour R +28 unités dans le nombre des tangentes menées 
de Q à S'. Quant aux autres, ils figurent encore pour autant d’unités 
dans les deux nombres; donc 

Ci = C+ AR. 

Et, puisque le nombre & se conserve dans toutes les adjointes sui- 

vantes, on a, pour l’adjointe de rang £, 


m=m+iR, Cj= CHR. 
Ainsi : 
Taéorème XXIV. — A partir d’un certain rang, les degrés et 
les classes des adjointes successives d’une courbe quelconque 
forment deux progressions arithmétiques de même raison. 


Voici une autre conséquence. Je me reporte à la formule qui donne 
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le nombre des points d’inflexion d’une courbe (n° 16, SIT). Soit N le 
nombre des points d’inflexion de S, sauf ceux qui coïncident avec Q, 
et soit N; le nombre analogue pour S;. Je trouve la relation 


Tuéorèue XXV. — À partir du même rang, les nombres de 
points d’inflexion des adjointes successives, qui ne coïncident pas 
avec le point d’intersection des droites de transformation, forment 
une progression arithmétique de même raison que les degrés et 
les classes de ces courbes. 


Au moyen des résultats ci-dessus, on peut calculer aussi le nombre 
des points doubles ordinaires qui subsistent dans une adjointe quel- 
conque. Pour y parvenir, il suffit de faire usage d’une formule con- 
tenue dans mon Mémoire sur les points singuliers, et qui fournit, en 
fonction des nombres caractéristiques, l’abaissement que les systèmes 
circulaires produisent dans la classe d’une courbe. Je ne reproduirai 
pas ici ce calcul, et je me contenterai d’énoncer le résultat : 


OREME XX Res Lir 5 ‘ang, 

Taforime XX VI A partir du même rang, les nombres de 
points doubles des adpointes successives, non situés sur les droites 
de transformation, forment une progression arithmétique, dont 
la raison est différente de celle des précédentes. 


Il y a des cas où le nombre &, qui est la raison des précédentes pro- 
gressions, est nul. Alors les degrés, les classes, les nombres de points 
d'inflexion sont constants. Dans ce cas aussi, comme on pouvait s’y 
attendre, la raison de la dernière progression est aussi nulle. Cette 
raison est, en effet, le produit de & par un nombre positif, qui dépend 
de plusieurs éléments assez complexes. 

J'ai fait remarquer précédemment que la figure formée par une 
courbe et ses adjointes successives est corrélative de la figure formée 
par une courbe et ses développées successives. Par suite, des théo- 
rèmes XXI[IV, XXV et XXVI, on peut conclure le suivant, dont une 
partie est contenue dans mon Mémoire déjà cité : 


Taéorème XX VII. — À partir d'un certain rang, les développées 
successives d’une courbe algébrique quelconque jouissent des pro- 
priétés suivantes : 
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Leurs degrés, leurs classes, les nombres de leurs points de 
rebroussement non à l'infini et dont les tangentes ne sont pas 
tsotropes, et les nombres de leurs sommets, forment quatre pro- 
gressions arithmétiques de même raison. 

Les nombres de leurs tangentes doubles et de leurs normales 
doubles, en des points non à l'infini et non isotropes, forment deux 
progressions arithmétiques, dont la raison commune est différente 
de celle des progressions précédentes. 


Je vais compléter les théorèmes précédents en indiquant comment 
est déterminé le rang qui y figure. D’après les résultats ci-dessus, on 
le trouve facilement comme il suit, pour les adjointes : 


Taéorëme XXVIIT. — Ze rang de la première adjointe à partir 
de laquelle s'appliquent les théorèmes X'ATII, NXAIV, AV ci 


AVI se calcule de la manière suivante : 


1° 94 la courbe tnitiale comprend des branches superlinéaires 
dont les origines ne sotent pas sur une des droites de transforma- 
tion P, Q, et dont les tangentes ne passent pas au point Q d’inter- 
section de P et Q, considérez les développements relatifs à chacune 
de ces branches superlinéaires et prenez, dans chacun d'eux, le 
premier exposant fractionnaire. Le rang cherché surpasse d’une 
unité l’entier contenu dans le plus grand de ces exposants. (Ges 
développements doivent être faits suivant les puissances d'une des 
coordonnées, de telle sorte que le premier exposant ne soit pas infé- 
rieur à l'unité). 

2° Sr la courbe initiale ne comprend pas de telles branches, et 
qu’elle ait des tangentes passant en Q, dont les points de contact 
ne sotent pas en Q, et qui ne se con fondent ni avec P ni avec Q, ou 
bien si ces tangentes se réduisent aux seules droites P et Q, maïs 
qu'en même temps il y ait au moins une branche ayant, avec une 
de ces droites, un contact du premier ordre, en un point qui ne 
soit pas O, le rang cherché est égal à l'unité. 

3° Dans les autres cas, le rang cherché est zéro; les théorèmes 
considérés s'appliquent alors à partir de la courbe elle-même. 


Pour obtenir le rang à partir duquel s'applique le théorème XX VIT, 
il suffit de faire usage du théorème XXVIIT, en substituant à la 
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courbe proposée une corrélative. On obtient ainsi le résultat sui- 


vant : 


Tuéorème XXIX. — Le rang à partir duquél s'applique le théo- 
rème XVII peut se calculer ainsi : considérez les points de la 
courbe proposée, non à l'infini, où passent des branches dont les 
tangentes ne soient pas isotropes et satisfaisant, en outre, à l’une 
des deux conditions suivantes : 


1° Soit 2 le premier nombre caractéristique de l’une de ces 


branches (elle peut être simple si g=1); le nombre q est différent 
de (p—1); 


2° Ou bien, si le premier nombre caractéristique est = 


! 


‘4 





(p' étant un entier), la branche doit admettre au moins un second 


nombre caractéristique, mi 
1 
St la courbe contient de tels points, le rang cherché sur- 
passe d’une unité le plus grand des entiers contenus dans les 


nombres tels que cer, (+2) 
Prat g1 


Stla courbe ne contient pas de tels points et qu’elle ait des 
branches infinies, non paraboliques, et dont les asymptotes ne 
sotent pas isotropes, ou bienst elle a des branches infinies dont les 
asymptotes soient isotropes et que ces branches aient avec ces 
asymptotes des contacts du premier ordre, le rang cherché est 
égal à l’unité. 

Dans les autres cas, le rang cherché est nul. Le théo- 
rème XVII s'applique alors à partir de la courbe proposée 
elle-même. 


J'ajoute la remarque suivante : Si l’on considère une courbe dont 
les points s'associent deux à deux, de telle sorte que la normale en 
deux points associés soit la même, on ne doit pas appliquer à une 
telle courbe le théorème XXIX. L'application doit en être faite à la 
courbe, lieu des milieux des segments compris entre les points asso- 
ciés de la proposée. 


— 000— 


SUR LA RECHERCHE DES POINTS 


D’UNE 


COURBE ALGÉBRIQUE PLANE, 


, QUI SATISFONT A UNE CONDITION 
EXPRIMÉE PAR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ALGÉBRIQUE, 


ET SUR LES 


QUESTIONS ANALOGUES DANS L'ESPACE. 


Journal de Mathématiques, t. If, 1876, p. 257-290, 371-408. 


1. Dans un grand nombre de questions géométriques, s'offrent des 
cas particuliers du problème suivant : 


Etudier, sur une courbe algébrique plane, les points qui satis- 
font à une condition exprimée par une équation différentielle 
algébrique donnée. 


Il est immédiatement visible que ces points sont les intersections 
de la courbe considérée S—o avec une autre courbe algébrique 
P—o. L’équation de cette dernière s'obtient, en effet, en substi- 
tuant, dans l'équation différentielle, aux dérivées, leurs expressions 
déduites de l'équation S—0o. La formation de l’équation D—o, st 
simple en théorie, présente, dans la plupart des applications, une 
complication très grande. Si elle est nécessaire pour une étude appro- 
fondie, elle peut, du moins, être évitée pour certains cas de la ques- 
tion générale. C’est ce que je me propose de montrer ici pour les deux 
problèmes suivants : 


1° Trouver le degré de la courbe ® ; 
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2° Trouver le nombre des points, en tenant compte des singula- 


rilés de la courbe S. 


La solution de ces deux problèmes fera l’objet du paragraphe I. Le 
paragraphe IT sera consacré à des applications. Dans le paragraphe III, 
j'étendrai la solution du premier problème à l’espace. On verra, dans 
ce paragraphe, le problème résolu immédiatement et, pour ainsi dire, 
à vue dans un cas particulièrement intéressant, celui où l’équation 
différentielle ou aux dérivées partielles envisagée jouit de la propriété 
de rester inaltérée par toute transformation homographique. 
L'étude directe de telles équations, considérées en elles-mêmes, offre 
un sujet de recherches dont quelques points sont abordés dans le 
présent Mémoire. On rencontrera notamment, au paragraphe Il, les 
deux propositions suivantes : 

A l'exception de l'équation T0, n'existe aucune équation 
différentielle algébrique du second ordre qui reste inaltérée par 
loute trans formation homographique. 

Il n'existe aucune équation différentielle algébrique du trot- 
sième ordre qui reste inaltérée par toute transformation homo- 
graphique. 


2. Si, de l'équation S(r,y)—0o,on tire les expressions des dérivées 
successives de y par rapport à +, on démontre aisément que chacune 
d'elles a pour numérateur une fonction entière des dérivées partielles 


— , . . 05 Le , 
de S, et pour dénominateur une puissance de 0 Pour la dérivée 


d'ordre », l’exposant de cette puissance est (27 —1); c’est ce qu’on 
peut exprimer en disant que : 


Les variables x, y étant liées par l'équation S(x,y)=o, la 
[OS 2 dy | ne 
quantité | — ——— est égale à une fonction entière des dérivées 
5 OV dx’ 


partielles de S. 


Soit 
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une équation différentielle, entière par rapport à tous les arguments 
dy 


de f. J'y considère x et y comme du degré zéro, = 
ax 


comme du pre- 


I 


: : V ; Re ; : 
Inien degré, ..., Tan COMME du degré (2n—1). Soit, à ce point de 
vue, À le degré de f. D’après le lemme, pour les valeurs de + et y qui 
satisfont à S (x,y)—0o, la quantité LE Cf est égale à foncti 
» )=0slalq = égale à une fonction 
entière des dérivées partielles de S. 
Pour éviter toute confusion, j'indique par le symbole des congruences 


les égalités qui ont lieu ainsi en vertu de S— 0. D'après cette conven- 
tion, je puis dire que : 


Tuéorëue 1. — SE S(x, y) est un polynome entier, il existe des 
exposants k et des fonctions entières 4 (x, y) qui vérifient la rela- 
tion 


AS.) # dy dy 
& en) f(a, Re ie ) = (x, y), 





f étant une fonction entière. 


Nous sommes en possession d’un procédé pour calculer une valeur 
de Æ ; mais 1l nous faut établir une règle pour calculer sa valeur 
minima. 


3. Par S(x, y), 1l faut actuellement entendre un polynome entier, 


de forme générale dans son degré, et à coefficients indéterminés. Cela 


; 5 , SE à 25 ER 
étant, soit w un point satisfaisant à S—0, D — 0. Si la courbe d—0 


passe en w, on a identiquement 
0 
(2) AE) ere 
L et P étant des polynomes entiers en x et y. Car, en vertu de l’indé- 
termination des coefficients du polynome S, si la courbe Ÿ passe en w, 


elle passe aussi en tous les points analogues, la résultante en x des 
. d , e , = 
équations S—0, 0 étant irréductible. Et, en outre, tous ces 


points étant des points simples d’intersection des courbes représen- 
tées par ces équations, l'équation (2) a lieu. D’après la convention 


ci-dessus, elle peut s’écrire 
0 


| = 
ROMA ES 
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Il peut arriver que la courbe P—0o passe encore en w. On répé- 
tera le même raisonnement, et l’on parviendra à une relation telle 


2S\7 
(TJ) = (+) , 


que 


où À est un polynome entier en x et y, tel que la courbe Ü=o ne 
passe pas en w. Alors la relation (1) devient 


1. 98 \#-3 . dy GA A Ve | 
(3) (5) fer À NAT D) = 0(æ,y). 





Ainsi, dès que la courbe 4 passe en un point tel que w, c’est-à-dire 
en un point où la tangente de S est parallèle à l’axe des y, l’expo- 
sant Æ peut être abaïssé, et cela de telle sorte que la courbe 6, qui 
remplace Ÿ, ne passe pas en w. L’exposant À ne peut être abaissé 
davantage. Soit pris, en effet, sur S, un point infiniment voisin de w, 
et dont +, y soient les coordonnées. Le polynome 0 a une limite finie, 


: à : A - x 

et, par suite, aussi le premier membre de (3). Mais y est infiniment 
petit. Donc le produit du premier membre de (3) par une puissance 

, . os . . ® A r \ 
négative de — est infini. Donc ce produit ne peut être égal à la valeur 

D) 

acquise au point w par un polynome entier. Donc : 

TaéorÈme Il. — La valeur minima de l’exposant k (mentionné 
au théorème [) est celle qui fait acquérir au premier membre de la 


relation (1) une valeur finie pour les points où la tangente de la 
courbe S —0o est parallèle à l’axe des y. 


4. Je désignerai par la lettre « la valeur minima de #. Le théo- 
rème IT conduit à un procédé simple pour calculer «. Soient &, n les 
coordonnées de w. Aux environs de w, le binome (y—n) est déve- 
loppable en série suivant les puissances entières et positives de 


LE 
x—Ë)?, de la manière suivante : 
1 3 
(4) PEN HA (SE) LAN R)AAN(T EE RINEERSS 
On aura, pour la dérivée, le développement 


AVE —} 
bn NN dim à +... 
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Ainsi, (æ—$) étant supposé infiniment petit du premier ordre, 


dy 1 . OS dy re ERRR 

7 est d'ordre — = Mais Jy de + une limite finie, différente de zéro. 
os : - ; a : : 

Donc Te est infiniment petit d'ordre : Donc (5) est infiniment 


petit d'ordre _ Soit maintenant 6 l’ordre de la partie principale de 
dy dry 
HOPEZ ne TE) 


quand on y substitue à y et à ses dérivées le développement (4) et ses 
dérivées. Il en résulte, pour x, la valeur 4 — — 25. 

On doit, bien entendu, pour être d'accord avec l'hypothèse faite 
sur S, supposer que, dans (4), £,n, À, A, A/,... sont desindétermi- 
nées. Cela étant, on verra aisément qu’il en résulte pour 5 une valeur 
négative, et dont le double est un entier. On trouvera donc, pour a, 
un entier positif, comme cela doit être. 


nd 


D. Le nombre «, ainsi calculé, vérifie la relation 


1 47° 
(5) SJ rer ZE Te) = 0e), 

où ( est un polynome entier. Si la courbe Ü—o passe en un point 
de S à l'infini, on voit, en raisonnant comme au n° 3, que 0 est de la 
forme ® + LS, L et ® étant des polynomes entiers, et la courbe b—0, 
de degré moindre que 4, n’ayant plus aucun point commun avec S à 
l'infini. Par suite, au lieu de (5), on peut écrire 


(6) (So) r=s. 


IL est manifeste que tous les points d’intersection des courbes S 
et ® satisfont, sur S, à la condition exprimée par l'équation différen- 
uelle f—0, et réciproquement. Par suite, toute courbe plane algé- 
brique qui passe en tous les points de S satisfaisant à cette condition 
a une équation de la forme LS +P®—o, L et P étant des polynomes 
entiers. Par suite, si cette courbe est distincte de S et de degré non 
supérieur à D, son équation se réduit à la forme LS+®D—o, où le 
degré de L est égal à la différence de ceux de ® et de S. On voit donc 
que le premier des problèmes proposés plus haut (n° 1) consiste à 
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déterminer le degré de la courbe ® que nous venons de trouver par la 
relation (6). 

Pour trouver ce degré, je cherche celui de la résultante en x des 
équations P—0, S — 0. J’emploie, à cet effet, un procédé d’élimina- 
uon bien connu. De S—o, je ture les divers développements de y 
suivant les puissances descendantes de x. Soit m le degré de S. J’aurai 
m développements procédant suivant les puissances entières de x, 
commençant chacun par un terme du premier degré. Soit 

0 
(79 7=Br+0+i ++ 
un de ces développements, dont on doit supposer les coefficients 
indéterminés, suivant l'hypothèse faite sur S. Pour obtenir la résul- 
tante, 1l faut substituer à y, dans D (x, y), successivement les m déve- 
loppements analogues, et faire le produit des résultats. Le degré de 
la résultante est la somme des degrés de chacune de ces valeurs de ®, 
c'est-à-dire ic1 m fois le degré de l’une d'elles. 

Ce procédé d’élimination fait disparaître les solutions infimies, s'il y 
en a. Mais, comme par hypothèse il n’en existe pas, le degré de Ja 
résultante est le produit des degrés de S et de D. Donc le degré de ® 
est précisément égal au degré de la valeur obtenue pour ® quand on 
y substitue à y le développement (5). 

Or, par hypothèse, ce développement est tiré de léquation 
S(x,y)—=0o. Doncla valeur (7) de y y faitidentiquement évanouir $. 
Donc, au lieu de substituer cette valeur dans ®, on peut la substituer 
dans le premier membre de (6) : le résultat sera le même. Soit donc £ 
le degré qu’acquiert f par cette substitution ; le degré du premier 
membre de (6), et par suite le degré de ®, est 


M = a(m—1)+ 6. 


6. Les résultats des n°° 4 et 5 se résument dans l’énoncé sui- 
vant : 


Taéorëme IIL. — Les points d’une courbe algébrique planeS, de 
degré m, qui satisfont à une condition exprimée par une équation 
différentielle entière 


dy dny\ 
far s' + : Le: 


—— ; 9 ——— 
dx dxn 
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sont les intersections de S avec une autre courbe algébrique, dont 


le degré est de la forme a(m—1)+$, les coefficients « et B ne 
dépendant que de l’équation différentielle. On peut calculer ces 
coefficients comme il suit : 


1° Substituez, dans f, à y un développement suivant les puis- 


1 
sances entières et ascendantes de (x —Ë£)*, commençant par une 
constante, et dans lequel les coefficients et la constante Ë soient 


indéterminés ; et ordonnez le résultat de la substitution suivant 


1 
les mêmes puissances. L'exposant de (x—E£)*, dans le premier 


terme, est égal et de signe contraire à «. 

2° Substitues, dans f, à y un développement suivant les puis- 
sances entières et descendantes de x, commençant par un terme 
du premier degré, et à coefficients indéterminés ; et ordonnez le 
résultat suivant les mêmes puissances. L’exposant de x, dans le 
premier terme, est égal à £. 


7. On peut donner au théorème IL une autre forme, moins com- 
mode, il est vrai, pour le calcul des coefficients à et $, mais utile 
cependant dans quelques cas. Cette forme nouvelle se prête d’ailleurs 
très bien à une généralisation, comme on le verra dans la dernière 
parte de ce Mémoire. 

Je fais une substitution homographique 


| ax +by'+c a'z'+b'y'+c 
(8) A Do D D ÉTAIT REA TENTE ES) 
Az +By +C Ax+By'+cC 


Pour abréger l'écriture, je poserai 


à 


> , dY E dy" es sur s) 
(9) (AG—Ba)(z Dr) —(Be— Gb) P5 + Ca AC=.h: 





(10) Az'+By'+CG= 2. 


On déduit aisément de (8), par les procédés habituels pour le chan- 
gement des variables, et en désignant par R’ ce que devient R quand 
on y accentue les lettres a, b, c, 

CAES AU 
Qu) deicR 
Hs 31 
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puis, pour p22, 


dP y gP+1i 
(12) AE de 
dx? R22-1 


V étant une fonction entière de x’, y’ et des dérivées de y’, jusqu’à 
l'ordre n, par rapport à la nouvelle variable indépendante x', et qui 
n'est divisible ni par 3 ni par R. Je laisse au lecteur le soin de démon- 
trer l’équation (12). 

Soit maintenant 


dy dry ss: 
fer TX) = 0 


une équation différentielle entière. J'y fais le changement de varia- 


bles (8). Soit 





sa transformée, également sous forme entière. D’après les équa- 
tions (8), (10), (11) et (12), il est manifeste que, pour former f',1ln'y 
a qu'à substituer, dans f, les valeurs de x,y,..., fournies par ces équa- 


I $ ; 
Fa co: æet 5 étant desentiers 


tions, età supprimerun facteur delaforme 
dont le premier est positif, et le second positif ou négatif. Or ces nom- 
bres « et $ sont précisément les mêmes que précédemment, comme je 
vais le démontrer: c’est en cela que consiste la nouvelle forme du théo- 


rème III. 


8. En désignant par K une constante, on a, en verlu des équa- 
tions (8), ainsi que je viens de l’expliquer, une identité de la 
forme 


d dy KR re ay 
(13) fer D ee 7) = (er ee De): 





J'ai considéré précédemment une courbe S. Soit S' sa transformée 
par la substitution (8). Sur S’, je prends un point w' dans lequel R 
s’évanouisse. En ce point, f’ et 3 ont des valeurs finies, différentes 

e zéro. Pour un point m/, pris sur à distance infinimen 1 
d P point m/,] S’ à dist finiment petite 
d'ordre & du point w', R est un infiniment petit de ce même ordre. 
Donc, en m', la partie principale du second membre de (13), et par 

: - P P P , € 
suite celle de f, est d’ordre — ue. 

Au point w/ correspond, sur S, un point w dans lequel la tangente 

[ P ) ) P q 
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de S est parallèle à l'axe des y; et, au point »', un point», dont la 
distance à w est infiniment petite d’ordre &. Mais, aux environs de w, 
la variation de l’ordonnée des points de S est proportionnelle à la 
racine carrée de la variation de leur abscisse. Donc, pour m, la 
variation de l’abscisse est d’ordre 2e. Elle sera du premier ordre, si 


I dr, ' ; pire 
l’on suppose e—=- Ceci étant supposé, la partie principale de f est, 


au point 7, de l’ordre — ©. Donc ce nombre x est le même qu’au 
théorème III. 

De même, soit Q’ un point de S’, dans lequel 3 s’évanouisse; et soit 
M' un point, pris sur S’ à distance infiniment petite du premier ordre 
de Q/. En M, le second membre de (13) et par suite f, est infiniment 
grand d'ordre $. Mais à Q’ correspond, sur S, un point à l'infini. 
Donc, aux environs d’un point à l'infini de S, f'est du degré 8. Donc 
ce nombre $ est le même qu’au théorème III. J'ai donc cette propo- 
sition : 


Taéorëme IV. — Si l’on effectue, sur l’équation différentielle 
entière f—0, la substitution homographique (8), et que f'—=o soit 
la transformée sous forme entière, on a identiquement, en dést- 
gnant par K une constante, et par R ec par z Les expressions (9) 
et (10), 


K 
| Razé 





1) J. 

Les exposants « et 8 sont des entiers dont le premier est positif, 
le second positif ou négatif. 

Les points d’une courbe algébrique plane S, de degré m, qui 
satisfont à la condition exprimée par l'équation f — 0, sont les 
intersections de S et d’une autre courbe algébrique, dont le degré 
esta(m—1)+f$. 


9. Le premier des deux problèmes posés plus haut (n° 1) est résolu 
par le théorème IIT ou par le théorème IV. Avant de passer au second 
problème, je veux déduire de l’analyse précédente une conséquence 
qui sera bientôt utile. 

On vient de voir (n° 8) que, si w est un point de S, dans lequel la 
tangente soit parallèle à l’axe des y, et m un point de SUOMI 
distance à w soit infiniment petite du premier ordre (je faisicie— 1), 
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la partie principale de f est, au point », de l’ordre — &. Si, au lieu de 
supposer, comme jusqu’à présent, que S soit un polynome de forme 
générale dans son degré, et à coefficients indéterminés, nous le sup- 
posons maintenant particularisé, cette assertion peut devenirinexacte. 
On le voit sur la relation (13); car si, au point w’ qui, sur 5’, corres- 
pond à w, f! s'évanouit, l’ordre de f, au point m, surpasse — à. S'il 
en est ainsi, la courbe ® passe en w. Je vais montrer que cette cir- 
constance particulière peut être écartée au moyen d’une transforma- 
uon homographique. 

Soient, en effet, w', un point de S/ dans lequel la tangente de S’soit 
parallèle à l’axe des y', et w, le point correspondant sur S. On peut 
manifestement choisir les constantes de la substitution de telle sorte 
que tous les points tels que w, soient des points dans lesquels f ait 
des valeurs finies, différentes de zéro, sauf le cas, que j'écarte natu- 
rellement, où l’équation S — o serait une intégrale de f —o. Les con- 
stantes étant ainsi choisies, l’ordre de f', aux environs de w', est 
égal à — %. Ainsi la circonstance particulière dont il vient d’être ques- 
tion est écartée, si, au lieu de la courbeS et de l’équation f— 0, j'en- 
visage la courbe S' et l'équation f'— 0. 

On verra de même que, par cette transformation, on peut aussi 
faire en sorte que, pour tous les points à l’infimi de la courbe S, le 
degré de f’ soit toujours Ê, exactement comme dans le cas où S est 
un polynome indéterminé. Donc, en résumé, on peut, sans restreindre 
la généralité, supposer toujours que la courbe ® ne passe en aucun 
des points de S à l'infini, ni en aucun de ceux où la tangente de S est 
parallèle à l’axe des y, sous la condition d’entendre, par la courbe S 
et par l'équation f — 0, des transformées de la courbe et de l'équation 
proposée au moyen d’une substitution homographique. 


10. Les points d’une courbe S qui satisfont à une condition exprimée 
par une équation différentielle f—o sont, d’après les théorèmes HIT 
et IV, les intersections de S et d’une autre courbe algébrique ®, 
dont ces propositions nous enseignent à calculer le degré. Le nombre 
de ces points est donc, en général, égal au produit des degrés des. 
deux courbes. Mais, dans des cas particuliers, quelques-unes des. 
intersections de S et de ® peuvent se réunir, notamment aux points 
singuliers de S. C’est dans l’étude de ces circonstances que consiste 
le second de nos problèmes. La question à résoudre est donc celle-ci : 
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Trouver le nombre des intersections des courbes S et ®, qui sont 
confondues en un point donné de S. 

Je rappelle d’abord comment ce nombre peut être déterminé pour 
deux courbes quelconques. Soit O un point (singulier ou non) d’une 
courbe plane algébrique S. Les branches de la courbe S se répar- 
ussent, au point O, en différents systèmes circulaires (S), (S'), (S"),.. 
Je considère l’un d’eux (S). En désignant par £, n les coordonnées 
de O, je puis représenter (S) par deux équations telles que 


(es) m—Ët—tr, Jy—n=o(t). 


Dans ces équations, 7 est un entier positif, et ” (4) une fonction 
synectique pour les petites valeurs de #, s’évanouissant avec cette 
variable, et qui, en outre, acquiert r valeurs distinctes quand on donne 
à « successivement les 7: valeurs qui répondent à une valeur donnée 
de (x —E). 

Soit maintenant ® (x, y)—0 l'équation entière d'une courbe algé- 
brique passant en O. Dans le polynome entier D, je substitue à x et 
à y les valeurs urées de (14), et j'ordonne le résultat suivant les puis- 
sances ascendantes de £. Soit x le degré de £ au premier terme. 

Je considère de même les autres systèmes circulaires (5), (S"), et 
soient n', n",.... les nombres analogues à n, et quileur sont relatifs. 


Le nombre des intersections de S et ®, confondues en O, est 


IORENIL Lt sa 


Pour appliquer ce procédé de calcul au cas actuel, j'observe que, 
par hypothèse, les valeurs de x et de y, déduites de (14), font éva- 
nouir S. Or, ona(n° à) 

2S\«x 
1) — "= (x, y). 
(5) OFELCE 
_ Donc, pour calculer les nombres n, n', n",..., on peut opérer sur 
le premier membre de (15), au lieu d'opérer sur ®. Soit x, le nombre 


\ , 25 : ‘ Sr 
analogue à », obtenu en opérant sur ANSE viens de l'indiquer 


sur ® ; soit y le nombre obtenu en opérant sur f. En opérant sur le 
premier membre de (15), on obtiendrait le nombre (4n,+v). Soient 


de même n!,n",…; v', v',...les nombres analogues obtenus en opé- 
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rant avec les systèmes circulaires (S'), (S"), .... On aura 
R+N+HN +. = a(U+n ++...) HV HV + v +... 


Je poserai 


u+ni+ni+...= G, v+v'+v+,,..z L. 


Le nombre des points de S, satisfaisant à la condition / — 0, et qui 
se réunissent en O, est (aG +L). Le nombre G se calcule, comme on 
le voit, indépendamment de l’équation différentielle, et le nombre L 
sur cette équation même. On peut donc considérer par là notre pro- 
blème comme résolu. Tout ce qui va suivre constitue la discussion de 
notre solution. On pourrait toutefois compléter cette solution en exa- 
minant le cas où le point considéré est à l'infini. Il n’y a pas là de daf- 
ficulté nouvelle, et la méthode précédente s'applique, avec une faible 
modification, à ce cas. Je n’en ferai pas le développement, puisqu'il 
a été prouvé précédemment (n° 9) que, sans nuire à la généralité, ce 
cas peut toujours être écarté. 


11. Comme le nombre G ne dépend que de la courbe S, on est 
naturellement conduit à considérer successivementtousles pointsdes, 
dans lesquels G n’est pas nul. On doit penser que, dans le nombre 
total E(aG+L), la somme des nombres G sera remplacée par un 
élément simple de la courbe. 

Pour donner au résultat sa forme la plus simple, je suppose 
qu'aucune asymptote, ni aucune tangente singulière de S ne soit 
parallèle à l’axe des y, et qu’en outre S n’ait aucune branche tangente 
à la droite de l'infini. Ces hypothèses ne diminuent pas la généralité, 
puisque, commeil a déjà été dit, nous entendons par S une transformée 
homographique quelconque de la courbe proposée. De ces suppo- 
sitions 1} résulte que le nombre des tangentes de S, parallèles à l'axe 
des y, est égal à la classe de cette courbe. 

Nous considérons tous les points deS dans lesquels G n’est pas nul, 


PUR PRE DONS 
c'est-à-dire seulement ceux dans lesquels cn évanouit ; car ceux dans 


25 : - : 2 : : ; 
lesquels PE. est infini sont les points à l'infini de S, et ces points ne 


sont pas à considérer. 


_ 


S ; 4 S > É 4 
Or F s’évanouit d’abord en tous les points singuliers de S. La 
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somme > G; pour ces divers points, est égale (n° 10) au nombre total 


: ; os . 
des intersections des courbes S— 0, 97 — Qui sont confondues en 


ces divers points. 
E d \ os : PPS . « + 
es autres points Où; S évanouit sont ceux où la tangente de S 
est parallèle à l’axe des y. Leur nombre est la classe c de la courbe S. 


Soit m le degré de S ; celui de = est (m—1). On a donc 


c++ c- mm —1). 


Or, pour chacun des derniers points, nous savons (n° 9) que 
(4«G+L) est nul, puisque la courbe n’y passe pas. Donc nous pou- 
vons nous borner à considérer les points singuliers de S. Soit donc £. 
la somme des nombres L pour tous les points singuliers de $. Le 
nombre total des solutions réunies en ces points est : 


ad G+£— a[m(m—1)—c]+ £. 


Mais le nombre total des solutions, c’est-à-dire des intersections 
deS et ®, est «m(m—1)+f@m; donclenombre N des solutions qui 
subsistent, après suppression de celles qui sont réunies aux points 
singuliers de S, est 


(16) N=ac+fim—£. 


Ainsi le calcul se réduit à celui du nombre f 


4) 
opérant sur l'équation différentielle elle-même exactement comme on 
ferait sur l'équation d'une courbe, pour trouver le nombre de ses 


a 
. 


intersections avec S, confondues aux divers points singuliers de S 


que l’on trouvera en 


12. Le nombre £ dépend à la fois de la courbe et de l'équation ; 
on peut se demander suivant quelle loi. Il est manifeste qu'on ne 
saurait répondre à cette question sans supposer, entre la courbe et 
équation, une certaine indépendance. Cette réserve est analogue à 
celles qu’on est conduit à faire dans la théorie des caractéristiques 
des systèmes de coniques. Ce n’est pas sans dessein que je cite ici la 
théorie des caractéristiques : on va voir que les recherches actuelles 
ont avec celte théorie plus d’un rapport. En ce qui touche l’indépen- 
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dance que je supposerai entre la courbe et l'équation différentielle, je 
la préciserai entièrement comme Je vais l'expliquer. 
Soit, comme au n° 10, un système circulaire 


(17) m—f= M, | Yong) 


Je suppose d’abord que l’entier positif r et les exposants successifs 
de €, dans le développement de # (4) suivant les puissances entières 
et positives de £, soient des nombres donnés ; mais queé, net les coeffi- 
cients du développement soient indéterminés. En opérant sur / comme 
il a été expliqué au n° 10, on trouve un nombre y, qui est un élément 
du nombre £. 

Soit maintenant donnée une courbe S, qui comprenne un système 
circulaire de branches représenté par les équations (15), dans 
lesquelles alors les constantes ne sont plus indéterminées, mais ont, 
au-contraire, des valeurs données. En opérant de même sur f, on pourra 
trouver soit le nombre y, soit un nombre supérieur. Si effectivement 
on trouve y, et que la même chose ait lieu pour tous les systèmes cir- 
culaires de la courbe S enses points singuliers, je dirai que la courbe S 
et l’équation différentielle sont indépendantes, ou que la condi- 
uon exprimée par l'équation différentielle est indépendante de la 
courbe : 


D'après cette définition même, et comme cas particulier, /’élément 
du nombre £, relatif à un système circulaire de branches d’une 
courbe, et pour une condition indépendante de cette courbe, ne 
dépend pas de l’origine de ce système circulaire. [L'origine du sys- 
ème circulaire (15) est le point 6, n.] 


Par exemple, il est manifeste que l'élément y du nombre £ , relatif 
à une branche ordinaire 


T—É=tl, y—n=At+BE+CES+... 
est nul. Donc : 


Taéorkme V.— Sur une courbe quine possède que des branches 
simples (ou, suivant M. Cayley, branches /{néatres), le nombre des 
points qui satisfont à une condition exprimée par une équation 
différentielle algébrique, et indépendante de la courbe, est 
ac+fm. Les nombres c et m sont la classe et le degré de la 
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courbe, les nombres « et ne dépendent que de l'équation diffé- 
rentrelle. (Ce sont les mêmes qu'aux théorèmes III et IV.) 


13. Considérons maintenant une courbe S qui comprenne des sys- 
tèmes circulaires d’une famille déterminée, et qui, en dehors de ces 
systèmes circulaires, ne comprenne que des branches simples. J’en- 
ténds par famille l'ensemble des systèmes circulaires (17) dans lequel 
les exposants sont donnés et les coefficients indéterminés. Soity l’élé- 
ment du nombre £ , relatif à un système circulaire de cette famille. 
S1 l’on suppose l'indépendance entre la courbe et l’équation différen- 
uelle, le nombre £ sera le produit de y par le nombre des systèmes 
circulaires de la famille considérée, qui se trouvent dans S. Soit Æ ce 
nombre ; on a donc, pour le nombre des points de S qui satisfont à la 


condition considérée, 
N=ac+8m—vx. 


Si, de même, je considère une courbe S comprenant deux familles 
déterminées de systèmes circulaires, on aura 


N=ac+bm—yk— vx. 


Et enfin, si l’on considère une courbe comprenant g familles déter- 
minées de systèmes circulaires, on aura 


(18) N— ac,+ Bm—vke— VV, va-ukig-u0, 


Tous les termes de cette formule sont, comme les deux premiers, 
le produit d’un nombre dépendant de la condition par un nombre 
dépendant de la courbe. Auinsi : 


Tuéonème VI. — Le nombre des points d’une courbe algébrique 
plane qui satisfont à une condition exprimée par une équation 
différentielle algébrique et indépendante de la courbe s'exprime 
par une somme de termes dont chacun est le produit d’un nombre 
ñe dépendant que de la condition par un nombre ne dépendant 
que de la courbe. Le nombre de ces termes est au plus égal(on 
verra qu’il peut être moindre) à celui des familles de systèmes cir- 
culaires que comprend la courbe (en comptant les branches simples 
ordinaires pour une famille, et les branches simples à inflexion pour 


une seconde famille). 
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Si la courbe n’est en aucune facon précisée, le nombre des termes 
est-il effectivement illimité, comme semble l'indiquer ce dernier théo- 
rème? Ou plutôt dans quelle mesure faut-il préciser l'équation diffé- 


rentielle pour que, de ce fait, le nombre des termes se trouve limité ? 


Telle est la question dont Je vais actuellement m'occuper. 


14. Je considère, en premier lieu, une équation différentielle du 
premier ordre 


Pour un système circulaire quelconque, à coefficients indéterminés, 


d à 4 ; ; : « 
pa a ont, à l’origine de ce système circulaire, des valeurs finies. 
T 


et indéterminées. Il en est de même de f. Donc, quel que soit le sys- 


ième circulaire, le nombre y est nul ; dont # l’est aussi. Ainsi : 


Taéoreme VII. — Le nombre des points d’une courbe algébrique 
plane quelconque, de classe c et de degré m, qui satisfont à une 
condition exprimée par une équation différentielle du premier 


ordre algébrique, et indépendante de la courbe, est (ac+fm), 
les nombres x et $ ne dépendant que de l’équation différen- 
tielle. 


Si l’on applique à la fois à la courbe et à l’équation une transfor- 
mation corrélative, le nombre (xc+f$m) ne change pas, tandis que 
les nombres c et m se permutent entre eux. Donc les nombres x et 8 
se permutent aussi entre eux. Par suite, la signification géomé- 
trique de & se trouvera en transformant celle de 6, laquelle est évi- 
dente. 

Je suppose que l'intégrale générale de l'équation proposée se repré- 
sente par un système de courbes planes (généralement transcendantes), 
que, pour abréger, je désigne par courbes intégrales. En supposant 
m—i1,c—=0, Je vois que Ê est le nombre de courbes intégrales qui 
touchent une droite. Par suite, 4 est le nombre de courbes intégrales 
qui passent par un point. Suivant les conventions usitées pour les 
systèmes de courbes algébriques, et étendues par M. Fouret aux sys- 
tèmes de courbes transcendantes (!),les nombres «et 8 sont les carac- 


(1) Bulletin de la Société mathematique, t. IX, p. 52. 
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téristiques du système formé par les courbes intégrales, Le théo- 
rème VII peut alors être énoncé comme il suit : 


Dans un système dont les car actéristiques sont «et $, le nombre 
des courbes qui touchent une courbe de classe c et 7 #. gré m est 


(ac+fim) (1). 


I faut avoir soin d'ajouter, comme au théorème V IT, que {a courbe 
doit être indépendante du système. 


15. Je considère, en second lieu, les équations différentielles du 


2 
second ordre ; mais je m'occupe d’abord de la plus simple, T0, 
T° 


qui est celle des lignes droites, et qui, sur une courbe, en caractérise 
les points d’inflexion. 

J’applique d’abord à cette équation le théorème III. En suppo- 
sant 





3 
J=n+A(r—E) +, °) 
Je trouve 
dy 
dx? 





1 es 
donc (théorème La; Je suppose ensuite 


D 
Dep Cs +. 





d’où 
dy D 
RO ; 
dx? FA 
donc $——3. La courbe ®, qui coupe la courbe S de degré m en ses 


points d'inflexion, est Hone de degré 3(m—1)—3—3(m—2), ce 
qui est bien connu. J'arrive maintenant à l’étude du nombre LPS 6 
un système circulaire 


(19) Œœ—E— 1", J—n=u(ét)=Atr+ Berre +... 
Dans le développement de © (t), j'ai supposé le premier terme du 


degré r. C’est en effet la condition pour que la tangente ne soit paral- 
lèle à aucun des axes des coordonnées. Pour calculer le nombre y, 


(1) Cette proposition, connue depuis longtemps pour les systèmes de courbes 
algébriques, a été étendue par M. Fouret au cas actuel. 
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élément de # relatif au système circulaire (19), exprimons en 


LA 
dx? 
fonction de t, développons suivant les puissances ascendantes de #, et 


prenons le premier terme. Ce premier terme est 


dy o 0 \ 
(20) ee NT | D PEN 
r r É 





done y—9—7r. Donc le nombre des points d’inflexion d’une courbe 
de degré m et de classe c est 3(c—m)—X(p— 7), la sommation s’ap- 
pliquant à tous les systèmes circulaires formés par les branches de Ja 
courbe en ses points singuliers. 

Je donne habituellement à ce résultat une autre forme. Pour une 
branche simple (7—1) et ordinaire (b— 1), le nombre (p—7) est 
nul. Pour une branche simple et à inflexion (o—2),le nombre (p—1) 
est égal à l’unité. Enfin, pour une branche simple où p est supérieur 
à », on voit que l’origine de cette branche compte pour (p—1) ou 
(o—7) inflexions. Par analogie, pour un système circulaire quel- 
conque où le nombre p est supérieur à 7, jai donné au nombre (p—r) 
le nom de nombre des inflexions effectives contenues dans les 
branches de ce système circulaire. Cette dénomination se justifie par 
diverses considérations qui ne sauraient trouver place ici. Au con- 
traire, quand le nombre 5 est égal ou inférieur à 7', je conviens de dire 
que le système circulaire ne contient pas d’inflexion effective. Pour 
donner à la formule du nombre des points d’inflexion la forme que j'ai 
en vue, Je conserve les lettres 7° et p seulement pour les systèmes cir- 
culaires où l’on a p>> 7. En outre, dans la sommation E(o—7:), je fais 
entrer les branches simples à inflexion. Je désigne cette somme par la 
lettre £. Le nombre z est celui des inflexions effectives de la courbe. 
En second lieu, j'emploie les lettres r' et p! pour les systèmes circu- 
laires où l’on a s'<< 7, et je désigne par # la somme X(7/—p/). Les 
systèmes circulaires, où l’on a 3 —7, disparaissent d'eux-mêmes, et la 
formule des points d’inflexion devient 


(21) t—1'—3(c—m). 


Mais, par une transformation corrélative, un système circulaire tel 
que (19) se change en un autre où les deux nombres 7 et o sont per- 
mutés entre eux. Donc le nombre # a, pour une courbe corrélative de 


RC. 
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la proposée, le même sens que le nombre à pour la courbe proposée 
elle-même. La formule (21) peut donc être ainsi énoncée : 


La différence des nombres des inflexions effectives de deux 
courbes corrélatives est égale au triple de la différence de leurs 
degrés pris en ordre inverse. 


Il était nécessaire de rappeler ici la formule (21), afin de pouvoir 
interpréter le résultat que Je vais maintenant obtenir pour les équa- 
tions quelconques du second ordre. 


16. Il s’agit d'étudier la composition du nombre £ pour une équa- 
ton du second ordre 


F dy dy En dy d? s 
rer o= (7 0 DITES) 


L’équation proposée étant mise sous forme entière, Ÿ est un polynome 





entier et s un entier positif. De plus, parmi les diverses valeurs de 
l’entier s, correspondant aux divers termes de l’équation, il s’en 


8 , . , . . . . . d2' 
trouve une qui est zéro, sans quoi l'équation serait divisible par A 
\ De 


Je considère encore le système circulaire (19). Les parties princi- 
d ‘ : , 17 
pales de x, y, “= sont 6, n, À, qui sont des indéterminées. Donc, 


après substitution des valeurs qui répondent au système circulaire(r19), 
le polynome Ÿ a pour partie principale une constante qui n’est pas 


mur ; 
—— est, comme on l’a 
dx? 


vu (20), de l’ordre (3—7'). Jai ici à distinguer trois cas, suivant le 


nulle. En second lieu, la partie principale de 


signe de (po — 7°) : 


1°0>>r. Tous les termes dans lesquels s n’est pas nul ont des 
parties principales de degrés positifs. Seul, le terme où s est nul a 
pour partie principale une constante. Donc la partie principale de f 
est une constante. Donc le nombre y est nul. Donc les systèmes cir- 
culaires où l’on a p>>7r n'interviennent pas dans la composition du 
nombre £. 

NP no lous les termes de (22) ont pour parties principales des 
constantes. Il faut se demander si, entre ces divers termes, peut 
exister une réduction qui fasse disparaître la somme de leurs parties 
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principales. Or, d'après l’équation (20), la partie principale du 


d? 
terme 1621 est 
9 À à £ ; 
(E)' (+) en ass 


2? 

Elle ne peut se réduire avec la partie principale d’un autre terme : 
ces deux expressions contiennent, en effet, l’indéterminée B avec des 
exposants différents. Donc la partie principale de f est encore une 
constante. Donc les systèmes circulaires où l’on à o=7 n'inter- 
viennent pas non plus dans la composition du nombre £ 

3°o<r. La partie principale de chaque terme est d'ordre négatif 
—s(r—p). Soit y la plus grande valeur de s, c’est-à-dire le degré de 


EA ; . da ; NP 
l'équation par rapport à — La partie principale de f est de l’ordre 


—y(r—0). Tel est ne ent du nombre £ pour un système 
circulaire où l’on a pr. Le nombre £ est donc égal à —#°, le 
nombre £' étant, comme précédemment, la somme des nombres posi- 


ufs (r—3). Donc : 


Taéoreme VII. — Le nombre des points d’une courbe algébrique 
plane, qui satisfont à une condition exprimée par une équation 
différentielle du second ordre, et indépendante de la courbe, 
est ac+$m+yt; les nombres c, m,i dépendent de la courbe 
seule, et les nombres «, $, y de l’équation différentielle seule. 

Les nombres c et m sont la classe et le degré de la courbe. Le 
nombre v'est celui des inflexions effectives des courbes corréla- 
tives de la proposée 


Il est manifeste qu’on peut, en appliquant à la courbe et à l’équa- 
uon une transformation corrélative, exprimer le même nombre par 
la formule œ'm+f$'c+ry'c, où æ/, ÿ/, Ÿ sont les nombres analogues 
à à, P, y pour l'équation différentielle transformée, et où lenombre & 
est, comme ci-dessus, le nombre des inflexions effectives dela courbe 
elle-même. Mais on peut obtenir immédiatement la nouvelle formule 
en partant de la précédente et en faisant usage de la formule (21). Je 


tire de cette dernière |’ expression de £’, et je conclus 
N=ac+fm+yi=(B+3y)m+(a—3y)c+ y. 


Ainsi les coefficients 4', f', y’ sont exprimés par x, 8, comme il 
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suit : 
(23) LR PETER ee 


La troisième équation se déduit de la seconde en permutant l’ac- 
cent, en sorte que ces relalions sont bien, comme cela doit être, symé- 
triques par rapport aux deux systèmes de nombres. 

Quelles sont, maintenant, les significations géométriques des 
nombres &, $,,en supposant, comme au n° 14, que l'intégrale générale 
de l’équation différentielle se puisse représenter par une série, ici 
doublement infinie, de courbes que j'appelle, pour abréger, courbes 
intégrales ? En premier lieu, y est, comme on l’a vu, le degré de 


l'équation par rapport à Lee Donc c’est le nombre des valeurs de 


cette Se qui répondent à un système de valeurs données pour 
æ Fe + Donc y est le nombre des courbes intégrales qui passent 
dd 


par un si donné et y touchent une droite donnée. Sous cette 
forme, il est évident que le nombre y se conserve dans les transforma- 
tions corrélatives, ainsi que le montre aussi la première des équa- 
tions (23). 

En second lieu, si je fais m—1, c—0, #—0,N se réduit à $. Donc 
8 est le nombre des points d’une droite qui satisfont à la con- 
dition exprimée par l'équation différentielle, ou le nombre des 
courbes intégrales qui ont une droite donnée pour tangente d’in- 
flexion. 

Le nombre $! a la signification corrélative de celle de $. Donc, 
d’après (23), le nombre (a— 37) est le nombre des courbes inté- 
grales qui ont, pour point de rebroussement, un point donné. Au 
point de vue algébrique, on verra sans peine que le méme nombre 


: 4 r \ dy 0 . 
(a—3y)est égal au degré, par rapport à 7) du coefficient de la 


3 dy ; hrs à 
plus haute puissance de =; dans l'équation différentielle. 


17. Revenons, pour un instant, à la considération d’une équation 
différentielle d'ordre quelconque, et supposons une courbe S qui ne 
possède, en outre de branches simples, que des systèmes circulaires 
d’une seule famille : le rebroussement ordinaire, lequel est caractérisé 
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par les équations 
x—Et=t?, Y—-n=AC+BE+ Ci... 


Reportons-nous aux résultats du n° 13, et appelons (—+) le 
nombre y relatif à cette famille de systèmes circulaires, pour l’équation 
proposée. La courbe S ne possède, en fait d’inflexions effectives, que 
des inflexions ordinaires. Ainsi, pour cette courbe, le nombre & est 
(n° 15) celui de ses inflexions ordinaires. Une courbe S/, corrélative 
de S, ne possède également, en fait d’inflexions effectives, que des 
inflexions ordinaires, corrélatives des rebroussements de S. Donc le 
nombre ?’ estici celui des rebroussements de S. Cela posé, la for- 
mule (18) du n° 13 donne, pour le nombre des points de la courbe S 
qui satisfont à la condition exprimée par l’équation différentielle, 


(24) N=ac+£m+y. 


Cette formule est entièrement semblable à celle qui est relauve à 
une équation du second ordre et à une courbe ayant des singularités 
quelconques. Mais il ne faut pas perdre de vue que, dans le cas actuel, 
la courbe S ne doit posséder que des singularités spéciales. Toute- 
fois, comme les courbes corrélatives de S ne contiennent, elles aussi, 
que ces mêmes singularités, on peut aussi, de la formule (24), déduire, 
de même que précédemment, la formule corrélauive. Donc les équa- 
tons (23) ont encore lieu entre x, 5, y et les coefficients analogues 
a, D’, y’ relatifs à l'équation différentielle, transformée de la proposée 
par corrélation. La signification du coefficient y ne peut plus üei 
être donnée d’une manière aussi simple; quand aux autres coeffi- 
cients, leur signification se modifie à peine, ainsi qu'on le verra dans 
cet énoncé : 


THéorëmE IX. — Soit une courbe ne contenant que des branches 
simples et des branches à rebroussement ordinaire : le nombre de 
ses points quisatisfont à une condition exprimée par une équalion 
différentielle algébrique d'ordre n, et indépendante de la courbe, 
estac+$m+yr. Les nombres c, m, r sont : la classe, le degré,le 
nombre des branches à rebroussement de la courbe. Les nombres 
a, ,yne dépendent que de l’équation différentielle, et ont les 
significations suivantes : 

6 est le nombre des points d’une droite qui satisfont à la con- 
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dition exprimée par l'équation différentielle, ou le nombre des 
courbes intégrales qui ont une droite donnée pour tangente dé 
(na —1)“Pte inflexion. | 

(a — 3y) est le nombre des courbes intégrales qui, en un point 
donné, se composent de n branches ayant, avec une méme tan- 


gente, des contacts de l’ordre = 
ll 


3(a+f$)+7y est le nombre des courbes intégrales qui ont un 
contact d'ordre n avec une courbe donnée du troisième ordre et 
de la troisième classe. 


On peut aussi remarquer que 2(4+$) est le nombre des courbes 
intégrales qui ont, avec une conique donnée, un contact d'ordre n. 
Ceci rend évident que le nombre («+ 8) se conserve dans les trans- 
formations corrélatives, ainsi que le montrent aussi leséquations (23). 
Cela étant, la signification du nombre 3(4+6%) +y rend également 
évident que le nombre y se conserve dans les transformations corréla- 
tives. V | | 

Sous une forme géométrique, on peut énoncer le théorème [IX (et 
la même remarque s'applique au théorème VIIT) en disant que le 
nombre des courbes d’une série «" dans un plan, qui ont, avec 
une courbe donnée, un contact d’ordre n, est ac+fm+yr, 
pourvu que cette dernière ne contienne que des singulartités ordi- 
naires. | 

Les interprétations précédentes des coefficients donnent, dans cer- 
tains cas; des résultats d'apparence paradoxale, dont il est nécessaire 
de dire quelques mots. On ne doit pas perdre de vue que, dans tout 
le cours de cette analyse, il a été supposé (n° 9) que la courbe S ne 
fournit pas une intégrale de l'équation différentielle considérée. Il 
n’est donc pas permis d'appliquer les résultats acquis aux cas où cette 
supposition n’est pas vérifiée. Par exemple, si 8 est négauf, l’inter- 
prétation de ce nombre n’a plus aucun sens. On en peut conclure que 
les lignes droites fournissent des intégrales de l'équation. Si (a+f) 
est négatif, c’est que les coniques sont dans le même cas, etc. Je tire 
de là cette conséquence, qui me sera utile plus loin : le nombre 
(a+) ne peut étre négatif que st l'équation différentielle est au 
moins du cinquième ordre. 


18. Dans l'énoncé du théorème VIIE, qu’on peut rapprocher du 
H. 32 
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théorème IX, une circonstance doit attirer l'attention : si, au lieu de 
considérer une courbe S, de degré m, de classe c et possédant des 
singularités quelconques, on avait envisagé une courbe de degré m, 
possédant ?’ rebroussements ordinaires et, en outre, des points doubles 
ordinaires en nombre tel que, joints aux  rebroussements, 1ls pro- 
duisent l’abaissement m(m—1)—c de la classe de la courbe, la for- 
mule 4c+ $m+7y1 n'aurait pas été changée. Ainsi, au point de vue de 
cette formule, toutes les singularités de la courbe produisent le même 
effet que & rebroussements, et à — = [m(m— 1)—c—3t | points dou- 
bles. Si, en outre, on envisage, en même temps, la formule corréla- 
uve (B+3y)m+(a—3y)c+7yr, on voit que les mêmes singularités 
produisent le même effet que à tangentes d’inflexion et 


0 — =[e(e—1) —m—3i] 


tangentes doubles. Nous sommes ainsi conduits à nous placer à un 
point de vue que les équations de Plücker et un Mémoire bien connu 
de M. Cayley ont rendu familier aux géomètres : nous nous trou- 
vons en présence d’une catégorie de questions dans lesquelles toutes 
les singularités d’une courbe plane algébrique quelconque sont entiè- 
rement représentées par des nombres déterminés de points doubles, 
de points de rebroussement, de tangentes doubles et de tangentes 
d’inflexion. 

Mais 1l faut se garder de donner à cette conception une extension 
qu’elle ne comporte pas. Ce serait, par exemple, une erreur de croire 
que les éléments dont je viens de parler, ou même d’autres, en 
nombre fini et déterminé, pourraient suffire à représenter, dans toutes 
les questions géométriques, les singularités d’une courbe algébrique 
quelconque. On s’en convaincra aisément par l’examen des circon- 
stances qui s'offrent à l’égard des équations différentielles d’ordre 
supérieur au second. C’est de ce sujet que je vais maintenant m’oc- 
cuper, en me bornant toutefois aux équations du troisième ordre, qui 
donnent une idée suffisante des résultats relatifs aux équations d'ordre 
plus élevé. 


19. Soit une équation différentielle algébrique du troisième ordre 


ALES dy y &y\ dy\ (dy\\/[&y\t 
(25) offer D )=Du(er L) (2) (2) d 
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où Ÿ est un polynome entier ; À et u sont des entiers positifs : une au 
moins des valeurs de À est nulle ; de même à l'égard de u. J'ai, comme 
précédemment, à étudier la composition du nombre £ . 

Soit, à cet effet, un système circulaire 


(26) x—EËE—e#r, J—n—=v(t) = Atr+ Béir+p+ Cer+p+o E..., 


Je distinguerai deux cas, suivant que b est égal 7, ou en est dif- 
férent. Le premier de ces cas est très simple et entièrement analogue 
à celui du n° 16. En supposant p = 7, on trouve, pour les parties 
principales des dérivées de y, 


2 3 


dx r 








Répétant 1c1 l'analyse du n° 16, on trouvera que le nombre y est 
nul si s est supérieur ou égal à r. Si, au contraire, o est inférieur à r, 


FE ; MCE À 
et que à soit le degré de f par rapport à SL le nombre y est égal 


à —0(7—cs). Par suite, pour l’ensemble des systèmes circulaires 
d’une courbe S, dans lesquels on a p—7r,s<7r, l'élément du 
nombre £ est —02Z(r—c). 

J'arrive maintenant au cas où p est différent de r. D’après l'hypo- 
thèse pZr, on a, pour les parties principales, déduites de (26), 








2 3 2 
(27) er = Ê (1+ 2er... LAB UE (£ —1) Berre. 


dx" r dæ3 7 
à | 
Après substitution des valeurs tirées de (26), pour xz,Yy,..., la 
partie principale du terme mis en évidence, dans (25), a pour 
degré : 
(28) 2=)À(p—r)+p(p—2r)=(1+m)p—(À+2m)r. 


Pour obtenir le degré de la partie principale de f, j'ai à chercher 
la plus petite des valeurs que puisse acquérir à par la substitution 
aux lettres À, w de tous les systèmes de valeurs dont elles sont suscep- 
tibles dans (25). On voit immédiatement que le système (À, k), 
propre à fournir ce minimum, dépend généralement du rapport des 
nombres p et r:. De là résulte une différence notable entre le cas actuel 


et ceux qui ont été précédemment envisagés. 
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La forme de l’expression (28) suggère naturellement l’idée d’em- 
ployer, pour étudier ce minimum de à, l’artifice imaginé par Vewton 
pour une question analogue. Le procédé que je vais développer est 
donc une imitation de la règle connue sous le nom de parallélo- 
gramme de Newton. 


20. Le principe de cette règle se réduit à une proposition des plus 
simples: Soient, dans un plan, et relativement à deux axes de 
coordonnées, U, V les coordonnées d’un point donné M; et u, v 
les coordonnées d’un point variable m, astreint à étre situé dans 
l’intérieur d’un contour fermé et convexe (C). L'expression 
(uV—oU)aun maximum et un minimum : on les obtient en pla- 
cant m en l’un ou l’autre des deux points du contour, dans 
lesquels la tangente de ce contour est parallèle à la droite qui 
jotnt l’origine au point M. 

Pour distinguer le maximum et le minimum entre eux, on peut 
faire usage de la règle suivante : Qu’on circonscrive au contour © 
un parallélogramme dont les côtés sotent respectivement paral- 
lèles aux axes. Soient p, q les points de contact, avec G, de deux 
côtés consécutifs, et Q le sommet du parallélogramme, point de 
concours de ces deux côtés, dont l’un Qp est parallèle à l’axe des u, 
l’autre Qg est parallèle à l'axe des +. La partie du contour CG, 
inscrite dans l’angle pQg et tournant sa convexité vers Q, sera 
distinguée parles signes des deux directions Qp, Qg. 

Cela posé, le point m, qui rend {uV —vU) minimum, est situé 
dans la partie distinguée par les signes : 


—— pour Qp et — pour Qg, si M est dans l’angle (+u, +v); 
+ » + » (— u, "+ p)$ 
— .» — » (— u, —); 
— » — » (+ u, —+v). 


Je laisse au lecteur le soin de démontrer ces règles, et je me borne 
à faire observer qu’elles s'appliquent aussi bien à un contour brisé 
qu'à un contour formé par une ligne continue. Il suffit que le contour 
soit toujours fermé et convexe. Quand le contour présente un angle, 
on doit entendre par {angente une droite qui, sans traverser le con- 
tour passe par le sommet de l’angle. 
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.21. Pour appliquer à l'étude du minimum de à les règles précé- 
dentes, je pose | 


(29) Â+u=u, ÀÂ+ou— pv. 


À chaque terme de l’équation (25) correspond ainsi un point m, 
dont les coordonnées sont u, v. On peut unir par des lignes droites 
un certain nombre de ces points, de manière à tracer un polygone 
fermé et convexe, satisfaisant aux deux conditions suivantes : 1° tous 
ses sommets sont des points correspondant à des termes de (25); 
2° tous les autres termes qui correspondent à des termes de (25)sont 
à l’intérieur de ce polygone. C’est ce polygone qui sera notre con- 
tour (C). Les coordonnées U et V du point M seront les nombres r 
et p, en sorte que (28) d sera l’expression (uw V—U). Comme retp 
sont essentiellement positifs, M est dans l’angle (+u,++), en sorte 
que la partie wtrle du contour (CG) sera uniquement celle qui est dis- 
tinguée par la combinaison de signes (+ ,—). 

Soit m; un sommet de (C) compris dans la partie utile. Ce sont les 


coordonnées de ce sommet qui rendent à minimum si la droite menée 
1 à | FOR CRE ; À 
par mj avec le coefficient angulaire ? ne traverse pas le polygone ; 
e 

= 


c'est-à-dire si © est compris entre les coefficients angulaires des deux 


côtés dont l'intersection est m;. 

Soient donc Mm,, Mm2,..., myxles sommets consécutifs de la partie 
utile de (C), rangés dans leur ordre naturel, et de telle sorte que les 
coefficients angulaires ci, C2, ..., C1 des côtés m3 Mo, Mo M3, -.. 
aillent en décroissant. Désignons, en général, par À;, u; les valeurs 
de À et x qui correspondent à m;.. Le minimum de D est 


(Ag + Hk1)p — (Ax-1 +2b1)T, Si Ck-22 . > C1» 


(Ag mx )p—(Âx +apx )r, Si C1 


99, Connaiïssant le minimum de à, il nous reste à établir que ce 
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minimum est l’ordre même de la partie principale de f. Il ne peut y 
avoir de doute à cet égard que si le même minimum est fourni par 
deux termes au moins : on pourrait, dans ce cas, craindre une réduc- 
tion entre les parties principales de cestermes. Supposons donc qu'on 
ait, pour ces deux termes différents, 


d—(ÀA+p)p—(À+ou)r =(\+p)p—(l\'+ap)r. 


En vertu de(25),les parties principales correspondantes contiennent, 
en facteur, la lettre B, respectivement, avec les exposants (Â+ u) 
et (\ +). Pour que la réduction fût possible, il faudrait donc qu’on 
eût ÀAtu—\+1. Il en résulterait donc soit r—0o, soit ÀA=W\, 
u=—=y/, ce qui est impossible. 

Donc le degré de la partie principale de f est égal au minimum 
de à. 

Soit maintenant une courbe S, indépendante de l’équation diffé- 


rentielle. Je pose 
E(p—r)=£g;, Z(o—2r)=h;, 


les sommations s'appliquant à tous les systèmes circulaires de S, où o 
et r sont différents, et où l’on a 


0 
C2 > Cj- 


Ces conditions s’appliquent aux valeurs 1, 2,..., # du nombre }, à 


condition de supposer 
Co = + %, CC —= O. 


I! résulte, de l’analyse précédente, que la partie du nombre £ , rela- 
tive à tous les systèmes circulaires de S, où o et r sont différents, est 
ainsi 


(30) ki gi+ ho So +. se À Sk + Lu li + Lo Ra +. + uxhx. 


Cette expression contient 2 Æ termes ; mais un des coefficients, au 
moins, est toujours nul. En effet, d’après (29), on a 2u—v—). 
Comme À est toujours positif et qu’au moins une de ses valeurs est 
nulle, on voit qu'un, au moins, des sommets utiles du polygone (c) 
correspond à une valeur nulle de À. Donc un des coefficients À, dans 
l'expression (30), s'évanouit. D'autre part, par un raisonnement 
analogue, on verra qu'aucune des valeurs nulles de x ne correspond 
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à un sommet utile du polygone. Par suite, l'expression (30) se 
réduit, en général, à(2X —1)ou(2k—2) termes. Il peut y avoir encore 
une autre réduction dans le nombre des termes. Car la même valeur 
de À peut appartenir à deux sommets différents de la partie utile du 
polygone ; et de même pour les nombres a. On voit ainsi que Le 
nombre des termes distincts de l'expression (30) a pour limite 
inférieure le nombre des sommets utiles du polygone, diminué 
d’une unité. 

D’après (29), on a u—6— —1. Donc (4—+) est minimum quand 
pu est maximum. Donc, parmi les sommets utiles de (c), se trouve un 
sommet répondant à une valeur de p égale au degré de l'équation par 
rapport à oi C'est ce degré que j'ai précédemment désigné par à 
(n° 19). Or on a vu que l’ensemble des systèmes circulaires de S, où 
les nombres p et r sont égaux, fournit au nombre £ l'élément 
—Ô0Z(r— 6). Le coefficient à de cet élément étant un des nombres u 
de (30), il en résulte que £ se réduit lui-même, en tenant compte de 
toutes les réductions, à une somme de termes des deux formes Àg 
et mA, où À et u sont des exposants de (25) correspondant à des 
sommets utiles de (c), et g et À des nombres dépendant de la courbe S. 


93. Je résume ces résultats dans l’énoncé suivant : 


Taéonime X. — Le nombre des points d’une courbe algébrique 
plane qui satisfont à une condition exprimée par une équation 
différentielle algébrique du troisième ordre, et indépendante de 
la courbe, s'exprime par une somme de termes dont chacun est le 
produit d’un coefficient ne dépendant que de la condition par un 
nombre ne dépendant que de la courbe. 

Deux de ces termes sont ac, 8m, les mêmes qu’au théorème TX. 


Soit à 
dy\ /d&y dy \v 
— | re —_—— 
À =2 is (z. 7 a) (S) (>) 


 l’équation différentielle proposée, sous forme entière. Dans les 
autres termes, les coefficients qui ne dépendent que de la condi- 
tion sont, quelques-uns des exposants À, p, définis comme cl 
sul : 





A chaque terme de l'équation, faites correspondre, dans un 
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plan,un point m dont les coordonnées rectilignes soientu=}+u, 
v—)+ou. Traces le polygone fermé et convexe, dont les som- 
mets soient choisis parmi ces points, et qui enveloppe tous les 
autres. Considérez, parmi les sommets, ceux auxquels aboutissent 
des côtés dont les coefficients angulaires sont positifs, et qui, en 
outre, appartiennent à la partie du polygone dont la convexité 
est tournée vers l’axe des v. | | 

Les exposants X et qui correspondent à ces derniers sommets 
sont les coefficients dont il s'agit. 


On voit, par cette dernière proposition, que, contrairement à ce qui 
se passe pour les équations du premier et du second ordre, il ne suffit 
pas de savoir que la condition considérée est exprimée par une équa- 
tion différentielle algébrique du troisième ordre pour en pouvoir con- 
clure le nombre des termes auxquels se réduit la formule (18) 
du n° 13. Pour connaître une limite supérieure du nombre de ces 
termes, la courbe S restant indéterminée, il sera nécessaire de savoir 
d'avance que les exposants À, 1 sont renfermés dans de certaineslimites. 
Par exemple, si l’on connaît le degré de l'équation différentielle par rap- 


, d? d3 
port à dx? el TS 


rieure au nombre des termes considérés. En effet, le polygone auxi- 


» on pourra manifestement assigner une limite supé- 


liaire se trouvera renfermé dans un parallélogramme donné, et l’on 
connaîtra une limite AURA du nombre de ses sommets. Mais il 
est également visible qu’on peut toujours choisir une équation difré- 
rentielle du troisième ordre, de manière que le nombre des termes 
soit plus grand que tout RAA donné. | 

On a vu, au n°13, que si la courbe que l’on considère est astreinte 
à ne posséder que des singularités appartenant à des familles déter- 
minées, en nombre fini, le nombre de ces mêmes termes est, par là, 
déterminé, quel que soit l’ordre de l'équation différentielle. On voit 
donc, par ce rapprochement, qu'il estimpossible de trouver un nombre 
limité de familles de singularités qui, dans les problèmes dépendant 
des éléments infinitésimaux du troisième ordre, représentent les sin- 
gularités d’une courbe quelconque. C’est, comme nous l'avons vu 
précédemment, le contraire qui a lieu dans les problèmes dépendant 
des éléments infinitésimaux du premier et du second ordre. 

Je n’examinerai pas ici les questions analogues pour les équations 
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différentielles d'ordre supérieur au troisième. La méthode suivie pré- 
cédemment s’y applique cependant, mais avec quelques complications 
nouvelles. Laissant donc, quant à présent, ces questions à l’écart, Je 
terminerai ce paragraphe en montrant comment, des coefficients À, mn 
qui entrent dans l'expression de £ pour une équation différentielle 
du troisième ordre donnée, on peut déduire les analogues pour l’équa- 
tion transformée par corrélation. 


24. Je remarque, en premier lieu, que pour une branche simple, à 
inflexion simple (7=—1,p—2), l’élément.du nombre £, savoir, le 
minimum de 

DEA (G En u(b SAT), 


est nul. Car à se réduit à À, dont le minimum est zéro. Il en est autre- 
ment pour un rebroussement ordinaire (r—2, p—1). D'après 
le n° 21, soit 


[4 : 
> j 
Cie : Ce, 


l'élément de £ , pour un rebroussement ordinaire, sera — (À, + 3u,). 
NEA P 1 N 
En employant la même notation qu’au n° 17, je poserai 


Às+ 3 = Y. 
Entre &, 8, y et les coefficients correspondants pour la transformée 


de l'équation proposée par corrélation, ont lieu les équations (23) du 
n° 16, ainsi que je l’ai prouvé au n° 17. Ces équations sont 
(31) DA =CY, «= 6+ KA a = + 3. 


1 


Soit maintenant une courbe S comprenant : rebroussements ordi- 
naires, «inflexions ordinaires, enfin un système circulaire (r,0,0<r). 


On a (n° 15) 
(32) FÉES Cape L'oet D PX T om LD E 

Soient À, u les nombres qui correspondent au sommet du poly- 
gone (C), dont les côtés comprennent la direction f; J'ai (n°22), pour 


le nombre des points de S qui satisfont à la condition exprimée par 
l'équation considérée, 


N—ac+Bm+y + (Tr —p)+pu(2r + op). 
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En remplaçant, dans cette dernière équation, : par son expression 


déduite de (32), j'obtiens 
(33) N—=(a—3y)c+(B+3y)m+yu+(y—3u—2)(p—r)+u(2p—r). 


D'ailleurs, pour une courbe 5’, corrélative de S, les nombres m, €, 
,r,0 se changent en c, m, v,0,r. Les coefficients a’, f/, y', ana- 
logues à , B, y, se déduisent des trois premiers termes de (33). Ona 
ainsi les équations (31). Soient maintenant \’, p/ les nombres qui cor- 
respondent, dans l’équation transformée, aux systèmes circulaires 
(o,r). On a, d’après les derniers termes de (33), Ç 


(34) V+i+Iip=y, pa. 


Ce sont les relations cherchées. Elles permettent, étant donné le 
polygone (C), de construire le polygone (C/), relatif à l'équation 
transformée, ou, du moins, la partie utile de ce polygone. Cette con- 
struction est des plus simples. Soient, en effet w, » (29) les coordon- 
nées d’un sommet utile m de (C), et w’, v' Les coordonnées du sommet 
correspondant de (C/). Les relations (34) deviennent 


p—u—#v—u, U+P+uU+Pp'= 27. 


Par suite, la droite nm m'est parallèle à la droite 6— uw —=0o, et par- 
tagée en deux parties égales par la droite # + v —". S1 l’on suppose 
les axes rectangulaires, les points 5», m' sont symétriques par rapport 
à la droite u+v—"y. Par suite, les axes étant rectangulaires, les 
parties utiles des polygones (G) et (C') sont égales. 

Je ferai enfin observer, en dernier lieu, qu'on peut imaginer des 
équations différentielles pour lesquelles le nombre des sommets utiles 
de (C) soit aussi petit qu’on voudra. Si, par exemple, on prend une 


dy, edRR ; 
dx? et 4x3! on n aura 


qu'un seul sommet, lequel répond à À=o,u—4. On a alors, pour 
toute courbe S, 


équation homogène et de degré 0 par rapport à 


N=ac+f$m+0[s(2r—p\+2(r—0)], 


la première sommation s'appliquant à tous les systèmes circulaires 
de S où r et o sont différents, et la seconde à tous ceux où p—7r etoù 
s est inférieur à 7. 
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JT. 


25. Ce paragraphe sera consacré à des applications de quelques- 
uns des théorèmes obtenus dans le précédent. Je donnerai d’abord 
une application du théorème IIT. Celle que je choisis nous conduira à 
une démonstration nouvelle d’une formule qui attira, 1l y a quelques 
années, l’attention des géomètres. Au point de vue du problème posé 
au début de ce Mémoire, cette application présente aussi cette parti- 
cularité remarquable, que non seulement il paraît presque impossible 
de réussir à former l’équation de la courbe ®, dont nous allons 
chercher le degré, mais qu’il semble même bien difficile de mettre 
sous une forme entièrement explicite l'équation différentielle que je 
vais considérer. 

Une courbe plane de degré u est, comme on sait, déterminée par 


un nombre P de points, 
__H(R+S) 
" 2 


D 


Je considère l’équation différentielle des courbes de degré u, qui, 
dans un plan, passent par P— nr —# points donnés. Les points d’une 
courbe S, qui satisfont à la condition exprimée par cette équation 
différentielle, sont ceux en lesquels il existe un contact d'ordre x 
entre S et une courbe de degré x, passant par les Æ points donnés. 

L’équation différentielle s’obtient en égalant à zéro un déterminant A 
composé : 1° de # lignes telles que 


2 ut U. Te s 
(A) M Th es. MjÿT Ji RE RE 
où æ;, y; sont les coordonnées de l’un des X points donnés; 2° de la 


ligne 
(B) TV lt Ceres APT S 


nièmes des 


ièmes 
2 , 


3° des n lignes (C) formées par les dérivées 157%, 
termes de (B). 

Sans développer ce déterminant, sans lui faire subir presque aucune 
transformation, on va voir qu’il est facile de calculer immédiatement # 
et B. J'aurai, pour ce calcul, besoin de faire appel à la proposition 
suivante, que je laisse au lecteur le som facile de démontrer : 


47 
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Soit D un déterminant composé de la ligne 


240 00 741 A ONG in 


et des nlignes obtenues en prenantsuccessivement les dérivées rires, 
oièmes ..,,, nièmes des termes de la première. Soit Q le produit des 
différences des exposants q, savoir : 


Q —=(qn—Q0)(Qn-1— 90) (gi) ({n—Q1)(Q{n-1—q1)...(g2—q1)...(Qn—Qn—1); 


on «a 


26. Pour calculer +, conformément au théorème III, je substitue 
à y, dans A, un développement procédant suivant les puissances 


entières et ascendantes de PAPE: et commençant par une con- 
stante, et je cherche la partie principale du résultat. Je pose x ——3. 
Dans la ligne (B), chaque terme de la forme zx, étant développé, 
contient toutes les puissances entières de 3, depuis la puissance zéro 
jusqu’à la puissance g. Chaque terme de la forme x7y? devient un 


développement procédant suivant les puissances ascendantes et entières 
L 1 . Ce 
de z° et commençant par une constante. Par des combinaisons 


linéaires convenables, on amènera la ligne (B) à se composer de 
termes dont les parties principales sont les suivantes : 


P—1 P 


! © D 
19e Ha PRE AO PE LE LE ARTE ET 





Par ces combinaisons, leslignes( A )restentcomposées deconstantes. 
Quant aux lignes (C/), transformées des lignes (CG), elles se com- 
posent des dérivées des termes de la ligne (B'), prises par rapport à 3; 
car les dérivées, prises par rapport à x ou à z, sont les mêmes. Par 
suite, les parties principales des termes des lignes (C/) sont les déri- 
vées, par rapport à 3, des parties principales des termes de(B/). Donc, 
après la substitution, la partie principale de A est, à un facteur con- 
stant près, celle d’un déterminant formé : 1° d’une ligne dont les 
termes sont (n +1) termes de (B'); 2° de n lignes composées des 
dérivées successives des termes de la précédente. Les (n +1) termes 
doivent être choisis dans (B'), de manière que l’ordre de la partie 
principale du déterminant ainsi formé soit le plus petit possible. 


| 
ë 
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Or un déterminant ainsi composé est un cas particulier du détermi- 
nant D considéré au numéro précédent. 

On voit immédiatement que l’ordre le plus petit possible, pour un 
pareil déterminant, s'obtient en prenant les (n + 1) termes de gauche 
de (B'). Cet ordre minimum ne peut s’obtenir que par cette seule 
combinaison, ainsi que cela résulte de la proposition ci-dessus : donc 
c'est bien le degré de la partie principale de A ; par suite, le degré de 
la partie principale de A est 

: 3 LENS ci à n(n+I) 


I 
eee. 
2 4 2 . 2 4 


4 4 ’ \ ’ , \ œ 
Mais, d’après le théorème III, ce degré est égal à —-. Donc 
2 


n(n +1) 
2 


21. Pour calculer $, je substitue à y, dans A, un développement 
procédant suivant les puissances descendantes et entières de +, com- 
mençant par un terme du premier degré, et, conformément au théo- 
rème III, je cherche le degré de la partie principale dans le résultat. 
Le calcul estic1 analogue au précédent. Par des combinaisons linéaires, 
je change la ligne (B) en une ligne (B”), composée de termes qui, 
ordonnés suivant les puissances descendantes de x, ont les parties 
principales suivantes : 


(B") DR ME En cœur œU, 


Les lignes (C”), transformées des lignes (C), sont composées des 
dérivées des termes de (B"). En répétant les raisonnements ci-dessus, 
on voit que le degré de A est celui du déterminant formé avec les 
(n +1) derniers termes écrits dans (B”) et les dérivées de ces termes. 
Ce degré est donc 


n(n +1) 


= (n+i)(u—n) 


Qu) ++ (un) 


D’après le théorème III, ce degré est aussi égal à $ ; donc 
B=(n+i)}(u—n). 


J'ai donc la proposition suivante : 
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THéorëme XI. — Les points d’une courbe plane S, de degré m, 
en chacun desquels ilexiste un contact d'ordre nentre cette courbe 
H(L+3) 

2 


et une courbe de degré 1 passant par — n points donnés 


dans le plan de S, sont les intersections deS avec une autre courbe 

dont le degré est 

n(n +1) 
2 


(35) Me (m—1)+(n+i)(m—n) 


ERP ES Te 


S1 la courbe S n’a aucune singularité, le nombre des points consi- 
dérés est mM. C'esten quoi consiste la formule remarquable à laquelle 
j'ai fait allusion au début de ce paragraphe (n° 25), et qui est due à 
M. de Jonquières (!). 


28. Les résultats fournis par la formule (35) présentent, dans 
quelques cas, avec l'énoncé du théorème XI lui-même, des désac- 
cords apparents, dont 1l ne sera peut-être pas inutile de dire quelques 
mots. 

Je suppose, par exemple, u—9, n—5. La formule (35) donne 


alors 
M = 15m —533. 


Les points de la courbe S, dont il s’agit ici, sont ce qu’on appelle, 
d’après M. Cayley, les points sextactiques. Or on sait qu'ils sont les 
intersections de S et d’une courbe de degré 


M'=i2m—27 (?). 


IL y a donc là un désaccord qu'il s’agit d'expliquer. La différence 
(M—M') est égale à 3(m—2). C’est le degré de la courbe hessienne, 
dont les intersections avec S sont les points d’inflexion de S. Cette 
circonstance suggère l’idée que, dans ce cas, la courbe de degré Mse 
décompose peut-être en la hessienne et la courbe de degré M'. C’est, 
en effet, ce qui a lieu. À priort, on s’en rend compte en remarquant 


(!) Comptes rendus, t, 63, 1866, p. 423. Voyez aussi une Note de M. Cayley, 
Zbid., p. 666. 
(?) Ce résultat est dù à M. Cayley (Comptes rendus, t. 62, 1866, p. 590). 
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qu'une tangente d’inflexion, comptée deux fois, peut être considérée 
comme une conique ayant, avec la courbe, six points d’intersection 
réunis au point d’inflexion. Au point de vue algébrique, voici com- 
ment cette circonstance est mise en évidence. Si, dans le cas actuel, 


: ; d? 
on effectue le calcul dü déterminant A, on y trouve le facteur He 


Voici le résultat, où j’emploie des accents pour désigner les déri- 














vées : 
6 2 F 
IV valu " 
36 — 4 32 ve m5 = L/4 à 
(36) a Er D 
YY L'an FA 
A UT RER * 


Ainsi l’équation différentielle se décompose en deux autres : y/—o, 
f=0 ; par suite aussi, la courbe de degré M se décompose en la hes- 
sienne et en une seconde courbe. 


29. Je suppose, en second lieu, 1—3, n—8, m—3. IL s’agit ici, 
non plus d’une courbe S, de degré quelconque, mais d’une courbe du 
troisième degré. En un quelconque w des points considérés, une 
autre courbe Ë, du troisième degré, a un contact du huitième ordre 
avec S, tout en passant par un point donné a. Or toutes les courbes 
du faisceau, déterminé par S et X, ont en w, avec S, des contacts du 
huitième ordre. On voit par là que chaque point, tel que w, ne 
dépend pas du point a. Les points dont il s’agit sont ceux en lesquels 
neuf points consécutifs de la courbe S sont les intersections de 
deux courbes du troisième degré. Mais les points d’inflexion de S 
satisfont à cette condition; car, si T —0o est l'équation d’une tan- 
gente d’inflexion, toutes les courbes du faisceau SH T#—0o ont, 
avec S, au point d'inflexion, un contact du huitième ordre. Pour cette 
raison, 1l se présente ici, dans le calcul, une décomposition de 
l'équation différentielle analogue à celle du numéro précédent. 

Je n’entrerai pas ici dans d’autres détails à ce sujet. Je me contente 
d'observer que la formule (35) donne, pour le cas actuel, M—23. Si 
l’on en retranche le degré de la hessienne qui est égal à 3, on trouve 
que les points ci-dessus sont les intersections de la cubique avec une 
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courbe du vingt-quatrième degré. Dans le cas d’une cubique de 
sixième classe, ils sont donc au nombre de 3 X 24=—52. 


30. J’applique maintenant le théorème V à l'équation différentielle 
du n° 25, et je conclus que : 


Tuéorëme XII. — Sur une courbe plane, qui ne contient que 
des branches simples, et dont la classe et le degré sont c et m, le 
nombre des points en chacun desquels ilexiste un contact d’ordren 
entre cette courbe et une autre courbe de degré 4, qui passe en 
H(H+3) 


Le points donnés, est 


n(n +1) 


(c—2m)+(n+i)um. 

À cause des remarques du n° 28, pour le cas des points sextac- 
tiques, on devra retrancher 3(c—m), et la formule se réduit à 
12C—1) M. 

À cause des remarques du n° 29, pour avoir le nombre des points w 
d’une cubique de la quatrième classe, on devra retrancher celui des 
points d’inflexion qui est égal à 3. On trouve alors que le nombre des 


points w est égal à 6 pour une cubique de quatrième classe. 


31. Pour compléter la formule (35), il faudrait tenir compte des 
singularités quelconques des courbes S, suivant les principes éxposés 
au n° 13. Je n’entreprendrai pas de résoudre un problème aussi diffi- 
cile, et je me bornerai à tenir compte des rebroussements ordinaires, 
de manière à pouvoir faire l’application du théorème IX. 

Un rebroussement ordinaire est représenté par 


æ—E—= 1, J—n=AC+BE+ Ci... 


ou, si l’on veut, par un développement de ysuivantles puissances ascen- 
dantes et entières de (x —£)?, commençant par une constante, mais 


1 
où manque le terme en (x—Ë)?. En employant ce développement, on 
voit, d’après le n° 17, que si on le substitue à y, dans A, la partie prin- 


cipale du résultat sera de l’ordre —1. Par suite, le calcul de y ne dif- 


fère de celui de « (n°26) qu’en ce que, dans la ligne (B'), le terme 
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_ 1 
2 


dont la partie principale est 3° manque ici. L'ordre de la partie 


DAT ; x F n ; 
principale du résultat est, par suite, augmenté de = par suite, 
on à 
nr +) 
== nn = ——— ° 
2 
Donc le théorème IX donne ici le suivant : 
Tuéorëme XIIT. — Sur une courbe, de degré m, de classe c, ne 


contenant que des branches simples et des branches à rebrousse- 
ment ordinaire, ces dernières au nombre de:,le nombre des points 
en chacun desquels il existe un contact d’ordre n entre cette 


: ‘ a (14 + 3 
courbe et une autre courbe de degré x, qui passe par HR) 7 
points donnés, est 
QE oi ; a OL nl 
(38) Nan chienne CR 0 


4 LA 


Pour les points sextactiques, en tenant compte de la remarque 
faite précédemment (n° 28), la formule (38) devra être réduite à 
12C—19m+Ox (!). 

Pour les points w (n° 29), on trouvera que, sur une cubique de 
troisième classe, leur nombre se réduit à zéro. Ce résultat, comme on 
le verra plus loin, pouvait être prévu et sert de vérification (vorr 
n° 32). 

Connaissänt les trois coefficients 4, 8, y relatifs à l'équation diffé- 
rentielle envisagée, je puis, conformément au n° 17, trouver par les 
formules (23) les coefficients 4’, 8", y’ relaufs à l'équation différen- 
uelle qui se déduit de la proposée par une transformation corrélative. 
J’obtiens ainsi la proposition suivante : 


Taéorime XIV. — Les points d’une courbe planeS, de degré m, 


en chacun desquels cette courbe a un contact d'ordre n avec une 


: + 3 
courbe de classe 1, qui touche ee 


— n droites données, sont 


(1) Cette formule coïncide avec une de celles qu’a données M. Cayley (Comptes 
rendus, t. 63, p. 10). M. Zeuthen a également donné cette formule. 


H. 33 
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les intersections de S avec une autre courbe dont le degré est 


n(n—5) 


(39) M=[(a+nm+ fem —n—(n—n 


2 

Sr la courbe S ne contient que des branches simples et des 
rebroussements ordinaires, ces derniers au nombre de :, et que 
sa classe soit c, le nombre des points est 


n(n —5) A(R=1)4 


(40) N = [C2 +8 + me 


Je" NL) 71e 

La formule (39) ne paraît pas donner lieu à des observations ana- 
logues à celles que j'ai faites plus haut (n° 28 et 29), à propos de la 
formule (35). Par exemple, pour u—2, n—5, elle -donne-bren 
M—1i2m—23, comme cela doit être. 

Mais, pour ce cas particulier, la formule (40) donne à son tour un 
résultat en apparence inexact. À la décomposition A en deux facteurs, 
dont l’un est y” (n° 28), correspond ici une diminution d’une unité 
dans le degré de l’équation différentielle par rapport à y”. Par suite, 
dans le cas envisagé, le coefficient y n’est pas égal à 10, comme l’in- 
dique la formule (40), mais 1l s’abaisse à 9, comme plus haut. 


_ 32. Nous avons trouvé, dans le numéro précédent, que, sur une 
cubique de troisième classe, le nombre des points w en lesquels neuf 
points consécutifs de la courbe sontles pivots d’un faisceau de courbes 
du troisième degré, se réduit à zéro. De même aussi on trouverait, 
d’après un autre résultat du même numéro, que, sur la même courbe, 
le nombre des points sextactiques est également zéro. Ces deux pro- 
priétés pouvaient être prévues. On sait, en effet, qu’une cubique de 
troisième classe peut être, par une infinité de transformations homo- 
graphiques, changée en elle-même. On peut notamment faire en 
sorte qu'un point arbitraire m de la courbe (sauf le point d'inflexion 
et le point de rebroussement) ait pour transformé un autre point arbi- 
traire m' de la même courbe. Si donc un point m de la cubique de 
troisième classe jouissait de la propriété attribuée aux points w, ou 
bien encore était un point sextactique, 1l en serait de même de tous 
les points de la courbe, car ces propriétés se conservent dans toute 
transformation homographique. Il est donc prouvé qu'aucun point de 
là courbe ne peut jouir de ces propriétés. Pour la même raison, le 
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nombre des points d’une cubique de troisième classe, jouissant d’une 
propriété que n’altère aucune transformation homographique, se 
réduit toujours à zéro. 

La même remarque s'applique à toutes les courbes susceptibles de 
se transformer en ‘elles-mêmes par des transformations homogra- 
. phiques qui pérmettent de faire correspondre entre eux deux points 
arbitraires de la courbe. L'étude des lignes qui jouissent de cette 
propriété a fait l’objet de plusieurs travaux dus à MM. Klein et Lie JE 
Parmi ces lignes se trouvent les courbes planes dont l'équation 
homogène est 


/ — 7 
(41) ZPYI= À 3P+I, 


À étant une constante. Ces courbes ont été aussi considérées par 
M. Fouret (?). Quelques mots suffiront à établir la propriété dont il 
s’agit, à l’égard des courbes représentés par (41). 

Considérons la substitution 


(42) DE GT, =: by", S='CS 


La transformée de (41) est 


cPp+gq 


/ >! 4 Lo 1 
ap ba À 3 1 de 


DE Yi == 





Il suffit done qu’on ait c?*4— ap b1 pour que la transformée coïn- 
cide avec la courbe première. Dans cette transformation, le triangle 
de référence ne change pas, et les sommets de ce triangle sont les 
seuls points qui coïncident respectivement avec leurs transformés. Si 
dans (42) on suppose que +, y, z et x!, y', 3! soient les coordonnées 
de deux points arbitraires m, m' de la courbe (41), ces équations 
déterminent &, D, c, et, par suite, la transformation homographique ; 
mais alors la condition c?t1— aPb1 se trouve satisfaite. Donc on 
peut, par une transformation homographique, changer la courbe (41) 
en elle-même, de manière qu’un point arbitraire m de la courbe ait 
pour transformé un point arbitraire m! de la même courbe. Il ya 
toutefois exception pour les sommets du triangle de référence. Je 
n'aurai à considérer ici que les cas où la courbe (41) est algébrique. Il 





(1) Math. Ann., t. 4, 1871, p. 50; Comptes rendus, t. 10, 1870, p. 1222 et 1275. 
(?) Comptes rendus, t. T8, 1874, p. 1693. 
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faut et il suffit pour cela que les nombres p et q soient commensu- 
rables. On peut alors, sans restreindre la généralité, les supposer 
entiers, positifs et premiers entre eux. Alorsla courbe (41) passe aux 
deux sommets (æ3—0, z—0)et (y—0o,z—o) du triangle de réfé- 
rence et non au troisième. Ces deux sommets sont des points singu- 
liers. En (æ—0, z—0), la courbe se compose d’un système circulaire 
de branches où l’on a r—p, ob —q. En (y —0, 3—0), on a un sys- 
tème circulaire r —q, p =p. Il est manifeste que la courbe ne possède 
en dehors de ces deux points n1 inflexion, ni singularité, car les sin- 
gularités se conservent dans toute transformation homographique. 
Toutes les fois qu'on considérera une condition que n’altèrent pas 
les transformations homographiques, les courbes (41) pourront servir 
d’utile vérification ; car on devra trouver que les points satisfaisant à 
la condition y sont tous réunis aux deux points singuliers. Pour cette 
vérification, on aura besoin de connaître la classe de la courbe (41). 
Or cette courbe jouit encore de la propriété de se reproduire elle- 
même par des transformations corrélatives qui n’altèrent pas le triangle 
de référence. Cette propriété, qui a été signalée par les auteurs 
précités, se démontre aisément. Je ne m’y arrête pas. Je me borne à 
faire remarquer que les deux points singuliers, dans ces transforma- 
tions, se permutent entre eux. Je ferai à la courbe (41) l’apphication 


des théorèmes VIII et X. 


33. Pour appliquer le théorème VIIT, il nous faut connaître le 
nombre 7’ relatif à la courbe (41). D’après la définition de #’, ce sera 
(p—q) ou (g—p}), suivant que le premier ou le second de ces 
nombres sera positif. Soit 9 <<p, on aura 


N=(a+$8)(r+9g)æy(p—g). 


Or (4 + $) est essentiellement positif, ainsi qu’on l’a vu au n° 17. 
Quant à y, c’est le degré de l’équation différentielle relativement 


ET 
; de? 


jamais être nul. Rapprochant ce résultat de celui du numéro précé- 





Donc y est aussi positif et ne peut être nul ; donc N ne peut 


dent, je conclus que : 


SAR mu 
d'r220 


ne s applique pas), il n'existe aucune équation différentielle algé- 





A l’exception de l'équation 


o (à laquelle le théorème VIII 
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brique du second ordre, qui se reproduise elle-méme par toute 
transformation homographique. 


34. J'applique maintenant à la courbe (41) le théorème X, relatif 
à une équation différentielle du troisième ordre. Soient X, LreteA 
ne die | 
les coefficients qui correspondent à É—T et à £—2. On aura (théo- 
r —_p cé 
rème X) 


(43) N=(2z+B)(p+g)+A(p—qg)+p(ip—q)+k(q—p)+u(2q —p). 


Je vais chercher s'il est possible que l'équation différentielle con- 
sidérée se reproduise elle-même par les transformations homogra- 
phiques. Si cela est on devra, d’après le n° 32, avoir N—0, quels que 
soient p et g, entiers, positifs et premiers entre eux. On aura donc 
nécessairement 


! 


a+p$+i+ou—r— 4 = O, 
a+Bi—i— nu+l'+ou—o; 


d’où je conclus 
21+3u—92) +3". 


Soient m, m' les sommets du contour (C) (n° 21) dont les coor- 
données sont, pourm,u—}1+u,v—=}+ou,et,pourm',u=l+u, 
p'=)'+onu. La dernière relation donne u+v—u++v!. Les 
points », m' doivent donc être situés sur une même parallèle à la 
droite uHP—0, ce qui ne se peut, à cause des limites de la partie 
utile du contour, sans que »2 ét m' coïncident. Mais les points m, m’, 





qui correspondent à deux valeurs réciproques de F, aussi écartées 


qu’on veut, puisque Pp el q sont arbitraires, ne peuvent coïncider 
que si la partie utile de (C) se réduit à un seul sommet; mais alors À 
se réduit à zéro. Cette supposition, jointe à =, réduit (43) à la 


forme 
No (at PRIOR RN 


Or(a+8) ne peut être négatif (n° 17); quant à , c’est un nombre 
essentiellement positif, qui ne peut être nul. C’est, en effet, le degré 


e By A 
9 7 à . . . 
de l'équation par rapport à RE Donc N ne peut être nul; donc: 


Il n'existe aucune équation différentielle du troisième ordre 
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algébrique, qui se reproduise elle-même par toute transforma- 
tion homographique. 


LL d3 LL 
, x 2 A 2 — 
Le théorème X ne s'applique pas à équation _— o. Mais, comme 


cette équation ne se reproduit pas par les transformations homogra- 
phiques, le’dernier énoncé ne subit aucune restriction. 


35. Dans les recherches déjà citées plus haut, MM. Klein et Lie 
ont eu l’occasion de s'occuper d'équations différentielles qu’une série 
de transformations homographiques changent en elles-mêmes. Celles 
dont il s’agit ici, et dont la non-existence vient d’être démontrée pour 
le troisième ordre, doivent se reproduire par toute transformation 
homographique, ainsi que cela se présente pour l’équation du second 
ordre des lignes droites, l’équation du cinquième ordre des 
coniques, elc. De même que dans la théorie des formes, la Géométrie 
fournit a priori la conception d’un nombre indéfini de telles équa- 
tions. Mais la recherche directe de ces équations, dont les premiers 
membres, mis sous forme entière, pourraient être appelés des inva- 
riants différentiels, offre un sujet d’études qui ne semble pas avoir 
encore été abordé, et qui naturellement ne se restreint pas au cas 
d’une seule variable indépendante. J'espère pouvoir, dans une autre 
occasion, m'occuper de ce sujet. Je montrera alors que cette théorie 
se rattache directement à celle des invariants des formes. Sans entrer 
dans des détails qui seraient ici déplacés, j'ai cru devoir solliciter 
l'attention sur une théorie dont, par une voie bien indirecte, les résul- 
tats des n°° 33 et 34 fournissent deux propositions. J'aurai d’ailleurs 
encore à en parler dans la suite de ce Mémoire. 


TL. 
# 
36. Lemmr. — Soient x,, x2, ..., xx des variables indépen- 
dantes et y une fonction définie par l’équation 


S(Ti, Ta, dar PH) — ©. 


: DA TR he OoS\22-1 
Le produit d’une quelconque des dérivées nièmes de y par (3) 


est égal à une fonction entière des dérivées partielles deS. 
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Le lecteur démontrera aisément cette proposition. En répétant les 
raisonnements employés aux n°% 2 et 3, on obtiendra la proposition 
suivante, qui est l’extension des théorèmes I et II : 


Taéorëme XV. — Si S (x, œ,..., ær,y) est un polynome 
entier, et qu'on distingue par le signe= les égalités qui ont lieu 
en vertu de S=0o ,il existe des exposants «& et des polynomes 
entiers d, propres à vérifier la relation 


OS 


(44) FF 


œ 
) D V(Tr da, es Tan): 
f étant une fonction entière de x,, &2, ..., æx, y et des dérivées 
de y. La valeur minima de x est celle qui fait acquérir au premier 
membre de cette relation une valeur finie et différente de zéro, 


: k ; ; 100 
pour tout système de valeurs des variables faisant évanouir Fe 
7 
Soit donnée, dans (44), à l’exposant à sa valeur minima, et suppo- 
sons choisi, pour le polynome Ÿ du second membre, un de ceux, du 
plus petit degré possible, qui satisfont à la relation indiquée. Soit M 
le degré de 4. De même qu'au n° 5, on voit que tout polynome 





entier, qui, égalé à zéro, définit avec S—0o les systèmes de valeurs de 
Lis. Lx, Ÿ Satisfaisant à l'équation f— 0, les dérivées étant prises 
dans l’équation S — 0, est de la forme (LS + PL), Let P étant des poly- 
nomes entiers. Par suite, le degré minimum d’un tel polynome dis- 
ünct de S est M ; et sa forme, pour le degré M, est LS+%, le degré 
de L étant égal à la différence de ceux de Let deS. 

Par suite, si $ est le degré qu’acquiert f quand on y suppose pour 
les variables un système de valeurs infinies, et si m est le degré des, 


on aura 
M — 2(m—1)+$. 


Les nombres « et $ ne dépendent que de l'équation f—0. On 
obtient donc ici le même résultat que dans le cas d’une seule variable 
indépendante. 

Il nous faut maintenant chercher le moyen de calculer œet £. Il ne 
serait pas impossible d'étendre au cas actuel le théorème IT ; mais, en 
premier lieu, pour faire cette extension, il me faudrait établir diverses 
propositions préparatoires dont le développement serait assez long ; 
en outre, je n’obtiendrais pas ainsi, pour le calcul des nombre « et $, 
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un procédé simple et facile comme celui qui résulte du théorème IT. 
Je me bornerai donc à étendre au cas actuel le théorème IV, qui ne 
subira, comme on va le voir, pour ainsi dire aucune altération. 

Cette proposition ne donne pas, 1l est vrai, un moyen expéditif de 
calculer « et 6, en général ; mais 1l est un cas particulier, encore fort 
étendu, où elle donnera le résultat sous une forme immédiatement 
explicite, 

On pourrait imiter 1c1le mode d'analyse employé pour la démon- 
stration du théorème IV, et l’on n’y rencontrerait aucune difficulté 
nouvelle. Je préfère donner une démonstration différente qui, bien 
entendu, s'applique également au théorème IV lui-même. Cette pro- 
position se trouvera ainsi démontrée de deux manières. 


37. Je substitue d’abord à l’équation S— 0 une équation homo- 
gène, par l'introduction d’une variable nouvelle 4. Soit m le degré 


de S, je pose 


(45) ams(®, — LOSee +) = TH TRS HORAIRES 





Les polynomes T ete, des degrés m et M, sont homogènes parrap- 
port aux (+2) variables. J’emploierai maintenant, pour les dérivées 
parüelles, la notation usitée dans la théorie des formes 


OT dur ET CN ag en 
ÔT; Cr À d — Lk+1; Fr" — À/+2. 


De (45) je déduis 
OS 
(46) SRE TA AN 


Je suppose qu’on ait remplacé également dans f les lettres æ1, .…, 24, y 


par —, 0, = À cause de (46), la relation (44) devient 


(47) COL VAE o, 


cette égalité ayant lieu en vertu de T—o. 
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Je fais maintenant une transformation homographique, c’est-à-dire, 
à cause de la variable complémentaire, une substitution linéaire 
homogène. Je distingue par des accents les nouvelles variables. Le 
résultat de la substitution dans f ne dépend que des rapports de (k+1) 
variables à la (£+o)ème, J'y prends pour variables indépendantes 
mines ! 


T }; D: . 
D? et pour Ionction 


! 


4 


— - J'égale à zéro le résultat, je chasse 
les dénominateurs, je supprime les facteurs étrangers, et j'obtiens 
finalement une nouvelle équation f/—0, mise sous forme entière, et 
qui est la transformée de f— 0. 

Soit T’ le transformé de T. Le polynome entier T' et la fonction 


différentielle f’ donnent lieu à une relation analogue à (43), savoir 
(48) z'M—atm—1) TX, l=— o’, 


cette égalité ayant lieu en vertu de T'—0. Dans (48), j'ai admis les 
mêmes valeurs que dans (47) pour M et &. On pourrait craindre que 
cette supposition ne fût pas légitime. Pour lever cette objection, 1l 
suffit d'admettre que T et /, au lieu d’être les fonctions proposées 
tout d’abord, en soient des transformées par une substitution homo- 
graphique quelconque ; alors T'et f’, qui sont des transformées de 
ces dernières par une substitution homographique quelconque, le sont 
aussi des fonctions primitives, exactement comme T et f. Je ferai donc 
cette supposition, qui sera facilement écartée dans le résultat; par 
suite, la relation (48) est entièrement établie. 

Soit(æi, Zr,...,9,3) un système de valeurs des premières variables, 
qui satisfasse à T—o et à 9 —0. D'après (47), pour ce système de 
valeurs et les dérivées partielles correspondantes, prises dans T—0, 
l'équation f—0o est satisfaite. Cette propriété se conserve dans la 
transformation, c’est-à-dire que, pour le système de valeurs des 
secondes variables, qui correspond au proposé, et les dérivées partielles 
correspondantes, prises dans T'—0, l'équation f'— 0 est satisfaite. Si 
donc, dans #, qui est une fonction à la fois de æ,,...,y, et des 
coefficients de T et de f, je regarde les variables x,,..., y, : comme 
exprimées en fonction de x',,...,7', 3, et en même temps les coeffi- 
cients de T et de f comme exprimés en fonction de ceux de T'etde /”, 
l'équation #0, envisagée de ce point de vue, fournit les solutions 
de T'=0 et f'—0, exactement comme l’équation &'— 0. Mais le poly- 
nome ®, ainsi envisagé, est du degré M par rapport à +,...y,%; 
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comme /; donc, suivant une remarque du numéro précédent, © est 
de la forme Ko + LT", K étant une constante, c’est-à-dire que, # étant 
entendu comme je viens de le dire, on a (en vertu de T'=o) 


Si les substitutions qui viennent d’être faites dans © sont faites 
aussi dans le premier membre de (45), cette relation a maintenant 
lieu en vertu de T'—0o. En y remplaçant alors © par Ko/et comparant 
à (48), j'obtiens 

z! M—@(77—1) HA œ , 
(49) f=x(£) Tr) 


dans laquelle les premières variables sont exprimées en fonction des 
secondes, et en même temps les coefficients de T et de f en fonc- 
tion de ceux de T’ et de f'. L'égalité a lieu d’ailleurs en vertu de 
He 0: , 

En vertu de la substitution employée, on aura pour Tz,, une ex- 
pression de la forme 


(50) Lis —= € £ Le dsl bite a Li AT: are AT 
dans laquelle a, ,..., À, 4 sont des constantes, à savoir les coefficients 
de y dans les expressions de x',,..., y', 3! en fonction des premières 


variables. Mais on a 


DRE 
CETANNERE TE 





! 
; — 3 Th =rciTi Ha Ti +... +7, +300 


Par suite, on déduit de (50), en faisant 3 —1, 





Ts = ( HAE NAME | D) 





dy’ dy" 
+A + (ei D + at 3 +... 24 PEER 
T T rs ; 


et, en même temps, la relation (49) devient, par cette supposition, 


K 
J= OL arr est L 


l'égalité ayant lieu en vertu de T'—0o. De cette relation, le polynome T! 
a disparu d’une manière explicite ; cependant la constante K et le 
nombre [M — &(m—1)] paraissent encore en dépendre. Quant à «, 
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on sait déjà qu’il en est indépendant ; mais, comme la relation a lieu. 
quel que soit le polynome T', on en déduira aisément que K et 
M—c(m—1) en sont indépendants, et que cette relation est une 
identité. En désignant [M—c(m—1)] par la lettre 8, on a donc 
l'identité 

à K 

(51) VE Ra 38 





Ja 


d’où résulte 
M = a(m —1) + £. 


38. Voici donc l'extension du théorème IV : 


PME SOIENT Ti Mai... Th Y El Li) Lo, L'p, V' deux 
systèmes de variables, liés par une transformation homogra- 


phique, 


D qe Gr bie, +... 
; À Y + Vori +... k : eb y + br, +.. ? 

LE MEN L NRC TE PAP EE SRE 

Are AkY + Ars NE 2 À y + Bio 
AY + Vri +... x by + VsTi +... 


et z le dénominatleur commun des expressions de x,,...,7 en 
DONCLOndet,.... y". 

Soit f —0o une équation entière aux dérivées partielles entre les 
variables indépendantes æ,,..., xx et la fonction y; soit aussi 
f =0 l’équation entière aux dérivées partielles entre les nouvelles 
variables indépendantes x',,...,x';, et la fonction y', cette équa- 
tion étant la transformée de la première. Si l’on désigne par K 
une constante et par R la quantité 


d ! ' y” 
R = — À €; f —+ do ‘2 + —+ €} 7 ) 
07 ZT; PE 
hop NOT dy” ) 
® 21 ; . Î T }, - 1 
+ A+ & (ais D se à CES SE - 


on a, entre f et f', l’identité 


pe 


K 


R< 238 : 





Li 


dans laquelle « et 8 sont des entiers, dont le premier est toujours 


positif. 
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Taéorème XVI. — Soit S—o une équation algébrique de 
degré m entre xi,...,æxx, y. Les systèmes de valeurs de ces va- 
riables, qui, avec les dérivées partielles, prises dans S=o, satisfont 
en même temps à l’équation aux dérivées partielles f—=o , sont 
ceux qui vérifient, avec S=0, une autre équation algébrique dont 
le degré est a(m—1)+6. 


2 >| : = D 4 td 1 « 

Si l’on veut emprunter le langage géométrique pour l’espace à 

(Æ +1) dimensions et appeler surface l'être défini par une équation, 
on peut donner au théorème X VI la forme suivante : 


Les points d’une surface algébrique de degré m qui satisfont à 
une condition exprimée par l'équation f = 0 sont les intersections 
de cette surface avec une autre, dont le degré est a(m—1)+kf. 


39. Pour calculer x et $ d’après le théorème XVI et le lemme qui 
qui le précède, il faudra, dans chaque cas, effectuer la transformation 
homographique. On serait ainsi entraîné dans des calculs généralement 
impraticables, à cause de leur longueur. On remarquera toutelois 
qu'il n’est pas nécessaire d'employer une transformation homogra- 
phique de forme générale. Ainsi, pour calculer «, il suffira d'employer 
une simple substitution linéaire (changement de coordonnées). De la 
sorte, z se réduira à l’unité. Pour calcurer $, on pourra employer une 
transformation qui réduise R à une constante. C’est en procédant de 
la sorte que je vais faire voir comment les valeurs de « et de $ 
peuvent être immédiatement trouvées dans un cas particulier qui 
offre un intérêt spécial : c’est celui où l'équation f—=0o se reproduit 
elle-même par toute substitution homographique. Je me trouve ainsi 
conduit à parler encore de ces invariants différentiels dont j'ai déjà 
dit quelques mots plus haut (n° 35). Je vais d’abord démontrer, au 
sujet d’une classe d'équations un peu plus étendue, une proposition 
des plus simples, que j'ai déjà eu l’occasion d'employer ailleurs (!) : 


Stune équation aux dérivées partielles reste inaltérée par 
toute substitution linéaire, elle ne contient ni les variables, ni les 
dérivées du premier ordre. 





Le 


Bulletin de la Société mathématique, t. I, p.31. [Œuvres d’Halphen, t. I, 
p. 321.] 
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1° Soit æ une des variables indépendantes. Si l’on change x en 
(æ+ D), ce qui constitue une substitution linéaire, aucune dérivée 
n'est altérée : donc le seul changement que subisse l'équation est celui 
de æ en (æ+À); mais, par hypothèse, l’équation reste inaltérée : 
donc elle ne contient pas +. Le même raisonnement s’applique à y : 
donc l’équation ne contient n1 les variables indépendantes, n1 la fonc- 
tion. 

2° Si l’on change y en y + Àxi, ce qui constitue une substitution 


0 ’ ’ A L 
T est altérée : donc, par le même raisonne- 


(4 
ment, et comme on sait déjà que y n'entre pas dans l'équation, on 


0Y 
Ô Ti 


linéaire, la seule dérivée 





voit que n'y entre pas non plus : donc la proposition est démon- 


trée. 


40. Pour le calcul de Ê, 1l est commode d'employer la transforma- 
tion suivante : 


y! T1 
RS nm NN EC SR ES 2 ON EE Gi Re | 
Bin Bb mm EE biz 
x! T9 
D ZE ———————————————— } 
4 1—+ Bira Bore+... + Brrs 
(52) / Haftshsis a la) oheis eo 0) 016 sin els 6.2, + e 01e. see + + 0 = , 
À T k 
eq, Ÿ) 
F 1+ Biri+ Biro +... Brrx 
1 V 


he 1—+ Biri + Bodo +...+ Brvx 


D’après le lemme du n° 38, on voit que, avec cette substitution, R se 
réduit à l’unité. Je poserai 


( g'—=1+ B; 1 + B222 SU e B;Tx, 


(53) | 


SL (Bis + Birs +...+ Br). 
La transformation réciproque de (52) est 


U 
! 
ce" 174 je 
LA Ta —= —) TAC DNS 


Z Z 3 


en sorte que 3 désigne, comme au n° 39, le dénominateur de cette 
. Ê . , . = 2: Ace 
transformation. Entre z et z!, on trouve aisément la relation 33° — 

Je vais chercher les expressions des dérivées relauves aux variables 


À FAR , : 
x,,... en fonction des dérivées relatives aux variables x/,,.... À cet 


526 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


effet, j'emploie la forme de Taylor. Soient (x’,,..., y’) un système 
de valeurs des variables et £!,..., 7! leurs accroissements. En posant 





j'ai, par la formule de Taylor, 
(54) VEN = U+ + Uo+ Ug +... 


Soient maintenant (æ,,...,y)et(£,,...,"n) les valeurs et les accrois- 
sements des autres variables, qui correspondent aux valeurs et aux 
accroissements des premières, que je viens de considérer. Par (52), 
j'exprimex',,...,y'etE!,,..., "n'en fonction dex,; 1#,etet, #9, 
Je substitue dans (54). Cela fait, je mettrai le résultat sous la forme 


(55) Y+Nn= Uo+Ui+ Ur+ Us+..., 


où U; désignera une forme de degré £ en &,,..., &, dont les coeffi- 
cients seront des fonctions de ceux des formes w;. De (55) je déduirai 


At Ô 0 (2) 
IRD or are (Ent. mt) J'. 


(4 


Cette dernière relation me donnera les expressions des dérivées 
d'ordre ? de y par rapport aux variables x,, ... en fonction des coeffi- 
cients des formes w; ou des dérivées de y’ par rapport aux va- 
Ia DIS ARREe 

Je désigne par / l’accroissement de la variable 3! (55) 


(ren B:£1 + Bo Ëo +. 167 B;Ëx. 
De la dernière équation CORRE conclus 


J'en) 
3'+ TA à 


[A 


y'+n = 


7 


ne 1+ 30 
(56) PR QU QU EU Us 2 UE RER 
, 


Dans la parenthèse du second membre de (56), 1l faut maintenant 


introduire les quantités£,, ...au lieu de £!, .... Des équations (52) je 
déduis 
(G ja rt Le sit _ Ent 


En AN AC NES Ni 


EC 


| 
| 
| 
| 
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Je considère la substitution 


PROTSE E 18 - ! M 2 
Linz =$i—2i(Bif+...+ Biéx), 
LR F. RESTE , £ s - 
(58) Ga — G2 — Los = Lo — Ti(Bi51+...+ By£x), 
>! > # 


Pour eflectuer dans le second membre de (56) la substitution (55), il 
n y aura qu à effectuer dans chaque forme u; la substitution (58) et à 


ReT . SAR ? ; 
multiplier ensuite par (—) - Soit donc v; la forme u; transformée 


par la substitution (58). On aura 
_ +20 DZ Us 3? Ua 33 
{59) EE, Été menperres UT 7. pe T1 pales # 


Si l’on développe chaque terme de la parenthèse suivant les puis- 


sances ascendantes de © 


degré ten£,,..., 2, , on aura U;. J'ai donc 


et qu'on prenne l’ensemble des termes du 





: L— 2 (£t—2)(i—3) 
(Go) =! [— ” Ut-1C + PL ROIS Te } 


ce qui peut symboliquement s’écrire 
Ur Zi 1 [520 — % ÿ-21 


Je vais maintenant examiner quelles conséquences on en peut tirer 
dans le cas où l’on considère une équation algébrique aux différences 
paruelles qui se reproduit elle-même par toute transformation homo- 


graphique. 


41. Soit f —0 une telle équation, mise sous forme entière. D'après 
le n° 39, nous sayons qu’elle ne contient ni les variables, ni les déri- 
vées du premier ordre. Si donc, comme précédemment, on désigne 
par U; la forme 








' FA 4 PET D 9 Fe 4 Certes 
a... — C1 PE ra © J': 


0T1 " 0Tk 


on voit que f est une fonction entière des coefficients des formes U, 
U,,.... Considérons, pour uninstant, une substitution linéaire homo- 
gène qui ne modifie que les variables indépendantes 


(61) dure a sion srans : 
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Je donne à w; le même sens que précédemment, et appliquant dans 
cette forme la substitution (61) par rapport aux variables £!, ..., E!, 
je la change en une autre w;. Il est manifeste qu’on a U;=w;. Ainsi, 
quand la transformation homographique envisagée est simplement la 
substitution (61), on n’a, pour passer de f à f', qu’à effectuer, dans les 
formes U, une substitution linéaire. Mais, par hypothèse, f’ repro- 
duit f, sauf un facteur qui (n° 38) ne dépend ici que des coefficients de 
la substitution (61). Donc f est une fonction des coefficients des 
formes U, jouissant de la propriété d’invariance, c’est-à-dire sur 
laquelle une substitution linéaire, faite dans les formes, a pour effet 
de la multiplier simplement par un facteur qui ne dépend que des 
coefficients de la substitution. Actuellement, nous ne savons pas 
encore si ce facteur est une puissance du déterminant de la substi- 
tution : c’est pourquoi je ne dis pas que f soit un énvariant (\). 

Pour abréger le langage, au lieu de dire : faire, dans les formes U, 
Ja substitution (61), je dirai simplement : faire la substitution 
UÜU;=w;, c’est-à-dire déduire de cette équation et des analogues les 
expressions des coefficients des formes U en fonction de ceux des 
formes uw, et les substituer dans la fonction f considérée. La propriété 
d’invariance consiste en ce que, à un facteur À près, le résultat est la 
même fonction portant sur les coefficients des formes u. S1 Pon fait 
la substitution U;— Aw#;, À étant une constante, c’est multiphier, 
dans (61), les coefficients par À ; par suite, c’est encore faire une sub- 
stitution linéaire, dont l'effet est de multiplier À par une certaine 
puissance de À. 

La subsutution U;= Aftw;revientà faire la substitution U;= A;w;, 
et à diviser ensuite chaque coefficient des formes par À. Donc, si fest 
homogène, la substitution U;—A-!w; a pour effet de muluplier f 
par un facteur. Il n’en est rien si f n’est pas homogène. En effet, 
soit 

f=2+p+p" +.. 


où je suppose o, v/, v",... homogènes et respectivement des degrés 


0, 0’, 0’, .... Il est manifeste que ©, v', .. doivent jouir séparément de 


0 


(!) On sait, par la théorie des formes, qu'il ne peut en être autrement. J'ai cru 
cependant intéressant de dispenser ici le lecteur de la connaissance de cette 
proposition. 
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la propriété d’invariance pour que f'en jouisse elle-même. Par suite, 
si f jouit de cette propriété, il faut que la substitution U;= At; ait 
pour ellet de multiplier 2, ©’, ... par le mème facteur 4. Alors la sub- 
sutution U;—Ai-t#; a pour effet de multiplier CDs dues PA HAE 
mA, ...; donc, pour que la substitution U;— Ait; reproduise f, 
à un facteur près, il faut et il suffit que f soit homogène. 

Je reviens maintenant à la considération de la transformation homo- 
graphique (52). D’après nos conventions de langage et d’après la for- 
mule (60), nous obtenons le résultat de cette transformation homo- 
graphique en faisant la subsutution 





(62) U;= 2371 Que ut te]. 


Par hypothèse, cette substitution a pour effet de multiplier f par un 
facteur 0, qui ne dépend pas des coefficients des formes U:, .... On 
remarquera que le second membre de (62) est homogène par rapport 
aux coefficients des formes & ; donc, si f n’est pas homogène, l'effet de 
la substitution (62) est de multiplier par 0 chacune des fonctions par- 
HOlES ED 

Ainsi une quelconque de ces fonctions se multiplie par 0, quand 
on fait la substitution (62). Si l’on fait la subsutution plus simple 
U;= 371 v;, nous savons que # se multiplie aussi par un facteur y qui 
ne dépend pas non plus des coefficients des formes. Or il est manifeste 
que cette dernière substitution et la subsutution (62) donnent lieu 
à certains termes qui sont entièrement les mêmes de part et d’autre : 
ce sont ceux qui contiennent les coefficients de la forme w d'indice le 
plus élevé. Donc les facteurs Ü et sont égaux. Ainsi les fonctions 
vw, w,... se reproduisent respectivement, multüipliées par le même 
facteur 0, quand on fait la substitution U;— 2 'v;; donc, d’après un 
résultat précédent, leurs degrés sont les mêmes. Donc f est homo- 
gène. 

J'ajoute cette conclusion, qui permettra bientôt de calculer 5. S'oët À 
le facteur par lequel se multiplie f quand on fait la substitu- 
tion U:=v;. Soient d:, ds, ..., 0j, ... les degrés auxquels entrent 
respectivement, dans un terme de f, les coefficients des formes 
0e Ut. Ouand'on fait, la transformation homogra- 
phique (52), f se reproduit, multipliée par ketpar z, à la puis- 

H. 54 
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sance 03 +203+...+(i—1)d;+..., nombrequiest le méme, quel 
que soit le terme considéré dans f. 

Je vais maintenant employer une nouvelle transformation homo- 
graphique, propre au calcul de x ; c’est de ce calcul combiné avec les 
précédents résultats que je pourrai, en dernière analyse, turer des 


conclusions définitives. 


42. Pour le calcul de «, je considère la substitution suivante : 


Li= AY +biti+ Cito+... + li, 
Tr = AY + baDi+ Colo+.. + laTk, 
Ty —= AV + Oxti+ ChTr +... + la, 
dns À 


Je vais chercher les expressions des dérivées partielles relatives aux 
variables x, ,... en fonction des dérivées relatives aux variables æ', ..…. 
Par un raisonnement analogue à celui qui a été employé pour la pre- 
mière partie de la proposition du n° 39, on voit que ces expressions 
ne contiennent pas les variables. On peut donc, sans modüfier les 
expressions demandées, les chercher pour un système de valeurs parti- 
culières des variables, par exemple 


! { ! 
Li Lo—...— Ty = Y — 0, 


4 


T1 


[ 


To =. —=LK = ÿ —= 0. 


Grâce à cette hypothèse, les accroissements des variables, que je 
désigne par les mêmes notations que précédemment, sont liés par 
les formules (63), où les lettres +,, ..., y sont remplacées par les 
lettres Li 2. ent 

J'ai maintenant à traiter le même problème qu’au n° 40, à savoir : 
du développement 


(64) N=U+üU2+U3+..., 
donné par la formule de Maclaurin, déduire le développement 


1 —= U, + U: + U: +... 


A cet effet, je substitue dans (64) à £, ...,n! les expressions en 
re ’ CR 4 d 
1,---, n données par (63), je remplace ensuite n par U, +U: +..., 
et ] égale, dans les deux membres, les termes du premier, du second 


ca 
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ordre, .... Ces égalités déterminent successivement les formes U,, 
U: ) 
Je pose, pour abréger, 


oy , 
= PA Eh RIT UP A ENERN AE 


(65) 1—(api+ap,+...+arpy) =R, 
| bypl bp, +..:+b;p;= BR, 
(66) C1Pi + CoPps+...+ cxpyr = CR, 


\ lpi+ laps +...+ lxpr= LR. 


Je cherche d’abord les termes du premier ordre dans les deux 
membres. Dans le premier, j'ai U,, et dans le second 


(1 — R)U: + BR £: + CRE: +. LREz: 
Les égalant à U, j'en conclus 
(67) Ui=Bé+CËE+...+ LE, 


Je cherche les termes du second ordre. Dans le premier membre, 
j'ai U». Dans le second membre, j'ai des termes de deux sortes : 
1° (1—R)U; ; 2° la forme w2, transformée par la substitution qu’on 
obtient en remplaçant dans les Æ premières équations (03) æ,,..., 
PA Dane, 6... et y par U,; c’est-à-dire par la substitu- 


tion 
El = (01 + a: B£i+(c + di C)£2+.. .+(l + 41 L)£x, 
> 
C9 


(68) de (D> + do B)£:+ (co —+ do C)Ë2 +. | «+ (la do L}£4, 
tr = (br+ a Bt+(cx+ ar O)E+.. + (x + ax L)êx. 


Je désigne par V; la forme w, transformée par cette substitution (68 ). 
J'ai par suite 
Le (1 ar R ) U: + Va, 


Il 
Ü = es W . 
2 R 2 
Je passe maintenant aux termes du troisième ordre. Dans le premier 


membre, j'ai U;. Dans le second membre, j'ai trois sortes de termes : 
1° (1—R)U, ; 2° les termes qui proviennent de w2. Soit 
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Désignons par d, d,..., Vxles dérivées partielles w,, ©:,..., 04, 
transformées par la substitution (68). Les termes du troisième ordre 
fournis par w, sont 


a di + A2 Vo +. HSE ak y 


(abi+ Godo+...+ axVr)Ur= R 


PR p Vo, 

où p est une fonction des dérivées du deuxième ordre, mais non pas 
de celles du troisième ordre ; 3° la forme w3 transformée par la sub- 
sutution (68). Je la désigne par V:. J’ai donc 


Usz= (1— R)U;+ p Vo + V3, 
(69) te (Vs + PV). 


La loi est maintenant manifeste. On obtiendra, en général, 
I 
(70) = EVE pi Via pa Vie +... pie Va), 


formule dans laquelle V ; désigne, en général, la forme w; transformée 
par la substitution (68), et o; une forme d’ordre 7, dont les coeffi- 
cients sont des fonctions entières de ceux des formes w dont les 
indices sont moindres que t, la forme uw, exceptée. 


43. La formule (50) n’est pas homogène par rapport aux coeffi- 
cients des formes wo, uU3, ..., car le premier terme y est linéaire et 
à = nn : ue ; ? 1 £ ne T _ 
homogène, les autres y sont de degré supérieur à l’unité. Or, par hypo 
thèse, f, par la substitution (50), se reproduit, multipliée par un fac- 
teur ne dépendant pas des coefficients des formes w», u3,.... J’en ai 
déjà conclu qne f est homogène : donc aussi je vois que la propriété 
de f exige que, par la substitution (50), tous les termes contenant 
les formes p disparaissent d'eux-mêmes. Donc la substitution (50) 


; » : LE V; 
produit le même effet que la simple subsutution U;= —: 


De là je tire cette première conclusion : Soit w le facteur par 
lequel se multiplie f, considérée comme fonction des coefficients 
des formes Us, Us, ..., quand on fait la substitution (68) (qui se 
représente par U;= V;), et soit à le degré de f. Considérée comme 
Jonction des dérivées partielles, f se multiplie par uR-6, quand on 
fait la transformation (63). 

Le lemme du n° 38 nous fait connaître déjà, sous une autre forme, 
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ce même facteur. Ici on a z=1, et la quantité désignée par R est la 
même. Donc 4R-È—KR-2, ou 


r 


K 
Raô 





(71) | Te 


Nous ne connaissons pas l'expression de K, mais nous savons (n° 38) 
que cette quantité est une fonction seulement des coefficients de la 
transformation employée, qui est ici représentée par les formules (63). 
Ainsi K dépend seulement des quantités LÉ PUONCTE METAL ), 
M0... , 4)... (ar, bx,cr,..., Lx): Quant à L,/0 estuune 
fonction également inconnue des coefficients de la substitution (68). 
Dans ces coefficients entrent les quantités nouvelles B, C,..., L. 
Cette circonstance va permettre de conclure de (51) la forme de la 
fonction p. 

Lafonctionu dépend de 4? quantités (B,,1,..., A4), (Ba; Vases ho). 
et satisfait à (71) quand on y fait 


Bi = di + &aB, Y1 = C1 + 1 0, CLÉ ICE À = Li + aL, 
(2) « Be = da + 42B, Ye = Co + &C, .. À = lo + al, 
TRUE sale 6 ein) à NOR PESTE PES : Hi Mn HOGDATALONCC : 
on br + ax;B, Yk= Cr + ar O, …., Â£s= Ur + arL. 


Je forme le déterminant de ces £? quantités, et je le désigne par A. 
Soit aussi À, sa valeur quand on a fait évanouir les lettres a. On 
reconnaîtra sans peine, à cause des équations (65) et (66),qu'on a 


D == ne 
Par suite, A%-Ô est une fonction qui jouit, comme 1, de la propriété 
représentée par l'équation (71), c'est-à-dire que A%Ÿ est égal à une 
fonction ne dépendant pas de B, C,..., L, divisée par la puissance 
(a—0) de R. Je dis qu'il en résulte u — AT. 

Je désigne par F le quotient de 4 par A%&. 

Il résulte de ce qui vient d’être dit que F, pour les valeurs (72) de 
ses arguments, est indépendante de B, C,...,L. Je prends sa dérivée 
par rapport à B, après substitution des valeurs (72). Cette dérivée doit 
être identiquement nulle. J’ai donc 

0F 0F 0F 
(73) CAE en TA GE: 


É 
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Je fais maintenant B—C—...—L—o. Alors les lettres a n’entrent 
plus dans F, et l'identité (33) exige que chaque dérivée partielle soit 
identiquement nulle. On obtient des résultats analogues en prenant 
les dérivées par rapport à G,..., L. Donc toutes les dérivées du pre- 
mier ordre de F sont identiquement nulles ; donc F est une constante. 
Il suffit de considérer la substitution unité pour voir que cette cons- 
tante est l’unité. Donc f est un invartant des formes simultanées 
U:, U:,..., et le poids de cet invartiant est (x —à). 


44. Je reviens maintenant à la conclusion du n° #1. Le détermi- 
nant de la substitution (58) est, comme on le vérifie aisément, 
égal à 

2—=1— (Big, + Br +... Berre). 


Donc le facteur À, dont il s’agit dans l’énoncé qui termine le n° #1, 
est 345, ou, en désignant par p le poids de l’invariant, À=3z?. Or 


on a 
Kp = 203+ 303+...+10;+...; 
par suite, 


+ 203+...H(i—1)d; = Ap—(d3+ 03 +...+ d;) = kp — à. 


Donc, quand on fait la transformation homographique du n° 40 (52), 
f se multiplie par 34#+1?-ô, Rapprochant ce résultat du théorème XVI, 
j'en conclus 

B=—(k4+1)p +8, 


auquel il faut joindre 
A —=p+ 0. 


Donc, enfin, le degré M—4(m—1)+ 8 de l'équation mentionnée au 
théorème XVI se met sous la forme 


M=(p+d)m—(k+2)p. 
D'où cette proposition : 


Tuéorème ÀAVIT. — Soit f—o une équation algébrique aux 
dérivées partielles entre la fonction y et les k variables indépen- 
dantes &i, Z»,..., æx, qui jouisse de la propriété de rester inaltérée 
par toute transformation homographique. Cette équation étant 
mise sous forme entière, f est un invariant homogène des formes 
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simultanées Us, Us, ..., définies par la relation 


Qt 
(ee 
QT 


: 0 0 DUT) 
HR PO CLIP ne D SR ed ee. 
I [A Ui (a 0x, 25 D + -) Me, 


e 


Où E4, Éo,..., Ex sont les variables de ces formes. 

Sotent p le poids de cet invariant et à son degré. 

Les points d'une surface algébrique de degré m[dans l’espace à 
(Æ+1) dimensions] qui satisfont à la condition exprimée par 
l'équation f—0o sont les intersections de cette surface avec une 
autre dont le degré est 


M=(p+ô)m—(k+2)p. 


45. Je ferai, au sujet de l’analyse précédente, une remarque. Dès 
qu'une fonction f des dérivées partielles ne contient ni les variables, 
m1 les dérivées du premier ordre, il est manifeste qu’elle ne change 
pas quand on change x; en (x;+À)ou y en (y+u), ou encore y 
en Y + Di + Ado. + xtx + xp. Par suite, si l’équation f —o 
reste inaltérée par la substitution (63), elle reste inaltérée par 
toute substitution linéaire. En outre, la substitution composée suc- 
cessivement de la transformation homographique (52) et d’une 
substitution linéaire revient à une transformation homographique 
quelconque. On a donc, dans ce qui précède, les éléments pour recon- 
naître les conditions nécessaires et suffisantes à l’invariance d’une 
équation telle que f— 0. On peut les résumer comme il suit : 


1° Les conditions mentionnées au théorème XVII : f est un inva- 
riant homogène des formes simultanées Us, Us, ...; 
2° La substitution (60) 





L— 
CE En 1, v! 
U5= 3! (ur ; Dre 1) 


y produit le même effet que la substitution Ui— 3" !v;; 
3° La substitution (50) 


U— (Vi ANT EN Pre) 
? . ? , lur 
y produit le même effet que la substitution U;= Vi. 


Mais, pour tirer de là des conclusions explicites, ilfaudrait connaitre 
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la composition des formes p qui entrent dans cette dernière relation. 
C’est en ce point que réside, je pense, toute la difficulté de la ques- 
tion. Je ne chercherai pas ici à lever cette difficulté, mais je ferai 
observer que, d’après cet aperçu, nous reconnaissons que : 


Tuéorime XVII. — S5 l’invariant homogène f des formes simul- 
tanées U:, U3, ..., ne change pas quand on y remplace U; par 


Üi+ pa Ui-1 + pa Ui-o +... + p;-0e Un, 


où po; désigne une forme arbitraire de degré 7, l’équation aux 
dérivées partielles f — 0 reste inaltérée par toute transformation 
homographique. 


Je répète que ce théorème nous donne des conditions suffisantes, 
mais non pas nécessaires, pour l’invariance d’une équation aux déri- 
vées partielles. 


46. Une partie de l’énoncé XVII n’a plus de sens dans le cas d’une 
seule variable indépendante. Il n’y a plus, en effet, de forme UÜ, cha- 
cune d'elles se réduisant à un seul terme. La proposition se modifie 
comme 1l suit : | 


Taéorime XIX. — Sort f—0o une équation différentielle algé- 
brique entre la variable indépendante x et la fonction y, qui 
Jouisse de la propriété de rester inaltérée par toute transforma- 
tion homographique. Cette équation étant mise sous forme en- 
tière, f est homogène par rapport aux dérivées de y. Soit à son 
degré par rapport à ces dérivées; soit, en outre, p la puissance de la 
constante b par laquelle f se multiplie quand on change x en n 


Les points d’une courbe plane de degré m qui satisfont à la 
condition exprimée par f—0 sont les intersections de cette courbe 
avec une autre dont le degré est 


M=(p+0)m—3p. 
Ainsi, soit f— 7", on a 


HET D'= 2, M = 3m —6. 
Soit pour f le déterminant (36) du n° 28, on a 


D— 3, D'=0, M = 12m — 27. 
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AT. Je vais maintenant faire quelques applications du théo- 
rème XVII. Je prendrai, à cet effet, des équations dont la propriété 
d’invariance découle du théorème XVIII. 

En premier lieu, ce théorème nous montre qu’on obtient une équa- 
Uon invariable par les transformations homographiques, en égalant à 
zéro le discriminant de la forme quadratique U,. Le degré est égal 
à k, le poids à 2. Donc 


(74) M=(£+o2)(m—2). 


Dans le cas de deux variables indépendantes, on a ainsi 4(m—2) 
pour le degré de la surface qui coupe une surface de degré mn suivant 
le lieu des pornts paraboliques. C’est bien, en effet, le degré de la 
surface hessienne qui, comme on sait, passe par ce lieu. Il est naturel, 
d’après (74), de penser que l’équation de degré M, qu’on trouvera 
dans le cas général, a pour premier membre le hessien de la fonction 
envisagée. Il en est ainsi effectivement ; mais ce n’est pas ici le lieu de 
le démontrer. 

Voici une seconde application. Le résultant des formes Us, Us,..., 
Uz,, satisfait aux conditions du théorème XVIII. Son degré, par rap- 
port aux coefficients de U;, est 
PRE PTE NE AR 


2 


dj 





Le degré est 2.3...(kÆ+1)(Sxz1—1); par suite 
M = 2.3...(K+1)[Sguum—(k+o)l. 


Ici l'interprétation géométrique est très simple. Dans l’espace à 
(k +1) dimensions, j'appelle ligne droite l'être défini par équations 
linéaires. Une surface étant rapportée à des coordonnées telles qu’on 
ait à la fois | 


RC LL  LORRL 
(75) FY=LTi= La... —TK— O0; PAIE RD ET -TAMREN 


c’est-à-dire l’origine étant sur la surface etle plan y —0 étant tangent 
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en ce point à la surface, les équations simultanées 
y =0; (Re N, Us so, …..) U:=0 
déterminent 2. 3..... Æ droites L. On a, aux environs de l’origine, 


= Ur + Us+... + Ur + Uri + Urro+...; 


par suite, chacune des droites L a, à l’origine, un contact d’ordre Æ 
avec la surface. C’est une généralisation des asymptotes de l’indica- 
Tin 


Dans l’espace à (k+1) dimensions, en tout point d’une surface, 
l'existe des droites ayant en ce point avec la surface un contact 
d'ordre k, et leur nombre est 2. 3... k. Je les appelle droites oscu- 
latrices. 


Si, en même temps, Ux,, s’évanouit quand on y met les coordon- 
nées d’une de ces droites, cette dernière a alors avec la surface un 
contact d'ordre (Æ—+1). Elle est surosculatrice; donc les points en 
lesquels une droite devient surosculatrice sont ceux en lesquels le 
résultant de U>, U:, ..…., Ux,, s’évanouit, Les coordonnées de ce point 
satisfaisant d’ailleurs aux relations (55). Mais cette dernière restriction 
disparaît, attendu qu'il est évident que la condition n’est pas altérée 
par les transformations homographiques. Ainsi des considérations 
géométriques pouvaient faire prévoir que l’équation obtenue en éga- 
lant à zéro le résultant ci-dessus restait inaltérée par les transforma- 
uons homographiques. 

J'ai, pour l'application envisagée, l’énoncé suivant : 


Le lieu des points d'une surface de degré m\danslespace à (k+1) 
dimensions], en lesquels une droite osculatrice de la surface lui 
devient surosculatrice, est l'intersection de cette surface avec une 
autre dont le degré est 





1 I I 
(76) M=2.3...(k+n)| (it +54. | 


t 


Pour le casde trois dimensions, la formule (-6 )donne M1 1m—24, 
résultat donné depuis longtemps par M. Salmon. J'ajoute que le pro- 
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cédé de démonstration employé par cet auteur s’étendrait sans aucune 
difficulté au cas de (Æ+1) dimensions (!). 


48. Je ferai enfin une troisième application. 

Je prends les (Æ—1) formes U;, U:,..., Uz. Si on les égale à zéro 
et qu'on élimine (#—2) variables, le premier membre de la résul- 
tante est une forme binaire. En égalant le discriminant de cette der- 
mère à zéro, on aura l'équation dont il s’agit: f — 0. L'invariant f 
coïncide avec celui que M. Cayley nomme le tact-invariant des 
formes envisagées. Il est manifeste que cet invariant satisfait à 
l’énoncé XVIII. 

Le tact-invariant de (k— 1) formes des degrés gi, g2,..., qn_1 et à 
k variables est, par rapport aux coefficients de la forme de degré qi, 


du degré 
d; = SAP ERNRE LE, (Eg+qi—k). 
qi 
En appliquant cette formule, aisée à démontrer, au cas actuel, on 
trouve 
FR ÉRE UT à RCE 


PES 2.3... CDs, + x], 

Sx ayant la même signification qu’au numéro précédent. Dans le cas 
où l’on a Æ— 2, le tact-invariant se réduit au discriminant de la forme 
binaire U,, et les formules ci-dessus s'appliquent encore. On a donc 
ici une nouvelle généralisation du lieu des points paraboliques. C’est, 
en effet, ce qui résulte clairement de l'interprétation géométrique de 
l’équation aux dérivées partielles. Sans m'y arrêter plus longuement, 
je la rapporte dans cet énoncé : 


Le lieu des points d’une surface de degré m[dans l’espace à (4—1) 
dimensions |, en lesquels deux droites osculatrices se confondent, 
est l'intersection de cette surface avec une autre, dont le degré 


iii) a RL he) Lane 
RATE k 2 2 ( 


est 


M=32.3...4 





formule qui, pour #— 2, donne bien M — 4(m—2). 





(:) SALMON FIEDLER, t. II, p. 474. 
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49. Dans beaucoup de questions géométriques, avec l'emploi des 
coordonnées homogènes, on a à considérer des équations différen- 
elles, ou aux différences partielles, où les variables indépendantes 
5 . , Q , » e 2 La , , 
sont indéterminées. Par exemple, €, , & étant des coordonnées 
ponctuelles dans le plan, l'équation différentielle des lignes droites 
est 


S 
I 

CAN VV SVY 
à ad 
S 
*X SX 
SEX 
Î 
© 


où &, €",... sont des dérivées du premier et du second ordre. Si l’on 


y fait —1, et qu'on prenne Ë pour variable indépendante, f se ré- 

duit à n”. L’équation est ainsi ramenée à la formule habituelle 7”=—o. 

Mais on peut aussi revenir à cette forme en prenant pour variable in- 
P P P 


x y 
dépendante et pour fonction ? et . Soit =?) JT On a, par un 


calcul facile, 
GAY AI OR RS es 
dx? Le TU EE 


En donnant au théorème IV une forme nouvelle, on peut, de cette 
dernière relation, déduire immédiatement à = 3, 8 ——3. Voici, en 
effet, quelle forme on peut donner aux théorèmes IV et XVI. Je me 
borne à un seu] énoncé comprenant le cas d’une seule variable indé- 
pendante aussi bien que celui où 1l y en a plusieurs. 


Taéorëme XX. — Soit f—0o une équation entière aux dérivées 
partielles entre les variables indépendantes x;, &»,..., ær et la 
Jonction y. On prend de nouvelles variables indépendantes ti, 


lns 2.) Li COUONTEMPIACE LI, RER PRIT 4, is SOLE 


LE] 2 — ? 
4 6 € 
l’équation transformée, mise également sous forme entière. On a 
tdentiquement 
I 


ASP 





(77) J = Fe 

ei dE. du 
ot Ol2 Ok 
où « et $ sont les mêmes nombres qu'au théorème XVI. 


relation dans laquelle À est le déterminant DES 


Pour démontrer ce théorème, j'observe d’abord que chaque dérivée 
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les de y par rapport aux premières variables indépendantes 
g? exprime par le quotient de deux fonctions entières des dérivées par- 
tielles relatives aux nouvelles variables. On démontrera aisément que 





le dénominateur est une puissance du déterminant 


DJ ÔT'; La TR 

ti dt tx 

Par suite, si $ — o est la transformée, sous forme entière, qu'on 
obtent par le simple changement des variables indépendantes, on a 


f—=5 
Ex 


. de . œ a n . 
gement, qui consiste à remplacer +,,..., xx, y par FOUOTE Soit 


LE 





positif. Je fais maintenant le second chan- 





’ A e . . 
F—o la transformée de f—0, mise sous forme entière; on a mani- 


AE . . I . 
festement, en désignant par c un entier positif, f—;-F. On a d’ailleurs 


; A 
aussi D; ; donc enfin 


I 


(78) Î = A« Ce -2 ka F. 


Ainsi la liaison entre f et F est bien de la forme (55) annoncée. Il 
reste à faire voir que les nombres & et (c—2ka) coïncident avec les 
nombres &, $ du théorème XVI, ou plutôt définis dans le lemme qui 
précède ce théorème (n° 38). 

J’opère sur les quantités &,,...,6x, n, € une substitution linéaire 
homogène qui Les remplace par les quantités 8, ..., €, n/, €. Soit F' 
ce que devient F, exprimée avec ces nouvelles quantités, sans modi- 
fications des variables indépendantes. On a alors, au lieu de (78), 


(79) Ê Aa fc—2ka ES 


où je suppose aussi que dans À et © les substitutions soient faites. 
Dans cette opération aucun facteur variable ne s’introduit, attendu 
que toutes les dérivées de £,,..., n, € sont, comme les variables 
mêmes, transformées par la même substitution linéaire. 

Les variables indépendantes £,,..., {x sont jusqu’à présent Indéter- 
minées. Je suppose maintenant qu'elles coïncident avec AE te 
et Je fais en même temps {/— 1. Alors F’ n’est pas autre chose que le 


premier membre, sous forme entière, de la transformée de f au 
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moyen d’une substitution homographique. La variable € coïncide avec 
le dénominateur commun des expressions de æ,, ..., æx, y en fonc- 
tion de 5 ,..., €, n. En outre, on reconnaîtra sans peine que À coïn- 
cide avec l’expression désignée dans le lemme (38) par R; par 
suite, la relation (59) coïncide avec celle qui fait l’objet de ce lemme. 
Par suite, le théorème XX est démontré. 


90. Je ne donnerai ici aucune application du théorème XX, me 
réservant de le faire dans une autre occasion. En terminant ce Mé- 
moire, Je ferai observer que, dans le cas où il existe plus d’une va- 
riable indépendante, je n’ai pas abordé le second des deux problèmes 
posés au début. Il ne me semble guère possible de le faire dans l’état 
actuel de nos connaisances à l’égard des singularités des surfaces. 

Dans le même ordre d'idées, d’autres problèmes plus difficiles peu- 
vent être posés. On peut chercher le nombre des points d’une courbe 
gauche algébrique qui satisfont à une condition exprimée par une 
équation différentielle ; le nombre des points d’une surface qui satis- 
font à deux conditions exprimées par deux équations aux dérivées 
partielles, etc. Comme on le voit, le sujet abordé dans ce Mémoire 


est loin d’être épuisé. 





SUR LES CARACTÉRISTIQUES 


DES 


SYSTÈMES DES CONIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1. 83, 1836, p. 537. 





Pour un grand nombre de cas particuliers, M. Chasles a découvert 
et démontré la proposition suivante : 


Sotent, dans un système plan de coniques, w le nombre de ces 
courbes qui passent par un point et y le nombre de celles qui tou- 
chent une droite: le nombre des coniques du système qui satis- 
Jont à une condition quelconque, indépendante de ce système, 
est au + Êy, les nombres à et 8 ne dépendant que de la condition 
considérée. 


On a été conduit à supposer ce théorème entièrement général (!); 
cette extension n'est pas légitime, et je vais tout d’abord le montrer 
par un exemple. 

Je désigne par K la condition, pour une conique, d’intercepter sur 
une droite un segment qui soit dans un rapport donné avec le sinus 
de l’angle sous lequel cette conique est vue d’un point (?). 

Je considère, d’autre part, deux systèmes : 


1° 5, composé des coniques tangentes à une courbe donnée en deux 
points donnés ; 


(1) On à même tenté de le démontrer. Les démonstrations sont inexactes par 
suite de l'omission que je signale plus loin. 

(2?) J'emploie, pour en abréger l'énoncé, une condition non projective. Il n’y à 
aucune difficulté à la mettre sous forme projective. 
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2° S', composé des coniques ayant, avec une courbe donnée, en un 
point donné, des contacts du troisième ordre. C’est, comme on voit, 


un cas particulier du précédent. 


S et S' ont les mêmes caractéristiques : 4 = v —1. 
Désignant par N (S, K) le nombre des coniques d’un système S, 
qui satisfont à une condition K, on aurait, si le théorème s’appli- 


quait 1C1 
N'OSF KI = NEETIRIENEE 8, 


Or, on trouve aisément 


N(S,K)=4,  N(S,K)=3; 


donc le théorème ne s'applique pas au cas actuel. 

Ce fait est dû à une circonstance dont on n’a pas jusqu à présent 
tenu un compte suffisant. Les coniques d’un système peuvent pré- 
senter trois modes de dégénérescence : 1° le point avec deux droites 
passant en ce point; 2° la droite avec deux points situés sur cette 
droite ; 3° la droite avec un seul point situé sur cette droite. Les deux 
premiers modes sont corrélatifs l’un de l’autre, le troisième est corré- 
latif de lui-même. C’est de ce troisième mode qu’on n’a pas suffisam- 
ment tenu compte, et c’est parce qu'il se présente dans le système S' 
que le théorème ne s'applique pas à l'exemple précité. 

Dans le cas le plus général, le nombre des coniques d'un système, 
qui satisfont à une condition, est d’une forme bien plus complexe que 
dans le théorème ci-dessus. L’énoncé des résultats que J'ai obtenus 
à ce sujet ne saurait trouver place dans cette Note, et je me conten- 
terai de citer un nouvel exemple qui puisse donner une idée de ces 
résultats. 

Je désigne par L une condition analogue à celle qui a été précé- 
demment considérée ; elle consistera en ce que la n"*"° puissance du 
segment intercepté par la conique sur une droite soit dans un rapport 
donné avec la n°" puissance du sinus de l’angle sous lequel cette 
conique est vue d’un point. Les nombres », n seront entiers et posi- 
ufs, Je considère, d’autre part, le système © formé par les coniques 
ayant des contacts du quatrième ordre avec la courbe bien connue 
dont l’équation en coordonnées homogènes est 


TP y = ZPET, 
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p et g étant des entiers positifs et premiers entre eux. Les caractéris= 
tiques de X sont 
| H=Y=2(p+g). 
En combinant la condition L et le système Y et supposant p <q, 


on trouve : 


1° Si CE N(E,L)=o(m+on)(p+g); 
o S; PP OT Le sa 
> CT Ho on N(E, L)=2(m+n)(p+2g); 
90 Si P n \ Le 

91 Pine N(E,L)=2(n+2m)(p+g). 


S1, au contraire, on combinait la condition L avec un système À ne 
contenant pas le troisième mode de dégénérescence, le théorème pré- 


cité s’appliquerait, et l’on aurait 
N(A,L)=:2(mp+ny). 
S1 l’on faisait, à tort, l'application de cette dernière formule au sys- 


tème X, on trouverait, pour N(E, L), le nombre 4{m+n)(p—+g), 
qui ne s’accorde avec aucun des précédents. 


© 
Qt 





SUR LES ORDRES 


ET LKS 


CLASSES DE CERTAINS LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 


Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 83, 1876, p. 705. 


M. Chasles a donné de nombreux exemples de lieux, dans la défi- 
nition desquels figurent des courbes, et dont les ordres ou les classes 
se déterminent simplement en fonction des ordres et des classes de 
ces courbes. MM. Saltel et Fouret ont généralisé plusieurs de ces 
exemples. M. Fouret vient notamment de publier (Comptes rendus, 
t. LXXXIIT, p.605) une élégante formule pour déterminer l'ordre du 
lieu des points dont les distances à des courbes sont liés par une rela- 
tion donnée. Il y parvient en appliquant ce théorème : Le nombre 
des courbes d'un système (u, y) qui touchent une courbe d'ordre m 
et de classe n est égal à un+vm. Il s'agit ici d'un système défini 
par une équation différentielle du premier ordre. Aussi peut-on pré- 
férer l’un des deux énoncés suivants de la même proposition : Le 
nombre des points d'une courbe d'ordre m et de classe nr, qui satis- 
font à une condition exprimée par une équation différentielle du 
Premier ordre et algébrique, estun+vm, les nombres u, y déper- 
dant seulement de l'équation différentielle ; ou encore : Dans un 
connexe ('), le nombre des éléments qui sont composés d'un point 
d'une courbe et de la tangente en ce point est égal au produit des 





(1) M. Clebsch a appelé connexe l'être défini par une relation entre les coordon- 
nées d’un point / et d’une droite À. Le degré de cette relation par rapport aux coor- 
données de Z est l’ordre du connexe; le degré par rapport aux coordonnées de À est 
la classe. Si l’on astreint À à passer constamment par /, l'équation du connexe se 
change en une équation différentielle du premier orüre. 
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classes du connexe et de la courbe, augmenté du produit de leurs 
ordres. 


Je me propose de montrer qu'au moyen du même théorème on 
peut encore généraliser les résultats précités. Voici le problème que 
je vais d’abord traiter : 


Sotent données k relations algébriques entre les coordonnées 
de k points dl, ..., lx et de k droites À, ..., 1x, dans un plan. 

Soient, d'autre part, ®,..., vx des courbes algébriques du 
mème plan. De combien de manières peut-on astreindre simulta- 
nément chaque couple (l;};) à étre composé d’un point de la 
courbe w; de même indice et de la tangente de v; en ce point? 


Je représente le nombre cherché par le produit symbolique 
D ©2...4. O1 w; est une droite, j'emploie pour la désigner la lettre D; ; 
si c'est un point, la lettre P;. Je supprime, pour un instant, la condi- 
uon relative à (/4, 14), les autres conditions subsistant. Alors (/x, Àx) 
décrit un connexe. Soient y, 1 l’ordre et la classe de ce connexe, 
D'après le théorème ci-dessus, le nombre cherché est (unx+vmx). 
Si 0, se réduit à D; ou à P;, ce dernier nombre se réduit à y ou à p. 
D’après nos conventions, on a donc 


O1 P2 LA. 4 0 1 D2 MANTTE Ox—1 Pyrnx+ P192 CS D k—1 Dynx 


= ViP2...Dxi(Prnx+ Drnx). 


D'où résulte immédiatement que : Le nombre cherché est symbo- 
liquement égal au produit des k facteurs (Pini+Dinmi), dans 
lequel chaque produit de k lettres P, D doit être remplacé par le 
nombre répondant à la question dans le cas où les courbes corres- 
pondantes sont des points et des droites. 

Et, en second lieu : Sc l’on supprime la condition relative à vx, 
(lx, x) décrit un connexe dont l'ordre et la classe sont représentés 
symboliquement par le produit des (k—1) facteurs (P: ni+Dimi), 
grâce à une convention analogue. 


Je prends ce dernier résultat et je suppose que les X relations don- 

. T2 & ? 
nées ne contiennent qu'un des deux éléments /; ou À4. Au lieu d’un 
connexe, on a alors un lieu de points ou une enveloppe de droites, 
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dont l’énoncé précédent fournit l’ordre ou la classe. C’est, comme on 
le voit, la formule de M. Fouret généralisée (!). 

J’envisage maintenant ce cas spécial où la droite À; ne figure pas 
dans les relations données, et où l’on supprime +;;'et je vais traiter 
une nouvelle question à ce sujet. 


Sotent données k relations entre un point let (k—1) couples 
(l;;). Soient, d'autre part, (k— 1) courbes v;, relativement aux- 
quelles on astreint les couples (li, k;ÿ) aux mêmes conditions que 
précédemment. Le point | décrit un lieu dont nous venons de 
trouver l’ordre. On demande la classe de ce lieu. 


Il est un cas où la réponse est immédiate : S% la détermination de 
la tangente au lieu du point l'n'exige pas la connaissance des 
éléments du second ordre des courbes o, la classe du lieu est encore 
égale au produit symbolique des (k —1) facteurs (Pin; +D;mi), 
grâce à une convention analogue aux précédentes. Ceci s'applique 
notamment au lieu considéré par M. Fouret. 

En général, cette simplification ne se présente pas. Alors la con- 
naissance des ordres et des classes des courbes © ne suffit pas. En 
m'appuyant sur un théorème que j'ai démontré dans un Mémoire 
publié récemment (Journal de Mathématiques, 3° série, t. IT, p. 255 
[Œuvres d’'Halphen, t. 1, p. 494 |), j'ai trouvé la solution suivante : 


Soient r,s le nombre des rebroussements et des inflexions ordi- 
natres par lesquels sont représentées dans les équations de Plücker 
les singularités de la courbe © d’ordre m et de classe n, et dési- 
gnons par 2q les deux nombres égaux (3n+r) et (3m+s). 

La classe du lieu du point l'est symboliquement égale au pro- 
duit des (k—\1) facteurs £ (Gi qi—Piri—Dis:), où chaque produit 
de (k—1) lettres G, P, D doit être remplacé par la classe du lieu 
obtenu en supposant que les courbes® correspondantes sont des 
coniques, des points et des droites. 


J'ajoute qu'un produit symbolique de cette dernière forme repré- 
sente aussi l’ordre d’un point lié par À relations aux points de (Æ—1) 
courbes, aux tangentes et aux courbures de ces courbes en ces points. 


(1) M. Fouret a omis les indices des lettres P, D. Cette omission n’est permise que 
si les Æ relations sont symétriques par rapport aux (4 —1) couples (Z,À,). 


——— 00 0— 


SUR UNE PROPOSITION GÉNÉRALE 


DE LA 


THÉORIE DES CONIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 83, 1856, p. 791. 


Voici la proposition (:) dont il s’agit : 


TaéorëMe I. — Sr, entre deux coniques situées dans un méme 
plan, il existe une relation projective, ne dépendant d'aucune 
autre figure, la relation corrélative existe aussi entre ces deux 
coniques prises en ordre inverse. 


C’est une conséquence immédiate d’une proposition d’Algèbre : 
Tout invariant de deux formes quadratiques ternaires est une 
fonction rationnelle de quatre invariants distincts. Pour le mon- 
trer, Je suppose deux formes quadratiques a, a. Je considère en 
même temps les formes adjointes (zugehôrige) à, «'. Je désigne, 
suivant la notation de M. Aronhold, par &;;, «;;, .… les coefficients de 
ces formes. On sait que les quatre invariants distincts de «, a sont les 
deux discriminants D, D’, etles deux suivants : 


T= Ea;;aij, di E aija;. 
Si l’on forme les mêmes invariants A, A’, 6, @’ pour les formes 


adjointes «, «/, on trouve les relations 


(1) A= D?, AD: 6: LT 8 DEF. 





(!) Cette proposition est contenue dans le théorème de Steiner sur la polarité réci- 
proque de deux coniques quelconques (Journal de Crelle, t. 32, 1846, p. 39); Vor- 


lesungen über synth. Geometrie, bearb. v. Schrôter, 1847, p. 417 et ss.). 
(Note des éditeurs.) 
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Soit G un invariant entier des formes @, a', homogène et de degré c 
par rapport aux coefficients de a, homogène et de degré c’ par rapport 
aux coefficients de a’. Je prends un terme quelconque de G, 


L— DTAaT'#' D'"’. 
Entre les exposants ont lieu les relations suivantes : 


3m+on+n=c, 3m+aon+n—=c", 


et J'en déduis 


1 I 
(2) 2m+n=s(2c—c)+m, 2m+n= (20 —c)5eu; 


Dans L, je remplace les coefficients de a, a! respectivement par les 
coefficients correspondants de &, à’. D’après les relations (1) et (2), 
L se change en 


1 Lara 
—(2c—c') =(2c'—c) 
De 


De D TD 11): 


ltoc—c) 


1 
AD D 


(2c' u 
L’ ne diffère de L que par la transposition de m, m'et de n,n, 
c’est-à-dire par l’échange des formes a, a’. Ce résultat s'applique à 
tous les termes dont la somme constitue G.:Donc, si dans G on rem- 
place les formes à, a! par leurs adjointes, G se change, à un facteur 
près, en l'invariant G’ qu’on obtient en échangeant, dans G, les 
formes a, a!. Donc, si deux formes quadratiques satisfont à une 
relation invariante, les formes adyointes, prises en ordre inverse,. 
y satisfont aussi. En langage géométrique : sé la figure formée de 
deux coniques dans un plan satisfait à une relation projective, la 
igure corrélative satisfait à la même relation, les coniques y étant 
prises dans l’ordre inverse. C'est, sous une autre forme, le théorème I. 
Dans l’énoncé algébrique, j'ai dit formes quadratiques et non 
formes quadratiques ternaires, attendu que la proposition s'applique 
également, quel que soit le nombre des variables. En conséquence, 
le théorème I s'applique aussi à deux surfaces du second ordre. 
Comme conséquence du théorème I, je signalerai la proposition 
suivante : 


Taéorëme Il. — Le rapport anharmonique des quatre points 
d’intersection de deux coniques, considérés sur l’une d’elles, est 
égal au rapport anharmonique des quatre tangentes communes, 
considérées sur l’autre. 
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Cette dernière proposition peut, sans difficulté, être démontrée 

directement ; et, cela fait, on en peut déduire une démonstration 
géométrique du théorème 1, comme il suit : 


Soient a, a! et b, b' deux couples de coniques telles que les rap- 
ports anharmoniques des points d’intersection de 4 et a! considérés 
successivement sur & et sur a’ soient respectivement les mêmes que 
ceux des points d’intersection de b et b', considérés sur b et sur b’.Il 
est aisé de voir que la figure b, b' estune transformée homographique 
de la figure a, a. Donc les deux rapports anharmoniques , #”, 
déterminés sur & et a! par les points d’intersecuion de ces coniques, 
caractérisent complètement l’ensemble des transformées homogra- 
phiques de la figure a, a’. Donc toute relation projective à laquelle 
satisfait la figure a, a! s'exprime par une relation entre À et h'. 
Si &, «est une figure corrélative de a, a', les nombres À et h' sont, 
d’après le théorème Il, les rapports anharmoniques des points d’in- 
tersection de *, 4! considérés sur @&/ et sur 4. Donc les coniques v/ et « 
satisfont à la même relation que les coniques à, a’. D’où le théo- 
rème 1. 


Voici quelques cas particuliers de ce théorème : 


Taéorème IL. — Sc l'on peut inscrire dans une conique À des 
triangles conjugués par rapport à une autre conique À’, on peut 
circonscrire à A! des triangles conjugués par rapport à À; 
théorème dû à M. Smith. 


Tuéorèue IV.— Aux points d’intersection de deux coniques À, À' 
on mène les tangentes de À. Ces droites rencontrent de nouveau À' 
en quatre points m. Par les points de contact de A! avec les tan- 
gentes communes de À, A',on mène les secondes tangentes à À. Le 
rapport anharmonique de ces quatre tangentes de À est égal à 
celui des quatre points m de À". 


Tuéornëme V.— Si la tangente de À en un point commun à À, À 
rencontre de nouveau À! en un point par où passe la tangente 
de À en un second point commun aux deux coniques, la seconde 
tangente menée à À par le point de contact de A'et d’unetangente 
commune rencontre de nouveau A! au point de contact d’une 
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seconde tangente commune. C'est ce qui a lieu lorsqu'on peut 
inscrire dans À’ des quadrilatères circonscrits à A. 


Taéorkme VI.— Sy deux cordes communes conjuguées de A et A! 
ont même pôle, l’une par rapport à À, l’autre par rapport à À, 
les huit points de contact de À et de A! avec leurs tangentes com- 
munes sont distribués sur deux lignes droites, etc. 


SUR LES 


CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES 


ET DE 


SURFACES DU SECOND ORDRE. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 83, 1876, p. 886. 


Dans une Note récente (!), j'ai indiqué des cas d’exception au 
théorème de M. Chasles concernant le nombre des coniques d’un sys- 
tème qui satisfont à une condilion. Le problème qui consiste à déter- 
miner ce nombre est résolu, d’une manière générale, dans le Mémoire 
que je soumets aujourd'hui à l’Académie. Pour faire aisément saisir 
la signification exacte des résultats acquis antérieurement et de la so- 
lution nouvelle, je ferai un rapprochement entre ce problème et un 
autre d’une nature plus simple. 

Pour déterminer le nombre des points d’une courbe algébrique 
plane qui satisfont à une condition donnée, par exemple le nombre 
des sommets, des points sextactiques, etc., on fait habituellement 
passer la solution du problème par trois phases successives, en quali- 
fiant d’abord la courbe par son ordre, puis par son ordre et des sin- 
gularités ordinaires, enfin par son ordre et des singularités quel- 
conques. C’est par les mêmes phases qu'a passé la solution du 
problème concernant les coniques, ainsi que je vais l'expliquer. 

Un système de coniques peut contenir des figures singulières de 
trois espèces distinctes : 1° le point avec deux droites passant en ce 
point; 2° la droite avec deux points situés sur cette droite; 3° la 
droite avec un seul point. Je désigne, pour abréger, ces singularités 


(!) Comptes rendus, t. 83, 18196, p. 537. [Œuvres d’Halphen, t. I, p. 543.] 
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par les lettres À, A’, B. La première À n’est qu’une singularité tan- 
gentielle, comme sur les courbes, les inflexions et les tangentes 
doubles. La seconde À’ est la corrélative de À. Les singularités À et A’ 
sont ordinaires ; la troisième B est une singularité élevée. Cela posé, 
je démontre que : 


Taéorkue |. — St un système ne contient que la singularité À, 
le nombre des coniques de ce système qui satisfont à une condi- 
tion quelconque est le produit de deux nombres, dont l’un ne 
dépend que du système, l’autre que de la condition. C’est le 
résultat trouvé par M. de Jonquières. 


TaéorÈkme Il. — Sz un système ne contient que les singularités 
ordinaires, le nombre des coniques de ce système qui satisfont à 
une condition quelconque est au.+ y, à et y étant les caractéris- 
tiques du système, et a, $ des nombres ne dépendant que de la 
condition. 


S1 le système contient la singularité B, ce dernier théorème ne s'ap- 
plique plus, à moins que la condition ne soit soumise à son tour à des 
restrictions. À cet égard, je démontre les deux propositions, sui- 
vantes : | 


} 


Taéorëme IIL. — Si, pour une condition donnée ®, le nombre & 
(défini au théorème IT) est nul, le nombre des coniques d’un sys- 
tème quelconque qui satisfont à la condition ® est égal à a. 


Taéorkue IV.— Pour que le nombre des coniques satisfaisant à 
une condition donnée ®, et faisant partie d’un système quel- 
conque (u, y), soit égal à au+f$y (x et 8 étant définis par le théo- 
rème Il), él faut et il suffit que le nombre des coniques satisfaisant 
à la condition & et ayant, en un point donné, des contacts du 
troisième ordre avec une courbe donnée, soit égal à a +6. 


Dans tous les autres cas, le résultat est d’une forme beaucoup plus 
compliquée. On peut cependant en obtenir une image, grâce à l’aru- 
fice suivant : 

Tous les éléments utiles, relatifs à un système, se trouvent repré- 
sentés dans une courbe qu’on peut dire attachée au système. Je la 
préciserai plus loin, et je me borne, pour le moment, à dire qu’elle 
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est donnée par une équation en coordonnées rectilignes, et qu’elle 
passe à l’origine des coordonnées dans le seul cas où le système con- 
üent la singularité B. De même aussi, les éléments utiles, relatifs à 
une condition, sont représentés dans une courbe attachée à la con- 
dition. Cela étant, j'obtiens ce théorème : 


Taéonëme V. — Le nombre des coniques satisfaisant à une con- 
dition (x, $) et faisant partie d’un système (u, v) est inférieur 
àau<+$y, eten diffère d’un nombre égal à celui des points qu'ont 
en commun, à l’origine des coordonnées, la courbe attachée au 
système et la courbe attachée à la condition. 


Cet énoncé met en évidence que les courbes attachées n’intervien- 
nent pas autrement que par leur forme aux environs d’un point, ordi- 
nairement singulier sur chacune d’elles. On conçoit donc qu’une 
infinité de courbes puissent être prises pour attachées à un système 
ou à une condilion, par exemple : 


Pour courbe attachée à un système, on peut prendre le lieu du 
point dont l’abscisse est proportionnelle au carré du sinus de 
l’angle des tangentes menées à une conique du système par un 
point fixe, et l’ordonnée au carré du segment que cette même 
conique intercepte sur une droite fire. 

Pour courbe attachée à une condition ®D, on peut prendre la 
suivante : Supposez une conique conjuguée par rapport à un 
triangle abc, et soient m un des points où elle rencontre bc, n un 
de ceux où elle rencontre ab. Pour cette conique, la condition ® 
peut s'exprimer par une relation o(x, y)—=0 entre 


\ % 


La courbe w(x, y)—=o est attachée à la condition ®. 


Je donne, dans mon Mémoire, un assez grand nombre d'exemples 
nouveaux des théorèmes II, IV, V ; je citerai 1c1 les suivants : 


Le nombre des coniques d’un système (u,v), telles qu'on y 
puisse inscrire des triangles circonscrits à une conique donnée, 
est égal à 2u. Avec des quadrilatères, le résultat est 5. 

Le nombre des coniques d’un système (u.,v), telles que les huit 
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points de contact des tangentes communes à l’une quelconque 
d’entre elles et à une conique fixe soient distribués sur deux 
lignes droites, est égal à n+v. 

Le nombre des coniques d’un système (x1,Y), qui partagent une 
conique donnée dans un rapport anharmonique égal à celui dans 
lequel elles sont partagées elles-mêmes par une autre conique 
donnée, est égal à 6 (4 +y)— 2w, w étant l’ordre de multiplicité 
de l’origine des coordonnées sur la courbe attachée au système (*). 


Pour les surfaces du second ordre, j'obtiens des résultats analogues, 
au moyen d’une courbe gauche et d’une surface attachées respective- 


ment au système et à la condition. 


(*) Dans un Mémoire ultérieur : Sur la Theorie des caracteristiques pour les 
coniques ( Proceedings of the London mathematical Society, vol. IX, n°* 133 et 134; 
Mathematiche Annalen, t. XV, p. 16; Œuvres d’'Halphen, t. 11, p. 1), Halphen 


indique dans une Note (n° 25) que ce résultat doit être multiplié par 2. 
(Vote des éditeurs.) 
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SUR LES CORRESPONDANCES 


ENTRE LES 


POINTS DE DEUX COURBES. 


Bulletin de la Société mathématique de France, t. V, 1855-1836, p. 7. 


1. Dans ma Note Sur la conservation du genre (), j'ai montré 
d’une manière directe que, si deux courbes se correspondent point 
par point, elles sont du même genre. L'analyse employée m'a 
conduit en même temps à une relation plus générale qui a lieu entre 
deux courbes, lorsqu'à un point de l’une correspond un point de 
l’autre, et à un point de la seconde plusieurs points de la première. 
M. Zeuthen était antérieurement parvenu, pour le cas où les courbes 
ne possèdent que des singularités ordinaires, à une relation plus 
générale concernant les correspondances quelconques (?). Cette rela- 
ion s'étend avec facilité au cas où les courbes possèdent des 
singularités élevées. L'importance de ce sujet au point de vue des 
applications me détermine à y revenir. L'objet de cette Note est 
donc de démontrer le théorème de M. Zeuthen, étendu comme je 
viens de le dire, et d’en donner des applications. 


2. Dans ma Note précitée, j'ai envisagé deux courbes S,X, telles 
qu’à un point a de S corresponde un point « de Ÿ, et qu'à un point 
« de È correspondent # points a de S. Pour passer de là à une corres- 
pondance quelconque entre deux courbes E, Ÿ’, il suffit de concevoir 


(:) Bulletin de la Société mathématique, t. IV, 1855-1876, p. 29. [ Œuvres 
d’Halphen, t. I, p. 377.] 
(?) Mathematische Annalen, t. III, 1871, p. 150. 


558 ŒUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


une courbe S à chaque point de laquelle corresponde un seul couple 
de points correspondants x, x’ de Y et £'. La courbe S peut être 
réalisée d’une infinité de manières, et 1l est inutile d’insister sur ce 
point. Grâce à l’intermédiaire de cette courbeS, on peut étendre, 
d’une manière utile, les théorèmes T et II de ma Note précitée (!). 

Soient (5), (2), (Z') trois systèmes circulaires de branches, se 
correspondant sur les trois courbes, et », y, y leurs ordres respectifs 
de multiplicité. Je suppose qu'à un point de (£) répondent g points 
de (S). D’après le théorème I, à un point a pris sur (S) à distance 
infiniment petite d'ordre r de l’origine de (S), répond sur (È) un 
point à à distance infiniment petite d'ordre « = gy de l’origine de (2). 
Soit 2’ le nombre analogue à g pour (X'); alors à a répond sur (Z/}) 
un point dont la distance à l’origine de (X') est infiniment petite de 
l'ordre © — £g!v'. 


De là résulte, en changeant les notations : 


THéorëmE |. — St entre les pounts de deux courbes S, S' existe 
une correspondance quelconque, et que (S), (S') soient des sys- 
tèmes circulaires de branches se correspondant, dont les ordres 
de multiplicité soient respectivement n, n'; si à un point de (S) 
correspondent g points de (S"), et à un point de (S!) g! points 
de (S), à un point placé sur (S) à distance infiniment petite 
d'ordre gn de l’origine de (S) correspondent sur (S') des points 
à distance infiniment petite d'ordre g'n' de l’origine de (S/). 


/ 


3. Reprenons les trois courbes S, E, Ÿ’, et appliquons l'équation (16) 
2 êt 


(n° 6) du Tome IV aux couplesS, 


et S,}. Nons obtenons 
K(y—2hB)+Ès=c—2m+En= k(y—on)+2So". 


Je change, comme précédemment, les notations, je remplace © 
et s’ par leurs valeurs, et j'ai la proposition suivante : 


Taéorbme Il. — Soient deux courbes S, S' telles qu’à un point 
de S correspondent k points de S', et à un point de S', k! points 
de S. Si l'on désigne par m, m' les ordres et par c, c! les classes de S 





(') Bulletin de la Société mathématique, t. IV, 1875-1896, p. 32. [Œuvres 
d’'Halphen, 1. I, p. 380.] 
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et de S', et par g,n,g', n! les mêmes nombres qu’au théorème T, 


on «a 


(1) k(c—2m)—k'(c—2m)=2(g'n'— gn), 


La sommation s'étendant à tous les couples (S), (S'") pour lesquels 
(g'n'— gn) est différent de zéro. 


Dans la sommation, on peut, sans troubler l'égalité, introduire 
tant d’autres couples (S), (S') qu'on voudra, pourvu qu’on n’omette 
aucun des précédents. J'écris (1) sous la forme 


D om) EC. mm) EEg(n—1) Sp (nt 1)—2(2 #2)" 


Pour évaluer séparément Yg(n—1), je puis, d’après la remarque 
précédente, adjoindre à chaque (S) tous les correspondants (S') et 
par suite écrire 

Eg(n—1)—=#kE(n—:). 


La même remarque s'applique à la somme suivante; j'ai donc 


k[c—am+E(n—1)] —K'[c—-2m+E(n—-1)]=2(g — g), 


et, en désignant par p et p' les genres de Set $, 
(2) 2k(p—1)—2#(p—1)=2(8—8). 


C’est une autre forme de la relation (1), qu'on peut exprimer en 
disant : 


Sraet a' sont deux points correspondants sur Set S' et qu’à un 
point infiniment voisin de a répondent g points infiniment voisins 
de a!, et à un point infiniment voisin de a', g' points infiniment 
voisins de a; st, en outre, p et p' sont les genres des courbes S, S, 
da relation (2) a lieu, le signe sommatoire s'étendant à tous les 
couples a, a', pour lesquels (g— g) est différent de zéro. 


C'est précisément sous cette forme que M. Zeuthen a énoncé la 
proposition, en la limitant au cas où les courbes S et S’ n’ont que 
des singularités ordinaires. Mais de ce cas particulier on peut 
remonter au cas général. Tous les éléments qui figurent dans (2) se 
conservent dans les transformations uniformes. Or on sait qu’il 
est possible de trouver une courbe correspondant point par point à 
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une courbe quelconque et qui n'ait que des singularités ordinaires. 
On peut même faire en sorte que la transformée n’ait que des branches 
simples, ainsi que je l’ai démontré de diverses manières. Donc la 
relation (2), démontrée pour le cas des singularités ordinaires, s'étend 
d'elle-même au cas général. 


4. Si l’on considère deux courbes gauches dont S et S’ soient les 
perspectives, tous les éléments ci-dessus considérés sur les courbes 
ou sur les perspectives ont, dans l’un et l’autre cas, les mêmes défi- 
nitions. Donc : 


Les théorèmes I et IT s'appliquent aussi au cas où les courbes 
S et S' sont gauches. 


Autre remarque : dans les démonstrations de ma Note sur la 
conservation du genre, et dans les déductions actuelles, rien n'em- 
pêche de supposer que les courbes S et 5’ soient égales. Donc : 


Les théorèmes I'et IT s'appliquent aussi au cas où les courbes S 
et S' coincident. Dans ce cas, où, bien entendu, la courbe peut 
être gauche, la formule (1) devient 


(3) (k— k')(c—2om)=2(g'n — gn). 


9. Soient deux courbes algébriques planes ou gauches S, S' et un 
système de surfaces À. On peut faire correspondre les points a 
et a de S,S', par la condition que les points correspondants a, a! 
soient sur une même surface À. Appliquant alors à cette correspon- 
dance le théorème IT, on trouvera que : Le nombre des surfaces d’un 
système qui touchent une courbe gauche de degré m, arête de 
rebroussement d’une développable de degré c, est égal à my+cu, 
u étant le nombre des surfaces du système qui passent par un 
point, et y le nombre de celles qui touchent une droite, théorème 
bien connu et qui a été démontré de diverses autres manières. Je 
n'insiste pas 1c1 sur cette application, à cause de l’analogie qu’elle 
présente avec celle que je vais faire en détail. J’y aurai recours à ce 
théorème même, restreint au cas où la courbe est plane, mais 
entendu, d'autre part, d’une manière un peu plus générale, savoir : 


Taéorëme I. — Le nombre des éléments d’un connexe plan 
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qui sont composés d’un point d’une courbe et de la tangente en 
ce point, est égal au produit des ordres de la courbe et duconnexe 
augmenté du produit de leurs classes. 


Je donnerai d’ailleurs, à la fin de cette Note, une démonstration 
directe d’un théorème un peu plus étendu que le théorème IT. 
Pour le moment, j’en admettrai l'exactitude. 


6. On donne une série doublement infinie (A) de courbes A dans 
un plan, et deux courbes de ce plan S, S'. Je fais correspondre les 
points a, a’ de S, 5", par la condition qu’une courbe À touche S en «a 
et passe en @’. Je forme alors l’équation (1). | 

Soit 2 le nombre des courbes À qui passent en un point et y 
touchent une droite. Désignant par M le degré de A, j'ai # —pMm'. 

Soit 4 le nombre des courbes À qui passent par deux points, et 
soit y le nombre de celles qui passent par un point et touchent une 
droite. D’après le théorème IIT, j'ai 


= Mmy+Ck. 


Il s’agit maintenant de déterminer le second membre de (1), c’est- 
à-dire de chercher tous les binomes (g’n'— gn) qui ne sont pas 
nuls. À cet effet, je considère deux divisions principales, savoir : 
B(n=n —=1; g ou 2' supérieur à l’unité) et C (n ou n' supérieur 
à l’unité). J’envisage d'abord les cas B. 

Je suppose que a, a! soient deux points simples correspondants 
et que g soit supérieur à l’unité. Il peut arriver que, parmi les 
2 courbes À qui touchent S en 4, quelques-unes soient confondues 
en une seule. Si ce fait n’a pas lieu, quelques-unes des courbes À 
peuvent être réduites à des courbes plus simples comptant plusieurs 
fois dans le degré de A. Enfin les courbes À peuvent ne présenter 
aucune de ces particularités; c’est qu'alors une d’elles est tangente 
à S' en «!. Je réunis les deux premières circonstances en admettant 
que, parmi les o courbes A touchant S en à, il y en ait À qui se 
réunissent en une seule, composée elle-même de différentes courbes À; 
. dont l’ordre M; compte s; fois dans M. 

Si l’on suppose la courbe S placée d’une manière arbitraire dans 
le plan de (A), cette circonstance ne peut se présenter que si elle a 
lieu pour chaque point / du plan, sous la condition qu’on adjoigne 

H. 36 
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à ce point une droite déterminée À. On doit donc supposer que celte 
décomposilion des courbes À a lieu toutes les fois que le point l 
par où on les fait passer et la droite À qu’on leur assigne pour 
tangente en ce point font partie d’un certain connexe. Soient alors y’ 
et x” l’ordre et la classe de ce connexe. Le nombre des points a 
de S où cette circonstance se présente est, d’après le théorème II, 
my" + cu”. On a alors 


RTS a BE =IURSE, ele n'g —ng =—(hs;—1). 
La courbe A; donne lieu à M;m/ points analogues a'. On a ensuite 
à envisager les autres courbes qui s’adjoignent à A; pour former 
une courbe A. Il peut y avoir, en outre, d’autres décompositions 
analogues. On voit que la somme de tous les binomes (g'n' —gn) 
qui y sont relatifs est de la forme 


Z=—(mvi+ct)m, 


vietu, étant des nombres qui ne dépendent que de (A). 

Le second cas où, x et n! étant égaux à l'unité, 2 est supérieur à 
l’unité est celui où À touche S et S’. Le contact avec S' est alors du 
premier ordre, si l’on suppose les courbes S et S' placées d’une 
manière arbitraire. Chacun de ces contacts donne 


(LUN EE PE 0) ins n'£ —ng =—I. 
Le théorème IIT fournit le nombre de ces contacts, qui est celui 
des courbes À touchant S et S’. D'où, pour la somme des binomes 
(g'n'— gn), l'élément 


Es=—[mm'u+(me+m'e)v + cc'u|], 


formule dans laquelle y désigne le nombre des courbes À qui touchent 
deux droites. Cette formule, je le répète, est une conséquence facile 
etconnue du théorème III. 

Dans la division B, j'ai à considérer maintenant le cas où g” 
diffère de l’unité. Ce cas s’offre ou bien si le système des courbes A 
passant en a’ présente une décomposition analogue à la précé- 
dente, ou bien si À a, avec S, un contact du second ordre. Pour le 
cas de décomposition, on a une somme d’éléments 


E3=(MV2+ ChH)m, 
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qu'on trouve en raisonnant comme ci-dessus. Tout d’abord, la 
décomposition étant supposée avoir lieu en a’, les éléments de la 
somme relatifs à a’ sont d’une forme telle que (my; +cu>). Secon- 
dement, pour que cette décomposition ait lieu en a, il faut qu'il y 
ait, dans le plan, un lieu de points où elle se produise; d’où le fac- 
teur 1° dans l'expression de X;. 

Enfin, si l’on désigne par N le nombre des courbes À ayant avec S 
des contacts du second ordre, le second cas donne lieu à l’élément 
suivant de la somme cherchée : 


2, = Mm'N. 


J'arrive maintenant à la division GC, relative aux cas où les 
nombres », n' sont différents de l’unité. A ces cas ne répond aucune 
des décompositions ci-dessus; en outre, un seul des nombres n, n! 
est supérieur à l'unité. Les hypothèses contraires répondraient à 
des positions particulières des courbes S, S'. Soit donc d’abord »/ >1. 
On a alors 


HI; D JU LE PAR MSN SE= 0. 


Ainsi ce cas ne donne lieu à aucun élément de la somme cherchée. 
Soit enfin ñ2=>1. Ici g est l'unité; 1l faut déterminer 2’. C’est à 
quoi on peul utilement employer le théorème [. Soient à, a! les 
points considérés sur S et S'. Si, sur une des branches de (S), système 
circulaire dont l’origine est en «4, on prend un point &,, à distance 
infiniment petite d'ordre » de a, il y correspond un point &,, dont 
l’ordre infinitésimal de la distance à a! est égal à 2’. Par suite, g’ est 
égal à l’ordre de la variation de la courbe À quand on passe de a à a. 
Soit y l’ordre infinitésimal de l’angle dont la tangente de S a tourné 
quand on passe de & en a,. La variation de la courbe À a pour 
ordre le plus petit des deux nombres y, .n. Donc g'est le plus petit 
de ces deux nombres; d’où résulte aisément ce dernier élément de 


la somme cherchée : 
Z3=—pMm'EÈ(n—v)=—pMm'r, 


le nombre r représentant la somme des nombres {7 — y) relatifs à 
tous les systèmes circulaires de branches de S pour lesquels y est 
inférieur à ». Ce nombre r est donc ce que j'appelle le nombre des 
inflexions effectives des courbes corrélatives de S; c'est aussi le 
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nombre des rebroussements ordinaires qui remplacent les singula- 
rités de la courbe S dans les équations de Plücker. 

J'ai maintenant tous les éléments de l’équation (1) et je puis la 
former. On voit aisément que les termes contenant c' en facteur 
disparaissent, etque m' se trouve alors en facteur commun. Ce fac- 
teur supprimé, il ne reste plus aucun élément de la courbe S’, et 
l’on obtent une relation de la forme 


(4) N=ac+fm+pr, 


où , 5, ainsi que », ne dépendent que de la série (A). La for- 
mule (4) donne le nombre des courbes À qui ont des contacts du 
second ordre avec la courbe S. C’est celle que j'ai obtenue par une 
voie toute différente dans un autre travail, et à un point de vue un 
peu plus étendu (!). La formule elle-même fixe le sens des lettres , 6; 
quant à 9, sa signification est déjà connue. De là l’énoncé sui- 


van : 


Tuéorème IV. — Soit une série doublement infinie de courbes 
algébriques À dans un plan, et telle que 8 soit le nombre de ces 
courbes qui ont une droite pour tangente d'inflexion, 9 le nombre 
de celles qui passent par un point et y touchent une droite, (4 —3e) 
le nombre de celles qui ont un point donné pour point de rebrous- 
sement : le nombre des courbes À qui ont un contact du second 
ordre avec une courbe donnée est (2c+f$im+or),c et m étant 
la classe et l’ordre de cette courbe, et r le nombre des rebrous- 
sements ordinaires qui représentent ses singularités dans les 
équations de Plücker. 


En désignant par s le nombre corrélatif de 7, c'est-à-dire le nombre 
des inflexions qui représentent les singularités de S dans les équa- 
uons de Plücker, et posant 


29 =T+35C=Ss+3m, 


mettant en outre les lettres P, D, imituiales de point et droite, au 
lieu de (x—32) et 8, et désignant par C le nombre des courbes À 


(1) Mémoire Sur la recherche des points d’une courbe, etc. (Journal de Mathé- 
matiques, 3° série, t. IT, p. 277). [Œuvres d Halphen, t. I, p. 494.] 


dns … 
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qui ont des contacts du second ordre avec une conique, on peut 
mettre la relation (4) sous la forme 

°N ! \ ) 
N=-(qC—rP—sD). 


C’est sous cette forme que j'ai employé la relation (4) dans ma Note 
Sur les degrés et les classes de certains lieux géométriques (). 


7. Au moyen de la même série (A) on peut faire correspondre 
de la même manière les points d’une même courbe S. Grâce à la 
formule (3) et au résultat précédent, on pourra ainsi calculer le 
nombre des courbes À qui touchent en deux points différents la 
courbe S. Je me borne à cette indication, la formule à laquelle on 
parvient étant, dans sa généralité, trop compliquée pour être utile. 
J'arrête ici ce qui concerne les applications de la formule de M. Zeu- 
then, et je vais donner une démonstration directe d’un théorème 
comprenant la proposition Ifl, ainsi que je l’ai annoncé. 


8. Soient, dans un plan, deux courbes S, S' entre les points 
desquelles existe comme ci-dessus une correspondance (k,k'). On 
considère un connexe C du même plan, c’est-à-dire une série tri- 
plement infinie de couples, composés chacun d’un point / et d’une 
droite À. Si l’on se donne À, / décrit une courbe dont l’ordre est 
celui du connexe; je le désigne par y. Si l’on se donne /, À enve- 
loppe une courbe dont la classe est celle du connexe; je la désigne 
par w. Je vais chercher le nombre des éléments (/,}) du connexe, 
qui sont composés d'un point a de S et de la tangente 4’ en un 
point a’ de 5’, correspondant à a. 

À chaque point a’ correspondent divers points a. À chacun de ces 
points a correspondent, dans le connexe, diverses droites 4 passant 
par a. L'ensemble de ces droites enveloppe une courbe dont je 
désigne par w la classe. Je fais correspondre, sur une droite arbi- 
traire L, les points À où L est rencontrée par les droites x, avec les 
points À’ où L est rencontrée par la tangente #’ en a’. Au point À cor- 
respondent w points A”, et au point A’ correspondent #'c'u points A. 


(:) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 83, 1876, p. 705. [ Œuvres 
d'Halphen, 1. I, p. 546.] 
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On a donc w + k'c' coïncidences, parmi lesquelles chaque point a” 
situé sur L en entraîne £'u. Il reste donc pour le nombre des points 
cherchés 

N=w+ck'p— m'£k. 


A 


Il reste à déterminer w. Soit p un point arbitraire : pour chaque 
droite B menée par p, je détermine les points & qui lui correspondent 
dans le connexe et qui sont situés sur S. Je prends les points a’ 
correspondants sur S’, et je les joins à p par des droites B'. Je con- 
sidère B et B’ comme des droites correspondantes de deux faisceaux 
issus de p. Les coïncidences répondent aux tangentes menées de p 
à l'enveloppe des droites 4; leur nombre est donc w. 

À une droite B répondent my points a et par suite mky droites B’. 
À une droite B'répondent m' points a', m'k' points a, m'k'u. droites B; 
donc 


5) w = mks + m'£kt, 
(9) 
N=c'k'u+ mky. 

Taéorëue V. — Sientre deux courbes S,S' a lieu la correspon- 
dance définie au théorème I1, le nombre des éléments d’un con- 
nexe d'ordre y et de classe u, qui sont composés d’un point de S 


et d’une tangente correspondante de S', est égal à c'k'u + mky. 


Si 5 et 5’ coïncident, Æ et k’ sont égaux à l’unité, et l’on obtient 
comme corollaire le théorème III. 


9. La conception du couple (/,A) comme élément du plan donne 
lieu à celle des trois êtres géométriques : connexe triplement 
infini; coïncidence doublement infinie; couple de courbes simple- 
ment infini. À la proposition qui, dans la Géométrie plane ordinaire, 
fournit le nombre des points d’intersection de deux courbes, répondent 
ici deux propositions : la première donne le nombre des inter- 
sections d’un connexe avec un couple de courbes : c’estle théorème V. 
La seconde donne le nombre des intersections de deux coïncidences. 
Cette seconde proposition se déduit immédiatement du théorème 
suivant établi par M. Zeuthen (!) : 


Soit donnée dans un plan une correspondance telle : 


(*) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 78, 1874, p. 1553. 
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1° Qu’'à un point quelconque X correspondent x! points X!, et à 
un point X', a points X; 

2° Que le lieu des points X ou X' dont les homologues se trouvent 
sur une droite donnée soit une courbe d'ordre 6. 


Alors ilexiste dans le plan x + x! +8 points où deux points 
homologues X et X'coïncident. 


Soit G une coïncidence, c’est-à-dire une série doublement infinie 
de couples (/, À), telle qu’à une droite À correspondent c points / 
et à un point /, y droites À et, en outre, que À soit le nombre des 
couples ({, À) dans lesquels / est sur une droite donnée et À passe 
par un point donné. Je considère une seconde coïncidence analogue Gr", 
et je désigne par c', y’, k' les nombres analogues. Je fais corres- 
pondre les points / et /' par la condition que les droites correspon- 
dantes À, À coïncident. Si alors let [’ coïncident en même temps, 
j'obtiens une intersection des deux figures G, G'. Il suffit donc 
d'appliquer ici la proposition de M. Zeuthen. On a évidemment 


CRE à MC, Bas Ah; 
d’où, pour le nombre des intersections de G et Gr’, 
(6) N=cy+hh'+ c'Y. 


Les deux formules (à) et (6) se confondent dans un seul énoncé si 
l’on emploie les notations symboliques que j'ai introduites dans cet 
ordre de recherches et que M. Schubert a employées avec tant de 
succès (!). 

Par la lettre D j'indique la condition, pour le point /, d’être situé 
sur une droite donnée et, par la lettre P, la condition, pour la 
droite À, de passer par un point. Par D?P? on indique alors le 
nombre des couples (/,) tels que / soit l’intersection de deux droites 
données, c’est-à-dire un point donné, et que À soit une droite donnée. 
Ainsi le symbole D?P? est égal à l'unité; les autres symboles du qua- 
trième ordre sont nuls. Cela posé, j'appelle modules d’un connexe 





(1) Notamment dans son Mémoire : Beiträge zur abzählenden Geometrie (Math. 
Annalen, t. X, 1876, p. 1). 
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et d’un couple de courbes, les quantités 
(uP+vD), PD(c'# D + mkP), 
et module d’une coïncidence, la quantité 
yP?+ kPD + cD?. 


On peut alors énoncer les formules (5) et (6) en disant que l’en- 
semble des éléments (l, À) défini par it équations (i—1,2,3) est 
représenté par un module, qui est une fonction homogène et 
d'ordre it des symboles P,D. Le nombre des intersections de deux 
pareils êtres est égal au produit symbolique de leurs modules. 


Ce théorème s'étend à la Géométrie où l’on considère comme 


élément de l’espace le couple formé par un point et un plan. Je le 
montrerai dans une autre occasion. 
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